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Geometrie, cls. a IX-a
Probleme
1} Masura unui unghi al unui poligon regulat este de 4 ort mare decit masura unui unghi
exterior. Cite laturi are poligonul?

Solutie:

ﬁj 180(n —2) _,180

4T=>n=10
n 3

2) Cite laturi are un poligon convex daci toate unghiurile sale exterioare sunt optuze?

Solutie:
Fien=3 z;>9 |
= 22> 90 } = I + Tz + 23 > 270 deci n = 3 este posibil
Ty} To; T3 Y ext z3 > 90
Fien=4 ;>9 |
= : = 1y + 22+ 23 + 24 > 360 imposibil

T1;T2; T3, %4 JEXT T4 > 90
Decin = 3.
3) S4 se arate ci intr-un patrulater convex, bisectoarea a 2 4 consecutive formeaza un unghi

a cirui misurd este egald cu semisuma maisarilor celorlalte 2 unghiuri.

Solutie: N R
A m(AEB) = M
4 c m(A) + m(B) + m(C) + m(D) = 360°
mA) 4 m(B) _ g m(C) 4 m(D)
, T _rege . A m(B) _
¥ .m(AEB)—l8O—T— 2

(@
= 180° — 180° =
80 80° + 2



4) Ardtati ci o suprafaid pentagonald convexi poate fi descompusi in doud suprafete pa-

trulatere.
. Solutie:
D
£ o ,\ -
Fic EDC = A,B¢€int. EDC. Fie M € {AB|= M ¢
¢ int. EDC = |DM C int. EDC |[EAIN|DM =@ =

4 B = DEAM patrulater. La fei DCBM

5) Care este numirul minim de suprafete patrulatere in care se descompune o suprafats

poligonald convexi cu 9, 10, 11 virfuri?

Solutie:

' I
H H
B K
. ; ; G
D C
=1~
AV ¢ D

9 virfuri - 4 patrulatere 10 virfuri - 4 patrulatere 11 virfuri - 5 patrulatere

6) Daci ABC = A'B'C’ atunci 3 o functie bijectivi f = ABC — AB'C' ali. pentru V 2
puncte P, @ € ABC, [|PQ|| = [I£(P), f(Q)| si reciproc.
Solutie:

Presupunem ca ABC = A'B'C'. Construim o functie f : ABC — ABC’ ai

daci P € |BA, f(P) € B'A’
P€|BC, f(P)e B'C'  ai.|BP| =|B'P'| unde P' = f(F)

{ﬂm=3



4 A g Functia astfel construiti este o bijectie,
I P
B B- intrucit ia argumente # corespund valori
¢ ¢ Q9 ¢ # gi V punct de pe A'B'C’ este imaginea
unui singur punct din ABC (din axioma
de construirea a segmentelor).
Daci P, @ € acestei semidrepte
|BPjj = |B'P'|
Bl = 1B'Q

Daci P, @ € la semidrepte #

} = ||PQIl = |BQIl - |BP| = | B'Q"}| - I!B"P’H = |IPQ'l = {l/(P), (@)l

IBP| = ||B'P
1BQll = |B'Q| { = APBQ=APBQ = [|PQl =|{P'Q|=1f(P), AQI
FBQ = PBQ ’

Reciproc:

Fie f: ABC - A'B'C’ ai. f bijectivd g | PQ|| = | f(P), FIQ)Il-

B

Fie P, Q € {BA st RS € |\BC
PRl = iIP'Ql
IPSY = |P'S| | = APQS= APQS = QPS=QPS'= BEPS=BPS (1)
esh = Qs

I PS|| = 1|5
|RP| = |RP| { > APRS = AP'RS' = PSB =PSB’ )
IPSi = | P'S)

Din (1) si (2) = PBS = P/B'S' (ca dif. la 180°) adici ABC = AB'C".



7) Dacid AABC = AA'B'C atunci (3) o functie bijectivd f : ABC — A'B'C’ ai. pt. (V)
2puncte P, Q € ABC, ||PQjj = |[f(P), f(Q)I! st reciproc.

Solutie:

A A
P 0 P .
B B
C o4

Fie AABC = AA'B'CY. .
Construim o functie f : ABC —» A'B'C’ ai. f(4) = A, f(B) = B, f(C) = C'si
deci P € |AB| — P' = f(P) € |A’'B’| al. |AP] = ||A'P'}}
P ¢ |BCl— P = f(P) € |B'C'|ai. ||BP|| = i{B'P'}|
Pe|CA] - P = f(P)e|C'A'lal |CP| = ||C'P'}j
Functia astfel construitd este bijectivi.
Fie P € |AB|sia € |CA|= P' € |A'B| 5 @ € |C'A'|
HAP| = AP
cQ=llc'Q [ =14QI=l4QY; A= A= AAPQ= AAPQ = |PQ|| = | PQ|
HCAY = CA')
Rationament analog pentru (V) punctct P i Q
Reciproc: se presupune ci 3 o functie bijectivd f : ABC -+ A’B’C’ cu propriet. din enunt.
Se noteazd f(A) = A", f(B) = B", f(C) = C" si rezultd = ci [|AB| = ||A"B"1,
|BCY = || B"C"||, |AC}| = |A"C"| = AABC = AA"B"C"
Deosrece(ABC) = f(|AB)UBCIUICA) = f(AB)U FIBCYUF(CAD =
= [A"B"|U[B"C"|U[C"A"] = A"B"C"
Dar prin ip. f(ABC) = f{A'B'C*) deci AA"B"C" = AA'B'C'

= AABC = AA'B'C’

8) 54 se arate ci dacd AABC ~ AA'B'C’ atunci {ABC}~ [A'B'C").



Solutie:
Daci AABC ~ AA'B'C'atunci(3)f : ABC — A'B'C'si k >.0 al. || PQY = k|| f(P), F(Q)i,

P,Q € ABC
IABj _ 1BO| _jcal _ |1AB} = ktA'B'|]
AABC~AABC' s [AB| [ BC O] = |IBC| = k||B'C"))

Construim o functie f : ABC - A'B'C" al. f(A)=A’;f(B)=B;f(C) ="
daci P € |BC|— P € |B'C"| al. ||BP|| = k| B'P'||
dacd P € |[CA| - P € |{C’A'} al ||CP| = kliC'P’|l; k— constanti de aseminare

A

C
Fie P, € ABali P € |[BC|,Q € |AC|= P' € |B'C’| i | BP|| = k||B'P'}}
Qe lACT s iCcQl=kICQN (1)
Cum |BCY| = k| B'C"| = [|PC|| = { BC| - | BP) = k| B'C'|| - k|| B'P'} =
=k(|B'C' - |B'P'l|) = K[P'C'| (2) C=0 (3)
Din (1), (2) §i (3) = APCQ ~ APC'Q’ = | PQ| = K| P'Q|
Rationament asemimitor pentru P,Q € ABC
Extindem functia bijectivd construitd anterior gi la interioarele celor 2 triunghi: in felul

urmator:

o

Fie P € int. ABC si construim P’ € int. A'B'C" ai. |AP| = k|| A’P')).

8



Fie Q ¢ int. ABC — Q' € int. A'B'C" ai. BAQ = B'AQ & || AQ| = k|A'Q'] (2)

APy _ liAQ|
Py jae

IPQYl = k|| PQ'Yl, dar P,Q € [ABC] deci [ABC] ~ [A’B’C"]

Din (1) g (2) = =k, PAQ = PPAQ = NAPQ ~ AAPQ =

9} S& se arate cd oricarc doud semdrepte sunt mulfimi congruente. Aceiasi proprietale

pentru drepte.
Solutie:
A
he ¢’
P Ol Pl AI Q
0
: a) Fie |OA si |0’ A’ doud semidrepte. Fie f : {0OA — [0/A' al. f(O) =0 gi f(P)= P
cu {|OP|} = ||O'P'}|l. Punctul P’ astfel construit este unic §i deci daci P # Q = [OP)| #
H0Qi = O'P'|| # H0'QY = P # Q' si (V)P' € |{(’A’ (3) un singur punct P € |0A al.
l 0P} = jO'P')

Functia construitd este bijectiva. )
Daci P,Q € {04, P € |0Q| -+ P'Q’ € {0'A" ai. [OP] = [O'P'|; |0Q] = |10Q =
PRIl = HOQH — OP]| = |O°Q|l - }O'P'l = | P'QU(V)P; Q € 104

= cele doud semidrepte sunt congruente.

b) Fie doud drepte d si d'.

Fie O € d 5i O’ € &'. Construim o functie f : d = 4’ al. f(O) =0 si f(I0A) = |0’A" s
f(lOB) = |’ B’ ca la punctul anterior. Se arat3 la fel ca f este.bijectivi gi ci | PQl = | P'Q"}]



cind P si @ apartin aceleiagi semidrepte. Daci P, Q apartin la semdrepte diferite:

0P|l = ||O"P')
ol =loe

51 deci cele doud drepte sunt congruente.

} = [|1PQY = |OP|| + [0Qf = |O'Pl| + |OQ = | P

10) 5S4 se arate c3 doua discuri avind aceiasi razd sunt multimi congriente.

Solutie:

Construim o funciie f : D — D'
al: f(O) =0, f(A)=A siun
punct (V) P € D - P ¢ I
considerate in sens pozitiv. Din

ax. de constructie a segmentelor

§i unghiurilor = c3 functia astfel
construitd este bijectivi, stabilind o corespondentd biunivoci intre elementele celor doud
multimi.
FieQ € D — Q € I ai. [|OQ"} = |0Q)}; ADQ = AOQ
Cumi|[OP)| = |OP/|
0@l = o' = AOPQ = POQ' =
POQ = PO'Q (dif. de unghiuri congruente)
= |PRI=PQI,(V)PQeD=>D=D

11) Dacd functia f: M — M’ este o izometrie, atunci functia inversi f~1 : M’ — M este o

asemenea isometrie.

Solutie:

f M — M’ este o izometrie = f este bijectivd
st (V)P,Q € M avem || PQ; = [ f(P), f(Q)}i f-

bijectivd = f - inversabild si f~'- bijectie.

10



1P'@ = HF(P); S = PR } N
7P SHR = 1 HF(P)), £ AN = 1PQY

= IPQY = IF P, U, (P, Q € M, deci f1 - M’ — M este o izometrie.

12} Dacd poligoanele convexe L = P, P,..., P, i L' = P{,P;...,P, au |P, Py =
= |P,Pipentrui=12,...,n—-1g¢ PP Py, = R—’RZ:P}’“(V)i =1,2,...,n — 2 aturci
L=Lsg[L=][L]

Solutie:

Construim o functie f ad. f(P)=

Py

Functia construitd anterior o prelungim si la interiorul poligonului astfel: Fie O € int.L —
O € int.l' ai. OP Py, = 0’1;,»’7’,»’_,,1 st {OP;|| = iO' P!} aceste puncte le unim cu virfurile
poligonului. Se demonstreaza ugor ¢& triunghiurile astfel obtinute sunt congruente respectiv.

Construim functia g : [L} — [L'] a.l.

[ 7(P), dacsPelL
gPy=5 0, daciP=0
P, daci P € [P,OP,,]ai FOP = PIO'P' (Y)i=1,2,...,n—1

Functia astfel construitd este bijectivd (V) P,@Q € [L] se poate demonstreze prin congruenta

triunghiurilor POQ si P'O'Q’ ¢ || PQY = | P'Q'l| deci [L} = [L]]

= DACA DOUA POLIGOANE CONVEXE SE DESCOMPUN IN ACELASI
NUMAR DE TRIUNGHIURI RESPECTIV CONGRUENTE, ELE SINT CON-
GRUENTE

13) S& se arate ci raportul perimetrelor a doud poligoane asemenea este egal cu raportul

lor de aseminare.

11



Solutie:
L=PP.. P,
L'=PP.. P
LoD (3K >0¢ f:L— L'ad |PQ| =K f(P) FIQUV)P,Q € L,iarP} = f(P)

Luind succesiv in rolul lui P i Q virfurile obtinem:

. pri 1P Pl )
T prpri |P2P3
PPl = KiRR = prpr =k
=
. 1 Pa-1 Pall
Ppca Pall = KPPl = 3= =
x} 1 ” i 1 .' IRIII;ITP%I:;;A”
T L pr pry n l_ =
HPHPIII_kﬂPfAPll! “P:lpfa k
Lo IBPL BB IRB PP+t | PPl £ BB P
PRl P WPIRl + BB + -+ P P + RPLRE P

14) Paralelogramul ABCD are [ AB|| = 6, [AC|| = 7 si d(D, AC) = 2. S& se afle d(D,AB).

Solutie:

\ ADC) = 27 7
D c o[ADC} = —— =
o{ABCD) =27 =14 = 6 DF||
4 7
E > |IDFl=F=3
A F B

15) Dintre triunghiurile ABC cu || BC|| = a si ||C A} = b, a 5i b fiind numere date, si se afle
un trunghi de arie maxima3.

Solutie:
A h=b-sinC<b
¢lABC) = % este max cind h este max.
PR hmax =bcindsinC =1
= m(C) =90 = ABC estedr. in. C.
B a C

12



16) Se considerd un pitrat ABCD si punctele E, F,G,H,I,K,L, M care impart fiecare

latura in trei segmente congruente. Si se arate ci PQRS este un pitrat si ¢ aria lui este egals
2
cu §cr[ABCD].

Solutie:
A E F B MDY = ||DI|| = MDI — A tr. isoscel
= m(DMI) = m(MID) = 45°
La fel m(FLA) = m(AFL) = m{(BEH) = m(EHB).
M G . .
|RK|| = [|SPIf = | PQ} = [|QR)| = | RS}l = SRQP este
H pitrat.
[1a 2 242
14B] =, JAE) = 22 paary = |22 4 38202
9 9 3
D c
2RI = "— = |RI? = “— SRl = 2 =22

2

2

o|SRQP] = 2% - go[ABCD]

17) Diagonalele trapezului ABCD(AB || DC) se taie in O.
a) 5& se arate c3 triunghiurile AOD si BOC au aceeasi arie;

b) Paralela prin O la AB taie AD si BC in M si N. 54 se arate ci |MO| = {|ON].

Solutgie:
otacp) = IDC1-1AE]
o) = ICL 1Bl
IAE| = | BF||

= o[ACD] = ¢{BC D}

6[AOD] = 6{ACD} - o[COD)
#{BOC} = 6{BCD] - 6{COD)

} = o[AOD] = o[BOC]

13



b)
o{AOD] = {AMO] + o[MOD]

il . 1

o[AMO) = o[MPO] = IMOI-IOPY

= olAOD] = HOMII(HO{;H +1l0Ql) _ noz\;“ B
o[MOD}] = ¢[MOQ] = &‘ﬂ%ﬂﬂ%

.
La fel o|BOC] = ”O#ﬁ

a{AOD] = ¢{BOC] =

oM}k _ [ON| -k _
Lt = 202 < om) = oy

18) E fiind mijlocul laturii neparalele [AD] a trapezului ABCD, si se arate ci ¢{ABCD] =
= 20{BCE). )

Solutie:

AE| = |ED}]

Ducem MNLAB; DC

W AT h
IEN| = |EM) =3

o[BEC] = (48] +2!}DCH)-h _IDBjj-~ _DCY-h _ (JAB|+}DCl)-h _ 1 [ABCD;

4 1 1 27 .

Deci 0{ABCD) = 20{BEC].

19) Se dau: un unghi BAC i un punct D in interiorul lui o dreaptd prin D taie laturile

unghiului in M §i N. S& se determine dreapta M N ai. aria AAMN s3 fie minimi.

Solutie:

c[AEDN"] este ct. pentru ci A, E,D, N’ sunt fixe.
Fie o dreapta oarecare prin D gi ducem | 1a laturile
ND si DE. Oricum duce prin D o dreaptd o[QPA]
este formatd din: 6{AEDN] + o[NPO] + o{DEQ].

In toate triunghiurile PAQ avem o[AEDN;] constant.

S3 studiem

14



R (hl I VD h) 2‘ <h+h ") [(h1 h2)? + 2hahs)]

este minim cind h; = ke = D se afld l2 mijlocul lui |PQ}. Constructia este deci: AANM unde
NM || EN'". in acest caz avem |NDj = |DM|.

20) S4 se construiascd un punct P in interioarul triunghiului ABC, a.i. triunghiurile PAB,
PBC, PC A s4 aibe arii egale.

Solutie:
) o150 - 1ECI 1A
Fie mediana !AE{ si P centrul de greutate al tri-
unghiului.
[
i Fie PDLBC o[BPC]= w
B 7 3 Y
; ¢ AA'LBC
= AA'|| PD = APDE ~ AAA'E
PDLBC
NAA'I.
\PDY _IPE] _1 _llaay IBC] - B
= —HAA’I = __—]IAEH =3 = |PD|j = = = o{BPC]= —————2 =

_LBCi-jaa _ 1 .
s3T5 = 30[ABC’]

La fel se demonstreazi ci o{ PAC] = 6[PAB] = %U[ABC} deci punctul este centrul de greu-

tate.

21) S& se descompuni o suprafatd triunghiulars in trei suprafete de aceiagi arie, prin paralele

la o laturd a triunghiului.

Solutie:

Fie M,N € AB ai. M € |AN|
Ducem MM' || BC

MN' | BC

, o[AMM] _ (1AM
AAMM' ~ ANABC = TABO] = (HAB“)

1 (yAMyY 1
olAMM] = "’(nABn) 3

15



[AM] = “‘fﬁ" DANN' ~ AABC =

g[ANN] _ (JAN]]\?
= a[ABCl ¥
SJANN] = § (ABC]

22) Rezolvati problema analoagi pentru un trapez.

Solutie:

IOD} = a,lOA| =6

o[ACM'M] = o{MM'N'N] = o[NN'BA] =
- %o[’ABCD}

ol0DC] _ |ODI? _a

5lOAB] ~ [OAF ~ b

AODC ~ AOAB —

a[{ODC] a? o]ODC] o’
o[0AB]—oiODC] ~ #—a?  [ABCD] W _a )
¢ . 2 2
AODC ~ AOMM' = G‘I ggf;,] _ ( I‘!Igbl;'ﬁ) a[olwif[f]n—)i]{opc} _ uoju .
o{0DC] _ ('12 - o{0DC] - a? . @
o[DCMM’} — {|OM]}? — a? éU[ABCD} HOM|? — a*
AONN' ~ AODC
oloDC] _ joD|i _ _d? o{I1DC] a? .
o[DNN'] = ON) " JON| ~ sTONN|—oloDe] ~ o &
sloDC} a? . _aloDC] a?
“DCNN = ON = = 2. ipop) ~ TONT —@
impértim (1) la (3): ; = .'% = 3|ON|? — 3a% = 28 — 22’ JON|? = a? _;2b2.

23) Prelungim razele duse la virfurile unui triunghi ecuilateral inscris intr-un cerc L(O,r),
pind la intersectia cu cercul care trece prin virfurile unui pitrat circumscris cercului L(O,r).
S se arate c3 punctele astfel obtinute sunt virfurile unui triunghi de aceiagi arie cu hexagonul

inscris in L(O, ).

16



Solutie:

A
P/
¥ joAl =r — | DE| = 2r
3r3y/2
hesagon = — 2‘[ 1)
0
A DEFQ pitrat inscris in cercul de razi R =
¢ =L, =RV/Z=|DE|=PVi=2r=>R=rV2
v oM = R=rV2

J3

o loM]-JoNysin120 _TVE V2 3

o[OMN} = = = —
2 2 2

r’v3 V3

2 7 2

(1) st (2) = o[MNP} = Ohezagon:

s[MNP)=3c[OMN]=3 (2)

24) Si se demonstreze teorema catetei cu ajutorul ariilor.

Solutie:
G
F A
BY 1w c I ABII? = | BC| - | BA'l
Construim pitratele BCED pe ip. i ABFG pe catetd.
Ducem AA'LBC
o|ABFG| = ||AB|?
L o{A'BDH] = |BD| - |BAY = |BC| - | BA'j...

25) Se considerd un A echilateral ‘ABC cu || AB|| = 2a. Aria suprafetei hagurate determinatd
de cercurile L{A, a), L(B,a), L(C,a), L(4,3a) este egald cu aria sectorului de cerc determinat
de arcul mic EF al cercului I{C,a).

Solutie:

17



G o(s1) = o{ABC] — 3o{sect. ADH)

2./ 2
J[ABc}zl_V_3= MZGZ\@

4 4
5 P
E A oisect. ADH] = Em(DH)
— .o
m(DH) = 180'”(DH)“ ﬁ 807 =3
2 2
ojsect. ADH] = % - g- = WTG
7a? 7a?
0‘[51] = az\/g - 3—6— = 02\/§ b T (1)
(3")2 T 2
olss] = ofsect. AEG] — 6[ABC] — ofsect. ECF] — olsect. GBF] = 5 Te 60 — a?y/3—
at 7 a 9a® 7 7a® 7ma® 3ma® 2ra?
e — 120 — - — . = . _gf_ = _ 27 _27¢ - a?
T R I T AR S S AC Rl Sl 2 ERREACINC)
. ., 3ma® 2na® ma® 27a?  7a?
(1) st (2) :>‘7[sl]+0'[52; = 2 —T_T= T: T

26) 83 se arate ci aria "coroanei circulare” cuprinse intre cercurile L(O,r2) 5i L(O, 1) este
egald cu aria unui disc avind diametrul segmentul de tangenti la cercul L{O, r;) cu extremitiiile
pe cercul L(O, ;).

Solutie:

B HAD|? = 73 —r}

/ olL{O,ry)] = nr?

A 1 o{L{O,rs)} = 712
olcoroan circ] = w13 — 712 = n{ri —r?) (1)
oldisc. diam. [|ABJ|] = 7| AD|? = r(r2 r?) (2)

{1); (2) = oldisc] = ocoroani] .

27) Fie {OA], [OB] doui raze L ale unui cerc de centrn O. Pe arcul mic ABF se iau
punctele C' §i D ai. AC=BD si fie E,F proieciiile lui CD pe OB. S5 se arate ci aria

suprafetei ma.rg1mte de [DF), [FE, [EC]] si arcul CD este egala cu aria sectorului determinat
de arcul CD al cercului C(O, OA]).

18



Solutie:

sleDDC
2

G[CDD'C') = 0,e4|CDBD'C') — olseg DBD']

o[CDEF) =

Notim: m(AC) = m(BD) = a = m(CD) = 7 — 2a
7'2 .
Ogect. = 3(11 —sina)

s,JCDBD'C = —;[7.' — 2a — sin{m - 2a)} = q;(n — 20 — sin 2a)

2
o4 ={DBD'] = %(20[ —sin2a)

2 2
o[CDD'C') = o[CDBD'C’} - o{DBD'} = %(ﬂ' —2a—sin2a) = %(2(1 — sin2a) =

2
(7 = 20 — sin20a — 20 + sin2a) = %(1‘( ~ 4a)

o,

%)

. . _elcppey _r? r

= o[DCEF]| = 3 =7 5
2 - 2

oisect COD] = gm(CD) = ?(

(1) si (2) = o{CDEF] = olsect.COD).
|OF} = |OEY

be
2

olptrat] = | DE|? = |0A|* = = = V[ABC]

28) Si se afle aria octogonului regulat inscris intr-un cerc de raza r.

Solutie:
— n
#(AOB) = 7
: V2
risins  r2XS 2 /3
TAOB) = 4 __2 _T V=
7lA0H] 3 2 4
,2
o{ortogon) = 8 - —Z\/—i = 2/2r?

29) S se arate, folosind arii, ca suma distantelor unui punct variabil situat in interiorul

triunghiului echilateral ABC la laturile lui este constant.
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Solutie:

o[ABC] = o[AMB]+ o{AMC} + o[MBC]| =
= ah, = ad3 + ady + ad;, =

dy +d; + d3 = h, (a este latura A echilateral)
_ a\/§)
=)

:d1+d2+d3=%-§(pt‘ ci h,

30) Se considerd un triunghi dat ABC si un punct variabil M e BC |. 54 se arate c3 intre
distantele z = d(M, AB) si y = d(M, AC) existi o relatie de forma kz + ly = 1, unde k si [
sunt constante.

Solutie:

ABC — Adat = a,b, ¢, h sunt constante

ah
BCi = —
olABC] =3 .
C o[{ABC} = o{AMB] + c[AMC] =
ah ¢z by ¢ b .
:7_?+-2—=>cz+by—ab:>Ez+ﬁy—1=>k1+iy—1
c b
dek=—sil=—.
unde k 7 ¥ pry

31)Fie M si N mijloacele laturilor [BC] si [AD] ale patrulaterului convex ABCD si {P} =
AMNBN 5i @ = CNND. Si se arate c4 aria patrulaterulii PMQN este egals cu suma
ariilor triunghiurilor ABP si CDQ.

Solutie:

Ducem AA'1BC; NN'1BC; DD'LBC =

AA | NN || BD .
’ = M N’ linie mijlocie in trapezul AA'D'D =

AN} = | NDJ
= NN = %H_Dﬂ :
s[BCN} = MEM
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o[BAM] + o[MDC] =

o}
+

IBMI AR IMOLIOD] _ iy _ yagcy = 1ECE

~ o{p M)+ oipoc; = LECH (1AXILEDDI) _ 5] NN

= o{BCON
2 5 o{BCN}

o[BON) = o[PMQN) + o[BPM] + c[MQC]
o[BCN]+ o[MDC] = o[BAP] + o[BPM] + o[MQC) + o{C DQ)

= o[PMQN] = ¢|BPA] + 5[CDQ).

31) S& se construiascX un triunghi de aceeasi arie cu un pentagon dat.

Solutie:

Se construiegte intii un patrulater care are aceeasi arie cu pen-
tagonul dat. Ducem prin C a paralels la BD si prelungim |AB|
pind intersecteazé paralela in M.

o{ABCDE} = ¢{ABDE] + o{BCD},

o[BC D] = o[BDM](au virfurile pe o paraleld la baz4).

Deci c{ABCDE] = ¢{AMDE].

Apoi se considerd un triunghi care are aceeasi arie cu patrulaterul AMDE.

E D
% Ducem prin o paraleli la AD, N apartine intersectie cu
M aceeag paraleld
o{AMDE} = ¢[ADE] + 6{ADE} = ¢[ADE}+ o{ADN] =
= o[EDN]

N
32) 83 se construiasci o dreapti care imparte o suprafatd patrulaterd convexi in doud parti

de aceasi arie.
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Solutie:
D fAE| = ||EC]|

m |EF || BD = o{BDF] = o|BDE]
A E o ClABFD}=olABED] )

o[ADE} = ¢{DEC] baze egale si aceeagi inaltime
M/ o|ABE)] = ¢[BEC]

B ¢]ABED] = o|BEDC) (2)

o[{DEF} = o[ BEF] aceeasi baz5'§i virfurile pe drepte paralele la bazi.
o[DCF] # o{DEC)+o|ECF|+ o[ DEF) # o{DEC|+0[ECF}+c|BEF} = #[BEDC] (3)
(1),(2),(8) = ¢[ABFD] = o[DCF)]

33) Intr-un pitrat de laturd 1 se unegte mijlocul fiecarei laturi cu extremititile laturi opuse.
Si se afle aria octogonului interior convex care se formeaza in acest fel.
Solutie:
ADCF = ACBE = CFD=CEB = -
. . = m(CFN)+m(£CB) =90° =
m(CEB) + m{(ECB) =

= m(CNF)=90° = CELDF

CF|=|EB
f — | . |CN| = |MBj
m(MBE) = m{(NCF) } = OADCF = ABME = NF|= ME]
m(NEB) + m(CFN) SoEr
D G (&
| 1 e f Se arat3 la fel ca:
1, N
H ,;;) F |CN|=|NB|=|AQ| = |DP]|
s INFi=|ME| = |NQ|= |PE| { =
/s 1
ZaB\ ICE| = |NB| = |AG| = |DF|
A E B

= |[PN| = |NM|= QM| =|PQ|

= MNPQ romb cu unghi drept = M N P(Q) pétrat.



iDG| = |FB| IGI} = |IF|
DIG=FIB { = ADGI = ADFI = |GC| = |CF| = AGIC = AFIC =
GDI = FBI 1IC| = |IC! com.

= GCI=FCI=I€|AC|

La fel se aratd cd toate virfurile octogonului apartin axelor de simetrie ale pitratului, deci
ortogopnul este regulat.

ICFI= 3, IRF| = §, ICRY = /3 + —2——%
1) =t +1= 2

oMl =1 = = 2
;;MN”—‘/":’_L_L_E’—“? 1

P | =z N 202 =2z
S; I=l\/§
z 1
1 1
Q M . [QMNP]Z%
Sl:? 1 1 1 1 1
_13+42v3-1 1204V _2_ (+ )(3 2v2) _2
T5 T3+2v3 5 3+2v3 5 9-8 6 2‘/_‘“3‘[ 9=
=§(\/§—1).
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34) Diagonala [BD)] a paralelogramului ABCD se imparte prin punctele M, N in 3 seg-

mente. S& se arate c& AMCN este un paralelogram si si se calculeze raportul dintre o AMCN]
si 6lABCD].

Solutie:
D C lOM|l = |INM} = INBJ|
'i(’- {DCI? = AMOC = ANBA = ||MC}{ = || AN}
% Lafel se aratd ca ADAM = ABCN = ||AM|| = |NC||
1 = ] My =
A B

Deci ANC M este paralelogram.

o[AOB) = KOAH-H;?___M

[AOD) = foAaf- §i0D2H sin(r — a)

a{ABCD] = |OA||- |OB}{sina + [|OA]| - |OD} sin a = |OA]j - sim a{||OA + |OD]]) =

= ||OA|l - ||DB} - sina
H BH o[ABCD] o[AMCN]) 1
— JOAll - IMN = = ! ==
GlANCM]| = |lOA]| - {MN|sina = |OA]l - no 3 = [ABCD] 3
35) Se dau punctele A, B, C, D astfel incit ABNCD = {p}. S3 se afle locul geometric al
punctului M astfel ca: c[ABM] = c[CDM)].

Solutie:

Pentru a determindm unghiul a:

. HEM] IMF|
) sina= MP]’ sin ,3— P
sina | EM]

- = =k =sina = ksin(a — a) =
nd ~ |MF (a-e)
= sina = ksinacosa + kcosasina

= ksina-

. a 2t . 1-# 2t
l\otezt:th 'H—tz— 8 m+k1_’_—ﬂ~cosa=>ktzoosa~+2(l—kcosa)-t—

k —1x(k—1)2+2k(1—
—ksina =0= t;,= e \/(k ) (1 ~cosa) deci am stabilit astfel pozigiile
cosa

dreptelor locului geometric.
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siaBan - IABL IME]

2
[CDM] = iCDJ ;L)HMFI!
L iMEY _ iICD)
o{ABM] = c[CDM] = ||AB} - {ME|| = |CD||- |MF)| = MF] = ,‘A—B‘ constant pen-

tru ca A, B, C, D - puncte fixe.

Trebuie deci giisit locul geometric al punctelor M astfel incit raportul distantelor de la acest

punct la doud drepte concurente s fie constant.

”M—E!! = k. Fie M’ incd un punct cu aceeasi proprietate, adici
HMF|
IMEY
M Ff
MEi1AB ME | ME
= ) — —
M'E'LAB ME] = EMF = EM'F'
IME| IM'E'Yj | = AMEF ~ AM'E'F' =
MFiCD NMEE _ M B
' = MF || M'F IMF| (| M F]
MFLCD
= FEM = FEM' = PEF = PEF = ALE1 _ IBF)
\PEN IEE §
dar |EF) _ HEM]
NEF HEMYY|

\PE|| _ I|[EM]
= WPEl  [[E'M'| \ 5 APEM ~ APE'M’' = EPM = E'PM’ = P, M, M’ coliniare =
PEM = PE'M

locul geometric este o dreapta ce trece prin P.
Cind punctele se afld in § C'P B se obtine inci o dreapti ce trece prin P. Deci locul geometric
este format din doud drepte concurente prin P, din care se scoate punctul P, intruncit distantele

de Ia P la ambele drepte sunt 0 si raportul lor este nedeterminat.

Reciproc, daci punctele N si N se afli pe aceeasi dreapts ce trece prin P, raportul
p p P

distantelor lor la dreptele AB si CD este constant.

WEM| _ |PM]
M 24 Ji ~APM'E' = f i
ElM'E'=> APME M'E' = W@A‘ﬁ‘ Ih;ﬁ,ﬁ‘ IEM| _ IFMy
R ~ APM'F = IEMIL iEMm M
MF || M'F' = APMF ~ APM'F' = 1P = [ PM
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IEM|| _ E'MY

IFMy - My

36)Problem3 analogd in cazul AB || CD.

Solutie:
Se aratd la fel ca in problema precedenta ci:

IME| _ IME] k

IMF| = TME T ME] T R

kd .
= iME)| = ——, iar locul geometric al punctelor care se afli la o distantd constanti de o
i k+1

dreaptd dat3 este o paraleld la dreapta respectivi situata intre cele doud paralele.

Daci || AB|| > ||CD|| = d(MAE) < d(MCD).

.. ME ME _ K ME &k _ kd . .
Atuncxdacam—kzm—l_k= 7 ——1_k:ME-—1_k,dec‘seob§me

incd o paraleld la AB.

37) Fie ABC D un patrulater convex. Si se afle locul geometric al punctului z; din interiorul
ABCD astfel incit c[ABM]+ oiCDM] = k, k - o constantid. Pentru ce valori ale lui &k locul

geometric ciutat nu este multimea vida?



GEOMETRIE $I TRIGONOMETRIE

1) Si se géseascd locul geometric al punctelor astfel incit suma distantelor la doui drepte
concurente sa fie constant3, egald cu [.

Solutie:

dy

A\(Nz

Fie d, s5i d; cele doud drepte concurente. Ducem 2 drepte paralele cu d, situate de o parte
si de alta a ei la distanta . Acestea intersecteazd pe d; in D si B care vor fi puncte ale locului
geometric cautat, intruncit suma distantelor d(B,d;) + d(B,d;) = | + 0 verifici condifia din
enunt.

Ducem doud drepte paralele cu d, situate la distanta [ de ea care taie pe d; in A si C care

de asemenea sunt puncte ale locului geometric ciutat. Paralele echidistante determina pe d»

DO} = 08| .
segmente congruente = ia fel deci ABCD este paralelogram.
|AO} = |OC!

In ABOC, |CC = d(C,ds) =1

= ||CC')| = {|{BB'| = ABOC este isoscel
|BB'|} = d(B,d;) =1

= |OC|| = |OB|| = ABCD este dreptunghi. Orice punct M am lua de pe laturile acestui
dreptunghi avem {|Ry,d:[| + ||M. d,|| = I, folosind proprietatea ¢ suma distantelor de la un
punct de pe baza unui triunghi isoscel la laturi este constant §i egal cu iniltimea ce pleacs

dintr-un virf al bazei, adicg I. Deci locul ciutat este dreptunghiul ABCD.
2) 84 se arate ci in orice triunghi ABC avem:
a)bcosC +ccosB=a
b) bcos B+ ccosC = acos(B — C)
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Solutie:

A In AABC : cos B= ”%%:};‘BDH =ccos B
Y 4 In AADC : cos C= “—Dbﬂ = |DC|| = boos C
B A Deda=|BD|+||DCl = ccos B+ bcosC
a b ¢ _ b=msin B
sinA  sinB smC c=msinC

bcos B+ ccosC =msin Beos B+ msinCeosC = —?(25inBcosB+23inCcosC)=
m

= %(sin 2B +5in2C) = - 2sin(B + C) cos(B — C) =Sin—aAsj’n(w ~ A)cos(B - C) =

=acos(B - C).

3) S& se arate c3 intre unghiurile triunghiului ABC avem:

_ 2

a) bcosC —ccos B = i aa

b) 2(bccos A+ accos B + abcos C) = a? + b2 + &2

Solutie:

. @+ a?+ b - ¢
a)cosC= —— o —sicos B = ——
a4+ - A+ -V P -2 —g2 242

beosC —ccos B=5- ab —c- ™ = % =
_W -2 -
- 2a T a

B2 42— g2

b) tot din teorema cosinusului = 2bccos A + 2accos B + 2abcos C = 2be T
P+E-F . B¢ ;
+2ac2 +?ac +2ab> T2ab =P+l -+ Pt —P =t B+ &

4) Folosind teorema cosinusului s3 se arate cii:

4m?2 = 2(8? + ¢*) ~ a® unde m, este lungimea medianei corespunzitoare laturii de lungime a.

Solutie:

2
m2=c2+%—2§ccosB



A 4m§=4c2+a2—4accosB=4c2+az—
2 ¥
_4aca_+_c2___

2ac

=28 +20% — @® = 2(b* 4+ ¢*) — d®

=4 +a® —2a* - 282 + 20 =

2
b

5) S& se arate ca triunghiul ABC in care ate_ ctg g este dreptunghic.

C

b

Solutie:

In teorema sinusului =>a =msinA

a b c .
sinA sinB  sin =m=b=msnB
c=msinC
. A+C A-C
a-{-c_msinA-f-msiuC’_sinA-{—sinC’_zsul 9 cos 2
b msin B - sin B - 95in 2 cos > -
2 2
_(1_5) A-C OOSE A-C A-C
sin(5 — o) cos —5— 5 C08 —5— _cos 3
s;mécosE sinéoosg smE C
2 2 2B 2 2 :cosA— =cos§=>
g o 2 2
€3 B
sin 5
LA-C_B
2 T2
A=B+C 2A = 180° A=90°
A-C

B
——_—§=>A—B=CsauA—C=B: sau =4 sau = sau
A+B=C 2C = 180° C =90°
6) S& se arate ci, daci in trunghiul ABC avem ctg A+ ctg B=2ctg C = a® + b =26

Solutie:

cos A cosB__ cos C
sinAd ' sinB sinC

ctg A+ ctgB=2ctgC =

¥+t —a?
2bc

cos A=



a4+ b

cos B = Snc

a2+ -
osC=—7
a—b—c—-=>'A—as'B-i'.C—£'Al ind obti
sinA_——sinB———sinC—m sin = n —m,sxn —m,mocum obtinem

22 =2(a®+ b0 — ) = 2 = a* 4+ B

7) S& se determine elementele necumoscute ale triunghiului ABC fiind date:
a) A,Bsip
bjat+b=m,As B
c)a,A; b—c=a

Solutie:

. L a b c a+b+e
a) Folosind teorema sinusilor = = =

9 sinA sinB sinC T snAd +sin B +sin(C =
P

" sinA+sinB+sinC

o= 2psin A b 2psin B . 2psinC
T sinA+sinB+sinC’  smA+smB+sinC sinA+snB+sinC

jar C =7 — (A + B)

b) a b a+b _ m —am ‘msin A
sinA  sinB sinA+sinB smA+snB " sinA+sinB
msin B

" sinA+sinB

_asinC _ asin(A+ B) dar -2 - _°©
‘TinAa © " smA sinA  sinC
a b c b c b—c d a

<)

sinA  sinB  sinC’sinB

- = = " = - - =T =
sinB  sinB—sinC sinB-sinC  sinA

. . dsin A
=>simB-sinC = — =

. B-C B+C dsinA
= 2sin cos =

2 2 a
B+C = A B+C A -
B+C—F—A=>T—§—§‘=>COS 5 —smE

Deci:
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2sin siné—éZSin—cosé— mB=C 44
2 T My IR T T E 083

Se rezolvi sistemul, se afli B si C. Apoisea.ﬂz‘ib:a?mAB sic=b—d.
sin

8) Si se arate ci in orice triunghiul ABC avem

gAz B C ozt (v % !
g5 tg 5 = oy (veorema angentelor)
Solutie
a b c a=msin A
snA saB saC b=msinB
. A-B A+B
a—b_msinA-msinB_sinA—sinB_25111 P
a+b_msinA-(»msinB—sinA-}-sinB—QSinA+BCOSA—B-
2 2
. C
_ G A-BTT _ a-B C
cos —
2
s . . . b . B-C
9) In triunghiul ABC se d& A = 60° si ~ = 2+ v/3. S4 se calculeze tg 3
c
BsiC.
Solutie:
Folosind teorema tangentelor
b—c__t B_Ct A
btc ° 2 ®3
R A A V31
J V=30 tg =Y o
Ac6o =>m<2) Weigs ==
b_2+V3 _b-c_2+VB-1_1+48
T bte 2+v3+1 3+V3
B - 1 1 . - B—-C=90°
gB-C_1+V3 4 -1=u(E C)=45°=>
2 3+v3 L \ 2 B+C=120°
V3

si unghiurile

7
2B = 210° = u(B) = 105° = p(C) = 120° — 105° = 15° deci p(C) = Z’—z st u(B) = %
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10) Intr-un patrulater convex ABCD se dau IADj = T(v6 — +/2), |CD|} = 13, || BCl| =

= la C = arccos 32 siD= + arccoe 1o - Se cer celelalte unghiuri ale patrulaterului gi || ABJ).

6.
Solutie:
1 2 2 2 3 T r2 33
D IBD|? =13 -15 —2.13-15cos C =133+ 152 —2.13- 152 =
. 65
1
A =1324+15°-2.13-15- 33f;=132+152—18-11=196=>
= ||BD}} =14
B C
in ABDC avem:
14 15 o~ 15-sinC
_— BDC =="2"""~
sinC' sin BDC = sin ¢ 14
Co \/ 33 \/(65 33)(65+33) _ [25-7 56 .
sin 652 Ve "6

10'5_15 5 _3:5-14-4 12

14 ~14-65 14-5-13 13 . &
— 144 169-144 5

szDC:\/l—@_VLT_E

sin BDC = arccos ;a—
i3

sin BDC =

. e T 5 5 =
smADB—Z ; a..ccos—ﬁ—a.rccosﬁ— T

In AADB = | AB|* = 49(v6 — v2)? + 142 =214 - (/6 — \/i)‘/g =49(6 + 2~ 1/2)+

+196 — 93(v2 — 2) = 98(4 — V/12) - 98(+/12 — 2) + 196 = 98(4 — /12— 12+ 2) + 196 =
= 196(3 — V12) + 196 = 196(4 — 2/3) = 196(+/3 — 1)2,
4B| =14(V3 -1)

in AADB aplicim teorema sinusurilor:

14D} IABI _, (V6 -2 _l4(v3-1) 28(v/3-1)
sinABD  sin% sin ABD V2 V2

2
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7(V1-2) M4(/3-1)

1
SLDABD= = = - =
8(V3-1) 28(+3-1) 2 *
T ® 27x—-2n-37 Ir
Ay=a-_ T 77T _T
#(4) 6 4 12 12
r =
Dy=or— -~ _T_
u{D) =2rx 13 ~ 7~ 2recos g —are
5=> 12
= - SIMa = ——
AT TE 13
cos6=2—§=>sm[3=o—
5 33
Y = —'si i = .= _ 2=
os{a+ B) = cosacos f —sinasin § = T
3
a+ﬁ=7r—arccos5
(D)= 14 7+ cos§—2—+ 35=2+ 35
u 15 arceos = = 15 + arceos 35 = & + arccos

Sau se afli u(DBC) § se aduni cu g_.

11) 83 se calculeze aria AABC atundi cind:
12
a)a=17, B= arcsmigC a.rcsmﬁ
b)b=2A4¢135°,C € 30°
Ada=7b=5c=6
d)2€18°,b=4,c=6

Solutie:

.24 . 24 7
a)B:a.rcsmgﬁsmB:%#cosB:is—

.12 . 12 5
C—a.rcsmﬁ=>smC—-ﬁ=>cosC—l—§

sin A =sinfr — (B+C)]=sin(B+C)=sinBcosC +sinCcos B =

120 120 +84 204
T35, 325

33

e
T

o

1

71335 5

w

12

13

7
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2412 -
5= a?sin Bsin C _ 289 - 3513
2sin A ] %
325

b)b=2,A4¢€135°,C €30° > Be15°

(%

sin A =sin45 =

sinC =

N

sin B = sin

30°_/1,cos30°_,1—é_/2—\/§__i +1 21\
3 2 \N\T2 TV T2 T2 2 _\/ 2 )=

_1fvB 1) vB-1
T2z V2] a2

1 .
3 _ VI _VEWA+Y
1 2

V2
_ PsinAsinC 47'
V3

S= =
2sin B
2

d)Ac18,b=4,c=6
s
p(4) = 750
24 = 36°,34 € 54°
sina = cos(90° — &)
sin 30° = cos 54° = sin 2A = cos3A = 2sin Acos A = cos(4cos* A — 3) =

= 4sin’ A+2sinA—1=0
-2+ -—2+2V5 -1x5
] - 8 T4

—1++/35
4

sinA =
sinA =

intr-uncit m(A) <180 gisin A > 0

12) Cite triunghiuri distincte sub aspectsimetric exista astfe] incit a = 15, ¢ =13, s =24

Solutie:



acsin B 48 16

— M = sinB = o=

24 = sin B T B
_ [T _ [(65—16)(65 —16) _
°°SB"\/ 652“\/ 652 =

T f49-81_7-9 63

652 65 65

7-
b2=13’+15’—2~13-15‘—9=132+152—376=394—378=16,

13-5
b=4
7 '
bz=132+152+2-13-15-13.95=394+378=772=4~193

b=2v193. °
13) S4 sc afle aria AABC, dacs a = V6, A € 60°,b+ c =3+ V3.
Solutie:
a2=b2+c2—-2bccosA=>6=b2+cz—2bc%

6 = (b+c)? — 2bc— be = (b+c)* — 3be

b+c=3+‘/3_}=>(3+\/§) ~3bc=6

9+6/3+3—3be=6=2(1+V3)=bc

b+c=3+v3
¢ 5 2—5r+p=0=>2"—(3+V3)z+2+2/3=0=>
be=2+2V3
. C3+VExya-2/8 3+VBEYWB-D 34 B4(3T)
I12= 2 = 9 - . 9
11=1+\/§
=

=2

Decib=1+v3sic=2saub=2gsic=1+3

3+vV3+6
2p=\/6+1+\/§+2=3+\/§.+2=3+\/§+\/€=>p=__"i;_i-_\i_

§ = \/ple— a)(p— B)(p— o)




14) S4 se afle aria patrulaterului din problema 9.

AD) =7(+/6 -2
A B 4D} = 7(v6 - V2)
lepii=13, |BC| =15
) 5
7(\/6 - \/5) La problema 9 s-a aflat
D 13 C WBD| = 14,||AB] = 14(v3 - 1)

Se afla cu formula lui Heron aria fiecirui triunghi si se adung

o{ABCD) = ¢{ABD} + o[BDC]

15) Dacd S, este aria poligonului reguiat cu n laturi, s3 se calculeze: S3; Sy Se; Ss; S1z; Sao
in functie de R, raza cercului circumscris poligonului.

Solutie: -

2
Sn = %Rz sin Rl formula pentru aria poligonului regulat.
n

n=3=>53=gﬁzsin2?w=3\/§R2 g
n:%ﬁ&:%ﬁﬁn%:Zﬁ

nzﬁ:ngngsin%-= 3\/;—“?2

n=8:Sg=§stin2—;;=2\/§R2

n=12=>s,2=12—2325m§—’2’=3R2

n=20= 50= 22—0stin§—g =1OR2‘/54’1 = g(\/g—mz?

16) S4 se calculeze aria poligonului regulat ABCD ... M fnsscris in cercul de razi R, stiind

L _ 1 1
4B jACl * jADI




Solutie:

5 c m(AB) = 2d = m(AOB) = 24
p InaBoMm
A fs 4
Y . [BM|  [|BM]| = Rsina
smo = TBOI . (8
I1BOli "~ yAB| =2Rsina
2 : INCY .
In ANOC : sin2a = ,’O—C"- = INC|| = Rsin2a = ||AC|| = 2R« 2)
- 1
: . |DP .
In APOD :sin3a = -—— = |DP}| = Rsin3
jopy = 1PFI “
|AD}j = 2Rsin3a . (3)

Inlocuind (1), (2), (3) in relatia dats:
1 1 1 1 1 1

IRsina  2Rsm2a 2Rsn3a  sna smn2e  sinda

1 1 1 1 _sin3cx—sina_25ina-cos2cx=>28. 20 cos 2o =
sin2% sina sin3a sin2a  sina-sin3a | sina-sin3a 1 -
7
=sin3a=>sin4a=sin3a=>sin4a-—sin3a=0=>2singcos—23=0<=»sin§=05au
Ta
Z-9
cos 3
sin = = = = 0 imposibil
{} —_—=
1573 pos
Ta 7 T b -~ 27
COS—é-—O 7—5#0—7§m(1{3)—7
_ m(cerc intreg) _ 27 -7
mAAB “ .
(AB) 7
Deci poligonul are 7 laturi.
7 . 27
57=§R2sm7

17) S se arate ca in orice triunghi ABC avem:

A
ajr=(p-a}tg5;
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A
b) S =(p—a)ts 3;

A B C

c)p-4Rc0550055c055
A. B C
d)p—a—4R0055c,osEcos—2—

e) m2 = R*(sin® A + 4 cos Asin Bsin C)
f) ho =2Rsin Bsin C
Solutie:

A p=bp-¢ A_ /plp—q) A p-b)p—9
a)smE—-V—bc—,cos—Q—_ v ﬂtgg JW

! —c —a)? )
(-t = *P—“\j(p,,(?fpa ) \j(p )((p_g(p ) _

_ . Jpp—a)p—b)(p—c) _9
V- P P

=r

s A , A
b) S =b-ateg=>S=rlp-atey

c) cos — _\/P(P—a) §= ‘p(___p-—b) cosg—_— pp -9 R:@ﬁﬁ»l{:E
2 V ac 2 v ab ’ 45 R S
A abc Plp—alp—-bp—=c ’ﬂ\/f()l"a(?‘b)(?—c)_@
4R°°52°°s con 5 \/ pETTRC S abe G
o5 .
abe
A B C_ abe [plp—af¥(p—b)(p—c) abc p-a
d)4R0055cos—cos——_-—-\/ enh =3 Tan
S=p-a
. a . b . ¢
smA—ﬁ, SmB‘ﬁ’ smC—2R
¥+ —a?
oA o

2 — 2 b
R%(sin® A + 4cos Asin BsinC) = R (4"_4,4%“_ .2 i) -



_ Rza2 +26% +28 - 247 2B+ F)—df

_ 2
4R? - 4 T
ah 28 abe b ¢
f == hy = — = —, —= =si — = st
Y S 3 = h, a’R 15 3E sin B, % inC

b.c_ﬁ be _'Zbcs_é_h
9R 2R 2R . abc  abc a ¢
2.2
48

2Rsin BsinC = 2R -

17) Dacd I este centrul cerculul inscris in triunghiul ABC si se arate ca
! . B . C
JAI} = 4Rsin sy
Solutie:

Aplicim teorema sinusurilor in AABI:

e
A\
N\
>
/
/
/
/
S

jAIY _jIBIY _ ABY
.
sn= sine snBlA
- 2
. A+ B .
n BTA) = 180° — :180°——90°—i—%=90°—1—§

BT - o C*-;’; o _ O_E_. c_E\‘_ S
sin BT A = sin{90° + 3= sin{180° — 90 2) = sin(90 5) = 83

Teorema sinusurilor aplicatd in AABC
HABY C c . B

e = 2R = J|AB}j=2Rsin(C = 4Rs:n§cos—2~sm 5
1

. B,
C =4Rsm~2—sm
COS —

2

2

18) S3 se demonstreze teorema sinusurilor utilizind metoda analiticd

Solutie:

fn AACC’ : sin(180° — A) = % =

= |CC" = bsin A;-cos(180° — A) = bcos A.

Deci coordonatele lui C sunt (—bcos A, bsin A)
Centrul cercului circumscris se afld la intersectia

perpendicularelor duse prin mijlcurile laturilor AB

st AC.

1
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= = - = ct,
MEO mac  tg A ctg A
O-beosA O+bsind beos A bsin A
oot Sigme) o g
bsi b
Ecuatia dreptei EOQ : y—yo=m(A—z0) = y — SISA: ctg Az + OOSA)
{ 2 b 4\?
_ " n(s) ccos _
E=1041=4{z) *\2554 " Zom2
_ [fi_}_f 1 L. becos A _cj.coszA
-V4 4 §in2AT dsin?A T sin® A

L2 cos? A 1
=414 I
; 1 (1 pee: )—{- pe A( + 2bccos A) =

—\/ L (454 Shecos A) = | — T
" V4sin2A <o \/4smA

a a

= tma~ B=5aa

Calculul reficut pentru acelasi desen di:

4
r (bcos A, bsin A)
1
c mac = tgA#mOE——tg—A-
! (OE):2sinA= —2zcos A+ B
E |
{0 . < —ccos A+b\ . _
| o5 524t s oan -
A ¢ B _\/Ei+bz+c2cosA—2bccosA
V4 4sin’ A -
1 a
=] - (c?sin? A + 2 cos? 2 _ 9bccos A) = ———
\/4sin2A (c?sin’ A+ 2cos? A+ b cos A) Son A’

folosind teorema cosinusului.

19) Folosind teorema sinusurilor sd se arate ci intr-un triunghi la latura mai mare se opune

unghiul mai mare.



Solutie:
a b C

sinA  sinB  sinC

2R

Presupunem a > b. 53 demonstrdm ¢z A > B

a b ___>g_sinA A
sinA  sinB b ginB = >1=A4,B,Cc{0,7r)=>sinB>90
a>b=>g>1 sin B
A— ) A+ o
= sinA>sin B = sinA—sinB > 0 = 2sin 2Bcos4-;B>0=> ,23=1802 ¢_
., C
=90 -5
A+ B . ; e L A— A-B
cos B:cos(QOc"c—%):sm;>0decx§1 B>0=> >0= A>B
( 7r<A—B<7r)
2 2 2

20) Si se arate ci in orice triunghi ABC' avem:
o) acosC —bcos B
7 acos B—bcos A

) sin(4~ B)sinC 4’ -V
1+cos(A— B)cosC a2+ b

+cosC =0, a#b

B /.. 3B B B
c) (a+c)cosz+acoskA+T> —2CCOSECOSZ

Solutie:
a)a=2RsinA,b=2Rsin B

2Rsin Acos A— 2Rsin Beos B
2Rsin Acos B — 2Rsin Beos A

sin Acos A —sin Bcos B _
sinAcosB —sin BcosA

+cosC = cosC +

1 1

~sin2A - —sin2B . )
2 2 ,l‘zsm(A"B)COS(A-rB) .
R R mA-B 0T

cos{A + B) + cos C = cos(180° —.C)-‘z-cosC: —cosC +cosC =0

b) Transformam produsul in suma:

cos(A—B—C)—cos{]A—B+C)
2

(B+C=180°-A, A+C=180°-B)

sin{A — B)sinC =

41

.1
= 5[——cos2A+oosZB] =



= ; (1\

J

cos(A— B +C)+cos(A— B+C) -
5 =

_ 2+ cos(180 — 2B) + cos(24 — 180)

B 2

1+cos(A—-B)cosC =1+

(A+B=180°-B, B+ C =180° - A)

s 2—cos2B —cos24  2-1+2sin’ B—1+42sin’4 . 2 a \?
= = = +4 ={ — :
2 5 sin“ A +sin® B (ZR) +
5\ a4
4= = — )
‘(23) iR @
a? — B
—_— 2 _ 32
. 4R _a‘—b
W5 2)=» A = E=
4R?
c)(a+c)cos§+bcos(.4+%)=acos-fi+bcos§+bcos(l4+§4£)=ccos§+

3B 3B
+acos(B——4—} +bcos(A+_—4—)
Considerdm ultimii 2 termeni:
o cos (B— %) +beos (A+ 3:3) = 2Rsin A cos (B— %) +2Rsin Beos (A—

Fin(A+B—g)+sin(A—B+-3£) _ sin<A+B—§€)+sin(A—B+—)\
—2R 4 4/ L 4 4

2 2 }
]

.—.R[sin(A-}—B—%)+sin(A+B+%>+sm<A—B+%’i)+sin(A—B+§>

4
B 3B B 3B
=2Rsin(A+B)cos%—2Rsin(7r—C)cos3T+2Rsinccos—4~:ccossT+ccosT=
B 3B B B B
= — 4 —_— = R = ¢ —_— _
c(cos 7 Foos 7 ) 2ccos 77 cos 3B4 = 2ccos 5 cos2

21) In triunghiul ABC, A € 45°, ||AB]| = a, | AC]| = %ia. S4 se arate ci tg B = 2.

Solutie:
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Aplicim teorema cosinusului in triunghiul ABC:

8 2v3 V2 8a? 4a® 54°
HBCH? = a? + g2 —9q- 2" . 4. X2 = —_
IBCI = a’+ga’~2a- ==-a- - =d'+ o 5 =3

avh
IBCY = =5~

2 2 =
JAC|® = [ABIF + | BOY — 2] ABYI BC] cos B = "o~ = o2 + X % 2 s B
2a2v/5cos B ., 5a?  8a? a? 3 1 NG
= ——— B = 5= — =
2 SR N = cos 5 Vs 755

— = 9/3
sinB:x/l—cossz\/l---;3 _\_/.5

sinB 25 5

cosB~ 5 /3

tg B=

22) Fie A', B, (" puncte de tangenti ale cercului inscris unui triunghi ABC cu laturile

acestuia. S& se arate ci A BCT -
. S& ’ — === 5
! o[ABC] 2R
Solutie:
A HA| =i{IB| = [UCl=r
IC'LAB L
c . = TA'B'C’ patrulater iscriptibil =
! I1A'1BC
m{A'IC") = 180 — B = sin(ATTC") = sin B
B
La fel sin A'TB’ = sinC si sin C'TB' = sin A
o}
Zsin A
oBCT =" S;“
a . a
Soa —2R=>smA-ﬁ
Pz 2q
wri_ 2R _T¢&
c|B'C'I = > =R

1! 7‘2
Analog ¢[A'B'I| = ﬁ(a +b+¢)
o{ABCl=s=rp
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glA'B'CT _ ra+b+c) I _r
sIABC] = 4R tp 2R
23) S& se arate ci in orice triunghi ABC sinA <2
’ ’ 2~ 2V
Solutie:
A A
0<A=><§<§$sm§>‘0 .
sn /1—cosA=>A2A 1—cosA 41 ¥ -a+d
—={/—=2sin* — = ———— -
S L 2bc -
’ ’ Phidia (TRET TS
A= T ke
a2—(b—c)2 2=>. < a
ST 4 S 730k

24) Si se rezolve triunghiul ABC cucunoscindu-i elementele A, B si aria S.
Solugie:

C=n—(A+B)

a%sin BsinC

e Z
2sin A = Seafld a
A, B,C cunoscute
a b . asmB N
sina—m:ﬂ)_ SinA.Lafelsea.ﬁac.

4
25) Sa se rezolve triunghiul ABC cunoscind @ = 13, A = arccos 5 si mediana corespunzitoare

1 7
laturii @, m, = —2—\/15\/§

Solutie:
4 4 [T 3
A—axccos:r)-:cosA—g:smA_ 1—%_.5
. i 2 42 2 4  8be
Teorema cosinusului => a* + b* + ¢ —2bccosA:169=841—2bc5=>T=841-—169#
= bc = 420
b+ 2 =841 b=21 b=20
= sau
be = 420 c=20 c=21
a b N bsin A .
sinA__—sinB:smB_ " se afli B



C =180° ~ (A + B)

21 -

ollw

-8 5= 63
13 "6 arcsia g2

sinB =

4
C =180° — (arccos — + arcsin 3) = 180° — (a.rcsin g + arcsin g)
5 65 5 65
Se calculeaza suma.

S
au 3
202 12 i

o Bo 5 _12 2
sin B = 3 13:>B a.rcsm13

1
C = 180° — | arcsin g + arcsin —2)

[— ‘,—1_3/
3 5 12 4 63 63
sm(a+3)—smacos,3+sm5cosa_3 BTGB 5" géa—kﬁ a.rcs‘ng;

C = 180° — arcsin gg

2
26) 53 se calculeze unghiurile triunghiului ABC stiind cd B — C = —37: s1 R = 8r unde R i

r sunt razele cercurilor circumscrise si inscrise in triunghi.

Solutie:
R=8r=>%=é
COSB—C SB+C

i - r . A . B C 1 A s
Stxmdejaca:E—4amgs‘n§sm§#§—4sm5 ) =
=:>1 2si A( 2 651800 A)ﬁl s'nA<cos7T si A\:>
== — s — — — = =sin— = —sin —

g T\ T gy \*®3 Ty
NP é(l n_>

5= sm2A2 sin >

Not sz’n;-t Avem

1 SN

=2l —t)=1t-2

g (2 )

1=8t—16t2= 16t —8t+1=0=

1
44-1=0=>t=-
4



2]
B
b
-
SIS
i
=

pP bl Al
. A A V15 . V15
smA—251n~2—cos—2———-8—-—:A—arcsm—8—
B-.‘-C='.'1'—ar<:sin——-1—5
9 din acest sistem se afla B si C.
T
B-C=—
3
57 V15
2B=— — 1 ———
B 3 arcsin —
BT LoV
6 2 8

C:B——2—7E=57i— 2r 1

3 6 3 2

oy
ot

.
arcsin V158 = -Té — 5 aresin

o



PROBLEME DIVERSE

1) 84 se determine multimea punctelor din plan ale ciror coordonatele afine z satisfac:
a)lel=L;

b)r < a.rgz§§2£;zaé0;

c)argz>4§, z #0;
dilz+14} <2
Solutie:

allz| =1 -
Izl = z? 4+ y? = | deci multimea ciutatd este cercul Clo)
fzl = VI Y7

)T <argz < 37#
Multimea ciutatd este data de toate punctele cadranului II la care se adaugd semidreapta
|0y, deci toate punctele cu z < 0,y < 0

<)
argz > %,z#ﬂ

4r
= —é— < a.rgz<’27r
arg z € [0, 2n]

i =vV3=20B:y=V3z

Multimea ciutati este multimea punctelor interioare ale unghiuri cu laturile semiaxi pozi-
tiva §i semidreapta |OB.

dlz+i] <2
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z = z + yi imaginea sa geometrica M.

z+i=z+yi+i=z+(y+1)

fz4il= o+ (y+ 172 <22 [OM|[ <222+ (y+1)! <4 [OM{2 <4
unde O'(0,-1).

Deci mul{imea ciutaté este discul de centru Ofg _,) i razd 2.

2) S& se demonstreze ci ridicinile de ordin n ale unitatii sunt egale cu puterile rddécini

particulare g,

Solutie:

2k 2k
51,—cos—7F-1-zsm—7r k=0,1,...,n—1
n n

27

27
g1 = €cOs — -+ i8in —
n n

k
) =ef, E=23,...n—1

:|‘;.9

2r .. 2 27
€y =cos k— +isink— = cos—-rzm
n n
3) Stiind ci numarui complex z verifici ecuatia z% =n, si se arate ci numerele 2, —12 §i iz
verifici aceastd ecuatie.

Aplicagie: S se calculeze (1 — 2i)* si si se deducd ridécinile de ordin 4 ale numarutul
-7+ 24

Solutie:

Fie ecuatia z* = n. Daci 2* = 4 (este 2 solutie) atunci: (—z)* = (-1)*z* =1~ 7 = n deci
s —z este solutie.

(iz)* = i*z* = 1 - n = n = iz este solutie

(~iz)* = (=i)*2* = 1-n = n = deci —iz este solutie

(12 =[(1 -2 =(1-4i+47)2 = (1 —4—4i)? = (-3 +4i)2=9+2i 16 =

= ~7+ 24i = z = 1 — 2i este soluiie a ecuatiei z* = —7 + 244.

Solutiile acestei ecuatii sunt:

= V/=7T+24i, k =0,1,2,3 dar pe baza primei pirti, daci z = 1 — 2i este radicind

atunci —z = -1+ 2,iz = 2 + 1, —iz = ~2 — i sunt solutii ale ecuatiei date.
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4) S4 se arate ci daci numerele paturale m i n sunt prime intre ele, atunci ecuatiile
z" —1=0s 2" — 1 =0 au o singurd ridicina comuni.
Solugie:

2kr 2k
M-1=0=>2z= V1_=>zk=cos?r+isin7nz, k=0,...,m—1

s 2k .. 2w
z"—l=0=>z:{'/f=>zk:cos—ﬂ+zsm—, k=0,...,n—1
n n

Dacd exista k si k' cu z; = zp, atinci

~— — —— = 2pr = mn|k'm — kn = njk’, mik, decarece (m,n)=1. Cum ¥ <n, k<m

avem k' =0, k=0.
Deci rddicina comuna este zg.

3) 83 se rezolve urmitoarea ecuatie binomi: (2 — 3i)z® + 1 + 5 = 0.

Solutie:
(2_3i)26+1+5;=0=>z‘>='21'35':1_,-
-3

T:\/i

3T ® Ir
tgt:—l,té(;,Zw):?t—Zﬂ—-Z=T

T ™

— +2k~7 — + 2k7
2= V2| cos 4 5 + isin ; ; ke0,...,5
6) 53 se rezolve ecuatia:
a)z8—-92248=0 A=8
) =>4y -9y+8=0= etc.

2=y #=1

b) A -2442=0 =141
=2y -2+2=0= etc.
A=y A=1—i
)2 +6(1+)22+5+6i=0
) #4614+ D20+ >y +6(l+ily+546i=0
2=y
=60 +i) & VRIS +)+fluvee
2 = = .
2 2

Y,
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7) S& se rezolve ecuafia:

z=2""1 n &N, unde z este conjugatul lui 2.
Solutie:
z=z+4+iy=> 2z =22+ 42 )
= |zl = |z
Z=z—y=> |z =Vz2+ 32
Cum = 7L = [7| = |21 , , [z=0
| > el = [ = (2 (1) =0 |
i [

Dinjzj=0=> V224 3y2=0=2>22+y’=0=2>2z=0siy=0=>2=0+0s

Din o2 ~ 1= 0= (lz] = D"+ el 5 . £ =02l =1 > 22 4yp = 1

pozitiv
}:}22=x2+y2=1

2k 2k~
Ecuagiadatédeﬁneé-z:z":z"=1:>zk=cos-;l£+isin T

,k=0,1,...,n—1

n

8) Mijloacele laturilor unui patrulater oarecare sunt virfurile unui paralelogram.

Solutie:

A(zl)v 3(22)7 C(z3)> D(Z4)

{z1+ 23 {22+ 23 (%t 24 /24+Zx>
=M= >N< 2 )’P\ AR

Facem suma abscicelor punctelor opuse:

21tz %42y zZt2tzzta

2 2 2
2242z uta _ atantzntz
2 2 7 2

itz zmtzs stz auta
Decd —— 4+ —H—="75"+"3

= MNPQ parelelogram.

9) Fie My Mo M3M, 51 Ny N2 N3N, doud paralelograme si P; mijloacele segmentelor {M;N],
1€ {1,2,3,4}. S& se arate ci P, P, P3P, este un paralelogram sau un paralelogram degenerat.
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Solutie: (sinteticd)

in patrulaterul M;M3N,;N; prin unirea mujloacelor se
obtine paralelogramul O'P;0"P;, ale carui diagonale se
vor intersecta in O, mijlocul lui |0’O"| §i deci

|PO| = 0P| e

n patrulaterul M ,M,N;N, prin unirea mijloacelor la-

turilor se obtine paralelogramul O’ P,O" Py, ale cirui di-
agonale se vor intersecta in O, mijlocul lui {0’0”} deci

si |P,0} = | PO (@)
Din (1) §i (2)= P, P,P; P, paralelogram.

9) Fie funcgia f : C — C, f(z) = az + b;(a,b,c € C,a # 0). Dacd M; si M, sunt de afixe
21 §i 22, far M} si M} sunt de afixe f(z), f(z2) s& se arate ci | MIMp| = |a] - | My M. Averm
EMIM| = [|Mi M) & o] = L.

Solutie:

IM'M|| = |z — /|, deci [[MiM:]| = |z — 2] )

(MM = {f(z)— f(z)l = lazns +b—az — b = flazz—azi| = |as(z2 — )| = Ja] - la — & ] =

= |af - M1 M|
Daci la) = 1 = JMIMy|| = | MMy

Daci  ||[M{M]| = |M: M|

= {MM]| = lal - [ MMy = Ja] = 1
MM = la] - | M, My

10) Aratati cd functia 2 — Z,z € C definegte o izometrie.

Solutie:

z=z4iy,Z=z=1y

Fie M;si M, de afixe z; §i z;. Imaginile Jor prin functia datd sunt M si M} cu afixele z; ¢

Z, decl f(z1) = 21, f(z) = 22

MM = lzoa — &l = |zt ip — 21 —ipal = \/(-"2 —n) ()t 1

IMIMy| = 12 — 2] = /(22 — 212 + (12 — )2 2)

51



Din (1) § (2) = [MiM]| = IM{M)l| sau MM}l =1z — 5| =z — o1 = | —a| =
= [|My M|

Deci f : C - C, f(z) = Z defineste o izometrie pentru ci se pastreazd distanta dintre
puncte.

11) Fie M;, M; de afixe 21,2, # 0 §i 2, = az;. S se arate cid semidreptelr |(OM;, |OM,
coincid (respectiv sunt opuse) & o > O(respectiv o < 0).

Solutie:

Se gtie ci argumentul {az;) = arg z; +arga — 2kr unde k =0 sau k =1. Cum arg2; =
= arg(az;), arg z; == arg z; + arg a — 2kw.

a) Presupunem ci 1OM; = |OM; = argzy = argz; = arg z; = argz; + arga — 2k =
= arga = 2kr, arg € [0,27] = arga =0 = o € |0z (poz.)= a > 0.

Reciproc, @ > 0 => arga = 0 = argz; = argz — 2km => argz = argz; sau argz; =
=argz — 27 = |OM, = |OM,.

! M.
—2n M,

Son

b) Fie |OM, si [OM, opuse => argz; =argz; + 7

= arg z; + 7 = arg z; +arg o — 2kx = arga = 1 = o € semidreptei negative {Oz' = o < 0.
Reciproc, o < 0 => arga = 7 => arg zo = arg z; + 7 — 2km

argz; —argz1 +7%

k=0sauk=1= sau = |OM; si |OM, sunt opuse.

argz; = argzy — ©

52



12) Se considera punctele M;, My, M; de afixe z;, 2, 23 §i M; # M,. Si se arate ci:
a) My e (MM, & 372 o

Z9 — 21
D Mse MM e B 2 cr
29— 2

Solutie:
Dacd n si n' surt imaginile geometrice ale numerelor complexe z si z' atunci imaginea

diferentei z — 2 este construitd pe |OM'| si |M'M]| ca laturi.

a) Presupunem M; € |M; M,

Construim imaginea geometrici a lui z; — 2;. Este al
patrulea virf al paralelogramului OM; M,Q,. Imag-
inea geometricd a lni 23 — 2 este Qs, al patrulea virf

al paralelogramului OM,; M3Q),

OQIHA‘MIAM?
0Q:|| My M; = G, Q2, Qs coliniare =
M; M, M; colin.

001 =10Q: = a—m=a(z—z) = 22 m g BT 4
22— 2y Zy — 2y
Reciproc: presupunem > — 2 > 0= 27 _ k505 z—n=k(zz—2), k>0
27— 23 22—z
0Q: = 1{0Q,
MM, || 0Q; | = |MiM; = |MiM; = M, € [M M,
MiM; || 0Q;

Dacd M; si M, € semidreptei opuse fati de O, atunci z3 — z=olzy—z) cu @ < 0.
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Se repetd raionamentul de la punctul anterior pentru acelasi caz.

Deci cind M; € M, M;, M, + M, se vor pbiine pentru raportul respectiv pozitiv, negativ
23~ 21 c R

sau avind Mz = M;, deci
22— 2

13) Demonstrati teorema lui Pompeiu. Dacd punctul M din planul triunghiului echilateral
M, M;M; ¢ cercului circumscris AM; M, M3 => existd un triunghi avind lungimile laturilor
MMy, || MM, || M M.

Solutie:

Imaginile ridicinilor de ordin 3 ale unitdgi sunt
virfurile unui triunghi echilateral.
e —11}:'\/5 6 = —1-i/3

2 ’ 2
Dar ¢; = ;% deci dac3 notdm ¢; = ¢, atunci &; = e2.
Deci Mi(1), Ma(e), Ma(e?). -
Se folosegte egalitatea:

(z—1)(e?—€e)+(z—e)(l —?) = (2 —€*)(1 — &) adecvatd (V)z € C

Iz = 1) —e) + (z ~ )1 = )| = |(z - "){1 - &)}
Dar {(z — 1)(s? — &) + (s — &)1 = )| < |(2 = 1}(® — &)} + (= — e)(1 — 7))
(e -1 —e) + (z—e)(1 = )] 2z — 1)Ne* — &)l — [-(z ~ &) (1 — &*)]
Deci:

I(z = 1){e* — &) +(z — )1 — %) 2 {z — £*)(1 — ¢}

lz =1 -e)l +l(z—e)A—e 2 |z - [1 — ¢

-1-iV3 , _-1+V8

2 e=iv3=0+iV3= | —el=V3

2 p)
a1+ 3 B L 93
1—g?=-1 =iy == 4+4—~/§
l—em1_—l=B _3 V8
- 2 27 2
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[1—gj= §+%=\/§.

Inlocnind:

lz=1]-V3+iz—e|- V32— V3

lz =1} + |z — &l 2 |2 — €| dar MMl = |z — 1|; | MMy}l = |z — &f; [IMMa]| = |2~ &7,
deci [|MM|| + [|MM|| > MM} deci ||MM, ||, || MM}, | MMs|| pct. si laturile unui A.

Apoi folosim {lz{ — ly|] < |z — y] si se obtine cealaltd inegalitate.
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PROBLEME RECAPITULATIVE

1) S& se afle pozitia celui de al treilea virf al triunghiului echilateral afixele a doua virfuri
ﬁindz1=1,22=2+i
Solutie:
M —-z=1
M2 — 2= 2 + i

Mi—zi=z+y

AM Mo M; echilateral = [|M; M| = || My M| = | MoMsfl = 22— 29| = {25 — 22| = |21 — 23]

=

—2)2 -1 =2 =2
N (x_2)2+(y_1>2:{(z P+ (y—1) é{wy

(i-z)2+y?=2 224+ y? -2z =1

S>y=2-—z

z2+4+zz—4x—21=1=>zl,2'=

:”:b\/§ i:yl: 9
1

sau M3 (

Deci: M; (§+—\/—3- i \/§)

2 2
Exista deci 2 solutii.
2) Fie z1, 22, z3 trei numere complexe, nenule,+doua cite 2 si de module egale. 53 se demon-
streze ci dacd z; + z223,20 + 2371, 22 + 2123 E R = 232925 =1 |

Solutie:

r{cost; + isinty)

r{cost; +isint;) nFntzm>lhiFlFis

1

22

23 = r{costs + isint3)

2y + 2923 € R = sinty +rsinf(ty +13) =0
zp+ 2321 € R=>sinty +rsin(f; +43) =0 =

z3+ 2122 € R = sintz + rsinf{t; +$2) =0

in



sint; (1 —rcost) +rsint-cost; =0
=\ sinty(l —rcost) +rcost-costy =0 tiF #ita
sints(l —rcost) + rsint-costz =0
Aceste egalitdti sunt simultan adevirate numai deci 1 —r-cost = 0 gi 7 - sint = 0, cum

r#0=>sint=0=>t=0=>cost=1=>1—r=0=>r=1ded 72223 = 1-(cos0 +sinf) =1
3) Notdm cu G multimea radicinilor de ordin n ale unitdtii, G = {eg,€1,- -~ ,€n-1}. S& se
demounstreze ca:
a) &g, €G,(V)i,7€40,1,...,n—1}

b) s,—"GG,(V)iG{O,I,...,n—l}

2kn . . 2km
a)e;‘=—+zsm———k€{01 ,n—1}
Deci 217r+ . 2im p
ect £; = cos — isin —= i + 7 C9m(i4 )
= g5 = COS 7l'(z-ib])-i-zsin ﬂ‘z+]),z,]€{0,1,,..,n—l}
2] 2]71' 7 n n
5-—cos——‘—zsm———-

li+j<n—-1=2i+j=k€{0,1,2,-- . n—-1} = ce;=5,€G

2)itj=n=>¢ge;=cos2r+isin2r=1=¢ € G

: 2n{n -1 .. 27(n-
Jitj>n=>i+j=n-m+r, 0<r <n, ge; = cos m(n m+r)+zsm m(n m—{»r):

n n
i 2 2
= cos (Qnm—i—g?:)-}—isin(?rm-i-ﬂ) =cos—:1rr-—rzs*n%=5, €G

211
b} e, =cos—+zsm 2mi
n

1 cos0 +isind 2mi 271 271

E; = =TT g S oS~ +isin{——) =cos{2r — — | +
& T . . 2m n n n

Cos — +1sin —

n

2n(n — i)

= cos 151D = COS - +isin N
n n n n

. 271 2rn =271 . . 27n —2m 27(n —1)
+isin (271’ - —n—> +

i€{0,1,2...,n -1}
Dacii=0=3n—i1=n=>e =G
Dacdi#0=>n—1i<n—1=>h=n-i€{0,1,2...,n—1}

2zh 2rh
:>6"1=oosL+zsm—€G
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4) Fie ecuatia az? + bz +c¢ =0, a,b,c€ Cgiarga+arge =2arghgsi jo| + || = |b. S3

se arate c& ecuatia datd are cel putin o ridicind de modul unitar.

Solutie:
a = r{costy +isint;) arga+arge=2argh=t, +t3 =21,
b:rz(cost2+isintg) st |a|+ic[=]bl3r1 +rz3=r2

c= T3(COSt3 + isint;,)

b+ /B dac

a+bz+c=0=>23=
. 2a

—ra(costy +isinty) + \/r-f(cos 2t; + isin 2t) — 4ryra{cos(t; + t3) + isin(ty + t3))
2ri(costy +isinty)

—ra{cost, +isinty) & \/(cos 2ty + isin 2ty)(ro? — 4ryr3))

2r {costy +isint;)

dar ry4rs =1y = rf = 1240 242 4 0riry = rol —Aryrs = Pt rg? £ 2r ra —4rir =

=(r — 7'3)2

Deci:
—ra(costy + isint,) + {costy + isinty)(ry — r3)
Z -
1.2 2ri{cost; +isinty)
Observam in:

_ (costy +isiny)(—~2r1) = ZJoos

= to—t isin(ty — 1)) = ty —t1)]
z2 2ri(costy + isinly) (t2 — t1) + isin(ts — £3)] = cos[r + (ta — ta)]+

+1 sin[1r +1; — tl] §l |t21 =1.

5) Fie z1, 23, z3 trei numere complexe nenule, a.i. |z} = |z = |23}
a) Sa se demonstreze ci (3) numere complexea gi S al. z; = az,z3 = Bz silal = Bl =1
b) S3 se rezolve ecuatia o + 3 —a-F—a—pF+1 = 0 in raport cu una dinire necunoscute.

¢) Folosind eventual rezultatele de la a} si b) si se demonstrege ci dac 2% + z° +23° =
= 2127 + 2223 + 2123, atunci avem z; = z; = z3 sau numerele 2, z; §i z3 sunt afixele

virfurilor unui A echilateral.
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Selutie:
a) Fie
z; = r{costy +isinty)
27 = r{costy + isinty), r#0
z3 = r{cost3 +isints)
Fie oo = ry(costy +isinty)
B = rs(costs + isints)

23 = az) = r{costy +isinty) = r - refcos(ty +£g) + isin(ty + t4)] =

r=r-rq re=1 laj =1
= = =
ty+1; =t + 2km ty =ty —t; + 2kx ty =1, —; + 2k7

Deci o este determinat.

23 = Bz1 = r{costs + isints) = r - rafcos(t; +45) + isin(ty +15)] =

r=r-rg rs =1 i8l=1
= = =
t1+t5=t3+2k7l' t5=t3—t1+2k7r t5:t3—t1+2k77

Deci 3 este determinat.
Daci se lucreazd cu argumente reduste atunci ty = t; — ) sau t4 = t, — t; + 27, la fel ts.
b)o?+a(-3-1)+p-B+1=0

_BF1E VB +B+I-4F 484 B+1+V3F+6F-3 _ B+1+i(B—1)V3
B 2 h 2 a 2

o012

_B+i(B-1VE  _B-i(B-1)V3

* 2 = 2

) m + 2%+ 23 = 2120 + 2923 + 2123

N

Comform a) (3) numerele compl;exe demodul 1, o §i 8 a.. 2z = az; §i 23 = 82,
Inlocuind in relatia dati obtinem:
2 + 2% + 522 = an’ + afn’ 4 By’ =
2 74 0

= a = 1si § =1 verifici aceasta egalitate, deci in acest caz 2z, = z3 = 2,

=——ﬂ+'('8_1)‘/§,unde,8=z+iycu Bl=1= VaT+y2=1=

}ﬁl—{-az-i-ﬂz—a-ﬁ—a-ﬁzo

Comform pct. b) a3 7
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2+y*=1 1)

g Etwtltilz+iy-DVE _ (z+1-yv3) +ily +2vB-V3)

2 2 =
jef =1
[ L 2 — 2
¢1a|=\J<h12 yﬁ) +<x+z\/g yﬁ) =Velty -z +iyvi=1
Formam sistemul:
=
24yt =1 2+yt=1 z=1-y/3
Ad = = =
24+y'—z—y/3=0 l-z-yV/3=0 ¥(2y - V3) =0

Hl++l—-a—-1-a=0=a=1

Solutia observata initial ne conducela z; = z; = z3

V3 1, 1 V3.

= — =—~—s1dd —— 4+ —
Yy 2=>x 2§xa. 2+21

1 3 V3. 1. i3 ,_a_a(

. . 1
Inlocumd.ld}-z—-— -t —§+2 )—0:

127272
=2 — o1 +v3) +2(1 —V3i) =0
N _ 14V E3/-242vB (1+V3)£3(1+ V)
1,2 = = - 1

4
alzgl—-—g@, |a| = 2 nu indeplinegte conditia ja} =1
~2(1 4+ v31) 1 V3.

_— YT - s =
dar a3 2 s 3 21, lal 1‘
deci
a= L \/ii—oos47r zsu:l47r

T2 Ty 3
8= l-}-—\}—:}-_i—<:osz7£+ sin —

STy TRy TR

< .. . Amw .. 4m\1 .
Dacd z; = r{costy +isint;), atunci fp = oty =71 [cos (t1 + ?) + tsin (t1 + ?)] si

. 2% . 27
atuncits = Bz =r - {oos (t1+ ?) +1sin (tl +—3-)]

2
)

Dacd Mi(1), Ma(t2), Ms(t3) se afii pe.cercul de razi r i argumentele fiind ¢;,t, + 3

4
t + _:;_ = ele sunt virfurile unui triunghi echilateral.
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GEOMETRIE SPAtIALA
1) S& se arate ci daci o dreaptd d nu este continut3 in planul o atunci )« este @ sau
este formatd dintr-un singur punct.
Solutie:

Presupunem cd dJa = J‘;A, B} = d C a, contrazice ipoteza => d[Ya = {A} sau dNa = ©.

2) 54 se arate ci (V)e, (3) cel putin un punct nesituat in o.
Solutie:

Presupunem ci toate punctele al apartine planulu: @ = (2) pentru puncte nesituate in

acelag plan. Fals contrazice, 4.1.3.

3) Existd doud drepte fard punct comun:
Solutie:

Conform A.1.3(3) A, B,C, D nesituate in acelaj plan. Presupunem ci ABNCD = {0} =
AB si CD sunt continute in acelasi plan §i deci A, B, C, D sunt in acelagi plan. Fals, contrazice
ipoteza == ABNCD = @ = (3) drepte fard punct comun.

4) S4 se arate ci fiind datd o dreaptd oarecare d (3) cel putin doud plane care contin
dreapta d.
Solutie: _
(3)A € d (dac3 toate punctele ar € d ar fi negati existenti planului si a spatiului). Fie
a=(dA),(3)B ¢ « (altfel n-ar exista spatiul). Fie 8=(Bd),a+#8 §i ambele contin dreapta d.

5) Se consider dreptele d,d,d” a.i. luate doui cite dous s3 se intersecteze. 5S4 se arate ca

atunci cele 3 drepte au un punct comun sau sunt agezate in acelas plan.

Solutie:
Se aratd ci
d#d #d' #d.
dCa
FiedNd = {A} = a=(d,d)=>
dCa
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dnd' ={B Bed
n { }=>{ = Be€asiBed

B#A dCa
&'Nd' ={C}’ d=d
2 Ced - .
C+#B = FC€agiCed = san
dCa
c# A d=d"

= d” C « deci dreptele sunt agezate ii acelag plan a.

DacidNd' = {A} > A€ d

} > dnd’ = {A}
Cd'Nd={A}= Acd

si cele 3 drepte au un punct comun.

6) Fie A, B, C trei puncte necoliniare §i A un punct situat in planul (ABC). S3 se arate:
a) Punctele D, A, B nu sunt coliniare si nici D, B,C; D,C, A
b) intersectia planelor (DAB), (DBC),{DCA) este format dintr-un singur punct.
Solutie:
D a) D ¢ (ABC)

Presupunem ca D, A, B coliniare = (3)d

aiDed,AcdsiBed

' } 2L, d c (ABC) =
A o A€ (ABC),B € (ABC)
B D € (ABC) - fals

Deci punctele D, A, B nu sunt coliniare.

b) Fie (DAB)((BDC)((DCA) =E.
Cum planele sunt distincte, intersectiile lor sunt:
(DABY(Y(DBC)= DB | = Daci (DAB) = (DBC)

(DAB)N(DCA)= DA { = A,B,C,D coplanare, contrar ipotezei.
(DBCYN(DCA) = DC

Presupunem ¢ ()M € ELM # D =

M e DB BeMD
= =
MeDA AeMD
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= A, B, D sunt coliniare (fals contrar punctuiui a))
Deci multimea E are un singur punct E = {D}.

7) Folosind notatiile ex. 6, se iau punctele E, F, G distinctede A4, B, C,D,ai. E€ AD, F ¢
BD, G € CD. Fie BCNFG = {P}, GENCA = {Q}, EFNAB = {R}. 54 se arate c3
P,Q, R sunt coliniare {T. Desarques).

Solutie:

Am aritat Ia 6 ci daci D & (ABC),
(DAB) # (DBC)
Ar3tdm ci E,F,G nu sunt coliniare. Pre-
supunem contrarul. Atunci
G e EF }-__}{GE(DAB) .
EF Cc (DAB) G € (DBC)
= (DAB) = (DBC)
Avind trei puncte comune D, B i G = fals.
Deci E, F,G nu sunt coliniare §i determind

un plan (EFG)

P e BC = P e (ABC)
PeFG= P e (EFG)
Re AB= Re (ABC)
Re EF = Re (EFG)
Qe CA= Pe(ABC)
Q€ GE = P ¢ (EFG)

P,Q.R € (ABC)(XEFG) >

= P,Q, R sunt coliniare pentru ¢ € dreptei de intersectie a celor 2 plane.

8) Se consideri drepte d i & nesituate in acelag plan §i punctele distincte A,B,C € d
si D,E € &, Cite plane diferite putem duce a.i. fiecare sd contind 3 pct. necolinia;re dintre

punctele date? Geneneralizare.
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Solutie:

/ Planele sunt (A,d'); (B, d"); (C, d').
D
_ Generalizare:

Numirul planelor corespunde cu numirul punctelor de

d pe dreapta d deoarece d' contine doar 2 puncte.

A B o

9) Aritati ci existd o infinitate de plane care contin o dreaptd datd d.

Solutie:
4 Fie dreapta d datd si A un punct oarecare a.i. A ¢ d.
/ Obtinern planul o = (A,d) si fic M ¢ a. Dreapta d' =
y AM, d' ¢ o nu este continuti deci in acelas plan cu d. Pla-
A M ) nurile cdutate sunt cele de forma (Md) , M € 4/, deci o in-

finitate de plane.

10) Se considers punctele A, B, G, D, nesituate intr-un plan.

a)Cite dintre dreptele AB, AC, AD, BC, BD,C'D pot fi intersectate de o dreptd care nu

trece prin A, B, C, D?

b) dar de un plan ce nu trece prin 4, B, C, D?

Solutie:

(V) 3 puncte determini un plan. Fie planul (ABD). in
acest plan alegem P € |AD{si O € AB ai. A€ |BQ|,
atunci dreapta PQ separd punctele A §i D si nu separd
pe A 5i B, deci separd pe P 5i D = PQQN|BD| = R,
unde R € |BDI.

Dreapta PQ intilneste deci 3 dintre dreptele date. S& vedem daci poate intilni mai multe.

E € (ABD) } .

Presupunem ¢ PQNBC = {E} = E € PQ C (ABD) > o
. € B

64



are doua punctele comune cu planul.

B € (ABD)
= = BC C (ABD) = A, B,C, D coplanare - fals.

B¢ BQ

Deci BC(ABD) = {E}
= E=B= B¢ PQ,fals.
BCN{ABD)={B}
La fel se arati ci PQ nu taie AC sau DC, deci o dreaptd intilnegte cel mult trei dintre

dreptele date.

b)
B < ¢ Se considerd punctele E, F,G a.i. E € |BC|,A €

\ IDF|,D € |BG]. Aceste punctele determind

i p planul (EFG) care taie evident dreptele BC, BD

A si BD. FG nu Sfeparé pe A si D s nici pe

F I ) BD = nu separi nici pe A si B = A €

|BR]. Si aritim ci (EFG) intilneste g1 dreptele
G AB,CD,AC. In planul (ABD) consideram tri-
unghiul FDG si dreapta AB.

Cum aceast3 dreapti taie latura |F D] dar nu taie |DG|, trebuie si taie latura |FG| deci
ABNIFG|={R}= Re|FG|C (EFG’) deci ABMYEFG) = {R}. In planul (BC D) dreapta
EG taie |BC| i nu taie |BD|, deci EG taie latura |[CD|, EGN|CD| = {P} = P € EG C
(EFG)= CDN(EFG) = {P}.

R (EFG), R nu separi Asi B }=>Ren!A01=Q
E separda Bsi C

= Q € RE = Q € (EFG) = (EFG)NAC = {@}.

11) Se dau punctele a §i 3, A, B € a. 54 se construiascd un.punct M € o egal depirtat de
A si B, care si € si planului. 8.

Solutie:

Daci M € o

Presupunem problema rezolvati: } > aNB#@=>aNf=4d
Mep : '
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Cum ||M Al = M B|| =M € mediatoarei seg. [AB].
o .B / Deci pentru gasirea lui M se procedeazi astfel:

1) Se cauti dreapta de intersectic a planelor a si 3,d. Dacd o || B problema nu are
solutii.

2) In planul a se construieste mediatoarea d' a segmentului[AB].

3) Se cauti punctul de intersectie al dreptelor d §i d'. Daci d Il & problema nu are solutii.

.12) Sa se determine interseciia a trei plane distincte o, 8, 7.
Solutie:

Daci a8 = @ = aNBNv = @. Dacd a3 = d, intersectia ciutati este d)v, care
poate {i un punct (cele 3 plane sunt concurente), multimea vid (dreapta de intersectie a doud

piane este || cu al treilea) sau dreapta d {cele 3 plane trec prin d, sunt secante).

13) Se dau: planul e, dreptele d;,d; si punctele A, B ¢ alJd; Ud,. Si se afle un punct
M € o ai. dreptele M A, M B si intersrecteze respectiv pe d; si ds.

Solutie:

Pentru determinarca lui M se procedeazi astfel:
1) Se construiegte planul {Ad;) si se cauti dreapta de intersectie cu o1,d;’. Daci a'(/
3), ( A) aici M.
2) Se construieste i)lanul (Bd2) si se cantd dreapta de intersecfie cu a, d,’.
Daci d;’ nu existi, nu existi nic M.
3) Se cautd punctul de intersectie al dreptelor d;’ §i d’. Problama are o singurd solutie,

daci dreptele sunt concurente, o infinitate, daci coincid, si nici una, daci sunt paralele.

14) Se dau planul «, drepta d ¢ a, punctele A, B dalydsiC€a FieMecdg A, B
punctele de interseciie ale dreptelor M A, M B cu planul (daci ele existi).
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S3 se determine punctul M a.i. punctele C, A’, B’ 53 fie coliniare.
Solutie:

A d
Presupunem problema rezolvata.

a) Presupunem intii ci A, B, C sint colinjare. Cum AA’

si BB’ sint drepte concurente, ele determind un plan 3

B
j>§' care intersecteazi pe o dupd dreapia A'B’.
C I

o 4 CuomCe€AB=>Cef.

}éCeaUﬂ:CeA'B’

darC € a

¢i punctele C, A, B' sunt coliniare (V)M € d.

b) Presupunem ci A, B, C nu sunt coliniare.
Observim ci: (AA’, BB') = (3 (plan determinat de 2 drepte concurente).
BUa=dsCed ‘

Pentru determinarea lui M procedam astfel:
1) Determinim planul (ABC)

2) Cautim unpctul de intersectie al acestui plan

)/ cu dreapta d, deci dY(ABC) = {M} este punctul
/ /, ~ A dorit-.
- C
a

Atunci (ABC)Na=d

AM ={A’
e {B'} }:A’Bed’
BM = :
ns= {8} = A’, B’,C’ sunt coliniare.
Ce{A
43 = Ced
C€a

15) Dacs punctele A si B unui semispatiu deschis o, atunci [AB]} C o. Proprietatea este

aderent3 gi dentru un semispatiu inchis.
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Solutie:

2 A€osiBeo=[ABNa# Q.
P Fieo = |aA = |aB.
A Fie M € |ABj i trebuie ariitat ¢ M € o(V)M in interi-
orul segmentului.
Presupunem contrarini cA M ¢ o = ()P ai. [AMINd =
a ={P}= Pc{AM]= P € [AB] = [AB](\a # @ fals.

P € a, deci M € 0. Proprietatea se béstrea.zé §i in cazul semispatiului inchis. Fati de cazul
anterior mai poate apirea cazul in care unul din punctele A si B ¢ o, sau cind amindoud

apartin lul a.

B Daci A€ o,B€o,|ABINa # @ si se arati ca mai sus

¥

&
IABiC o
A€a = [AB]Cola
Beo
.Da,céA,B€a=>ABCa=> [AB]Ca=[AB] C aljo.
16) Dacé punctul A nu este situat in planul a §i B € a atunci |BA C laA.

Solutie:

Fie M ¢ |BA= B¢ [MA] = [MAlNa=0
=>Mc lad '
Deci |BA C loA

17) S& se arate ci intersectia unei drepte d cu un semispatiu este fie dreapta d, fie o
semidreaptd, fie multimea vida.
Solutie:

Fie a un plan §i 03,0, cele 2 semispatii pe care le detertmini. Considerim semispatiul o;.
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da=0
1) dNioy =0

AEU[

2YdNoy £ 2, fle AedNoL =
Aed

FieM e d= [AM]Cd [AMINa =0
=
dNa=0 A€o

}=>M€01, MMed=>dCo,=>

=doy=d

3ydNa# @ =>dNa={P}=> P determina pe d doud semidrepte, {PA si [PB unde

P e |AB| . . RN
= |AB{Na # @ = A si B sunt in semispatii diferite.
Pca
A€
Presupunem i } 73 |PACleA=>|PAC o, = o1Nd={PA.
Pca

18) Aritati ci dacd un plan o si frontiera unui semispatiu o sunt plane secante, atunci

intersectia o () o este un semiplan.

Solutie:
] Fie ¢ un semispatin deschis i p frontiera sa g fie d =
aNB. :
Alegem punctele A §i B € a — d; de o parte si de alta a
dreptei d =
4 i
=[AB|NB#£ 0 . .
@ P LABING # = [ABINB#©
i dc B
gl
A ! = A, B sunt de o parte gi de alta a lui 3, adicd numai
/ una din ele se afld in 0.

Presupunem A € 0 = B € o. Demonstrim acum af}o = |[dA

1) afio C {[dA
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Fie M € >Mca Mc .
aflo =] «a 4 ~ MBINB %2
A€o, B#£c
[MBINd # @ = M i B sunt de o parte si de alta a dreptei d = M este de aceiag parte 2
dreptei d cu A = M € |dA

aNB=d ﬁLMA}ﬂB:@éMGL@A:}

S McldA= MANd=0
Meco
‘MEQ

[MAjCa
= M ¢ oo deci |dA C af)o.
19) Intersectia unui plan & cu un semispatiu este fie planul a, fie un semiplan, fie multimea
vida.
Solutie:
Fie o semispatiul considerat §i 3 frontiera sa. Sint posibile mai multe cazuri:
1) a8 = @, in acest caz se poate ca:
a)ale=0
A€o

bjaCo#@=>(I)Ac aNo =
A€o

FieMeca={MA Ca IMAInBg=0
= >Meco(VWMcazaCo=zale=a
aNB=0 A€o

2) aNB # @ = aNB = d = @\ o este un semiplan comform problemei anterioare 4.

20) Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare i a un plan care nu trece prin unui din punctele
date, dar trece printr-un punct al dreptei |AB|. Dintre segmentele |AB}, |AC|,{AD\,|BC|, |BD|,

!CD|. Cite pot fi intersectate de planul a?

Solutie:

Intersectia a doud plane este o dreaptd, iar dreapta taie doar doua laturi ale unui triunghiuri:

Sint posibile mai multe cazuri:
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p 1) dtaie AB|si |BC|

d’ taie |AB!| si |[AD/|, o taie pe {AD} are deci un punct
cu (ADC) si fie (ADCYNa =d"

d" taie |ADj si nu taie |[AC| = ¢" taie |DC|

a taie |DC| si |BC| = nu taie |BD]. in acest caz a

taie 4 din cele 6 sedmente (cele subliniate).

C

2) d taie |AB| si |AC], nu taie |BD|
&' taie |AB| §i |AD}, nu taie {BD|
d" taie |AD| si [AC, nu taie |DC]

= o nu intersecteazi planul (BDC). In acest caz o intersecteazs numai 3 din cele 6

segruente.

3) d taie |AB] si |BC|, nu taie |AC}

& taie [AB| si |BD{, nu tale {DC]|
o intersecteaza {BD) si |BC|, deci nu taie |DC|
fn ABDC = o nu intersecteazi planul (ADC)

In acest caz a intersecteazs numai trei segmente.

4) d taie |AB| §i |AC|, nu taie | BC|
d' taie |AB]| si {BD|, nu taie |AD|
d” taie |AC| 51 |1 DC]

in triunghial BDC a nu taie| BC|. Deci a intersecteazi 4 sau 3 segmente.

21} Fie d o dreaptd si a,3 doud plane a.i. dNB = @ si B = @. 54 se arate c& dacd
A€edsi B€a,atuncid C |3A st a’C {BB. ’

Solutie:
dnNg=2
ieMed d
FieM ¢ - [AM] C s AMINB =2
Aed dNf=0



> Mc|BA, (V)M ed=dC |fA

FieNGa} [NB]C a
=

Beca aNf=0
VA

22) Fie laA si | 8B doui semispatii 2.i. « # B i jad C |8B sau [aA|BB = @. Si se arate
cdaB=0.

} ==[NBjNf=¢

Solutie:
1) Presupunem intli ¢t o # 8 si |aA C |3B

Cum A € jed ) .

i => A€ |fB=|fB= 84

jaA C |8B

Atunci ipoteza se mai poate scrie a # 3 si [ad C |BA. S arsitim ci oNB = ©. Prin
reducere la absurd presupunem ci afB#£Q= (Nd=aNPsifieOcd, deciOcasiOcs.
Ducem prin A §i O un plan r §i a.i. d € r, deci cele trei plane a, 8 si r si nu treaci prin aceastd

dreapti. Intrucit r are punctul O comun g cu a si cu §, va intersecta aceste plane.

rla=4
= 8N &’ = O care este un punct comun
rNB8=4¢ J

celor 3 piane. Dreptele & i §' determing 4 unghiuri in
planul r avind O ca virf comun, A € int. unuia dintre
ele, fie A € int. k. Congiderim C € int. hk.

Atunci C este de acelagi parte cu A fati de &, deci C
este de aceiagi parte cu A fatd de a = C € |aA.

Dar C este de partea opusd lui A fati de §, deci C este
de partea opusd lui A fatd de 8 = C ¢ |BA. Deci
|aA ¢ |BA - fals - contrazice ipoteza = DeciaN g = .

23) S4 se arate ci intersectia unui unghi diedru cu un plan a poate fi: un unghi drept,

reuniunea a doud drepte, o dreapt3, multimea vidi sau un semiplan inchis si nu poate fi nici o

72



multime de alt tip.

Solutie:

Fie d muchia unghiului diedru dat. Pozitia unei drepted fatd de un plan se pot distinge

urmitoareie situatii:

1y dna={0}

T dna={0}=

Oed Oe€y YNa=d
= = =
O€a 0epg BNa=d"

Semidreapta cu originea in O, deci @ C By = d'd" dec

un unghi.
¥ alaNB #0=>aNB=4d .
" =d | d
aNy #Q=aNy ="

’W intr-adevir, daci am presupune ci & Nd" # 2 = ()0 €

c d’ﬂd"

oep

Oed ed ..

= =>4 0ey = = 0 € d «a, fals - contrazice ipoteza.
Ocd o Oca

= \8' = —
b) anﬂl sau af @ = in acest caz a3y’ = d” - o dreapti.
aY =0

afNf =0 —
c) ns atunci a3y =@
aNY =€
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f dNa=ddar a # B, a# v
/ aﬂﬁ”;’ = d deci intersectia este o dreapti.

b)a=8saua=1.
Atunci intersectia este un semiplan inchis.
24) Fie d muchia unui diedru propriu @/, A€ o —d, B€ #' —dsi P ¢ int. &
Sa se arate ci:
1) (Pd)() int.&f = |dP.
2) Daci M € d, int. AMB= int.o/8' (\(ABM).
Solutie:
1) int. & = JaBN}BA

Pcinto/§ = PcaB
PepA

a(Pd) = d 2 (Pd)(\(aB) este semiplan P ¢ JaB

= (Pd)NlaB =dP (*)

(Pd)\1B = d = (Pd)()|3A este semiplan

} = (PANiBA=|dP (%)
Pe|sA
Din (*) 5i (**) = (Pd)N|aBN|BA = |dP = (Pd)( int. @B = |dP

2) (ABM)(\a = AM deci sint plane secante lg (AMB)NBA=|MB A
(AMB)(int. 75 = (AMB)|aBNIBA = [(AMB) ) BIN[(AMB)(\ |84] —
= |MBIANIMA,B = int. AMB.

25) Se considerd notatiile din problema precedenti. Si se arate ci:
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1) punctele A si B sint de o parte i de alta a planului {Pd);
2) segmentul |AB] si semiplanul |dP au un punct comun.
Solutie:
Med = MedP

} = (AMB)N(dP)=d' s Mcd
M € (ABM)

#c@p) | _ lePne= mMQ | MQ C {dP C int.&B' -
dNd=M unde Q & |dP IMQ c d C (AMB)

IMQ c |[AB| = {R}
IMQ c |dP

= |MQ C int.(/B") (\ABM) = |MQ C int. AMB =

= |dP(}AB] = {R} §i cum |dP C (dP) avem (dP)N|AB| = {R}

= punctele A si B sint de o parte i de alta a lui {dP)

26} Daci abe este un unghi triedru, P € int. abe ¢t A, B,C sint puncte pe muchiile a,b,c

diferite de O, atunci semidreapta |OP si int. ABC au un punct comun.

Solutie:

Fie semidreptele o/ = |0A; B, 8 = |0A:C, ' = |0AP.
P fiind interior triedrului este interiorul diedrului format

din oricare simiplane ce trece prin O ale triedrului, deci

Pc intaf
Bedo = |BCINY = {Q}
Cexy
Deci P € |[OA P . . . .
= P § Q se afli in acelag semiplan det. OA = P i @ sint de
Q € IOA)_P = ’)’,
aceiasi parte a lui OA (1),

P € int abe = P € |OAC, A= P si A sunt de aceias parte parte a lui (OBC)}Y' = P si
A sint de aceiag parte a lui OQ (2).

Din (1)si (2) = P € int. A0Q T 2V |4Q|N|0P = {R} = R € |AQ|, |AQ| C int. ABC
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= R € int.ABC = |OP int.ABC = {R}.

27) Si se arate cd orice intersectie de multimi convexe este multine convexa.

Solutie:
Fie M §i M’ doud mulfimi convexe 5i M [ M intersectia lor. Fie
SPRQEMNM P£Q=>PeMNQeM MM eqes 1PQIC M
PeMNQeM PRIC M

= |PQ| C MM’ deci intersectia este conexi.

28) Si se arate ci urmitoarele multimi sint convexe planele, semiplanele, orice semispatiu

inchis sau deschis §i interioru! unui unghi diedru.

Solutie:

a} Fie PLQ € o5 P # Q = |PQ = PQ (dreapta este
o

P/Q/ mul{ime convexa).
PQ C a, deci |PQ} C o deci planul este multime con-

vexa.

b) Semiplanele: Fie S = |dA 5i P,Q € § = |PQiNd = ¢. Fie M € |PQ| = |PM| C
POl = |PMi{Nd =2 = P gi M sint in acelas semiplan = M € 5. Deci |PQ| C S i S este

o multime convexa.
Fie S’ = [dA. Sint trei cazuri:
1) P,Q € |dA tratat anterior:
N PQed={PRQICcdcCS,

3) Ped,Q¢d=|PQ|C|dQ = |PQ| C |dA C [dA deci [dA este multirme convexi.

M
-\Q
A

\t
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¢) Semispatiile: Fie o = jaA sifie P, Q € 0 = [PQINa=C.
Fie M € |[PQ|= |PM| C |PQ|= [PM|Na=¢Q

e

Fie ¢’ = [aA. Sint trei cazuri:

1) P,Q €jad tratat anterior;
QyPQca=|PRQCacCd,;
W Pe€E,Qda

P,Qed' = [PQ]C o = |PQ C | si deci o’ este multime convexa.

d; interiorul unui unghi diedru:

int. o’ = |@A|BB s cum fiecare semispatiu este

multime convex3 gi intersectia lor este multimea con-

~
- Vexa. '

29) Poate fi un unghi diedru o multime convexa?

Solutie:

Nu. Unghinl diedru nu este o multime convex3, intrucit daci ludm ca in desenul anterior

AcffsiBed.

(V)P € int.o0f, |[dP|AB| # @

= (3)M € [AB|aiM € int.&f

}:!ABI ¢ &B. Numai in cazul unghiului nul sau plat,
Mgd . Mgg

cind unghiul diedru se tramsform3 ir. plan sau semiplan inchis, este multime convexa.
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30) Care din urmétoarele multimi sint convexe:

a) un unghi triedru;
b) interiorul siu;
¢) reuniunea fetelor sale;

d) reuniunea interiorului cu toate fetele sale?

Solutie:

a) Nu. Unghiul triedrle nu este mulfimea convexa,
intrucit, daci ludm A € a si Q € int.be determinat de
P ¢ intabe, ()R ai 0PN int.ABC = {R},R €
|AQi, R ¢ abe

Deci A,Q € abe, dar |AQ| & abe

B=(0CA), v = (OAB) este mulfime convexi ca intersectie de multimi convexe.
c} Este aceiag multime cz la a) si nu este convexi.
d) Multimea respectivi este [@AN[FBN[YC, intersectie de multimi convexe si deci este

convexa.

31) Fie o un semispatiu deschis limitat de planul o si M o multime convexi inchiss in
planul . S3 se arate cd multimea M (o este convexi.
Solutie:
Fieoc=|aAsi M Ca. Fie P,Q € Mo
Apar cazurile:
a) PLQeoc=|PQiCoCoC M;
b) PQe M= |PQIC M CoNM;
COPEMQETEE® PO CcoCconNM.

32) 83 se arate ci intersectia sferei S(O,r) cu un plan ce trece prin O, este un cerc.
Solutie:
S(0,r) = {M e S/ |oM} =r}.

S(0,r)Na={M ¢ S/MG S0, r ) NMaN|IOMl=r}={M ¢ Q/HOMH =r}=
=C(0,r)
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33) Demostrati c3 int.S{0O, r) este o multime convex.

Solutie:

Fie P,Q € int.S(0,r) = ||OP|| C r, |OQ} C .
in plenul (OPQ), fie M € (PQ)
= [lOM| < [OP} <~
sau = ”O.M” <r
oMY < foQfl <~

= M ¢ S(0,r)(¥)M C |PQ| = |PQ| C 5(0,r)

34) S& se arate ca unind mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru se obgin drepte
cuncurente.

Solutie:
Fie: Pmijlocul lui|AB

R mijlocul lui |BC|

Q mijlocul lui {DC|

S mijlocul lui |AD]

T mijlocul lui {BD|

U mijlocul lui [AC|
C - jl4c)
In triunghiul ABC : |RP| L.m. |PR|j = = PR AC.
SR - : 14cy.
In triunghiul DAC : |SQ| L.m. }|SQ|| = — SQ | AC.
= [[PR|| = ||SQIl, PR || 5Q = PRSQ paralelogram = IPQ| si |SR| se intersecteaz in
mijlocul lor O.

IAB|!
2 ?

_— 4B
1T = >

HOR|| = ST} = jUR]|
=

= STRU - paralelogram.
ST || AB UR|| AB - ST|HUR

= [TU/ trece prin mijlocal O al lui |SR|.
Deci cele trei drepte PR, SR, TU sint concurente in 0.
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33) S& se arate ci dreptele care unesc virfurile unui tetraedru cu centrele de greutate ale

fetelor opuse sint concurente in acelasi punct ca cele trei drepte din exemplul precedent.
Solutie:

Fie tetraedrul ABCD §i F mijlocul lui |C D). Centrul
de greutate G al fetei AC D se afli pe |{AE| la o treime
de bazd. Centru de greutate G’ al fetei BCD se afld

pe {BE] la o tremie de bazi [{CD|.
Desprindem separat AAEB. Fie F mijlocul lui AB,

E
G . deci EF este mediand in acest triunghi iar in prob-
o lema precedent3 a fost unul din cele 3 segmentele con-
4 F B curente intr-un punct situat la mijlocul fiecareia.
Fie O mijlocul lui |EF:. Notam AONEB ={G'} s
BGNREA={G}.
|AF|=|FBi= |FH{m. in ABG' = |BH| = |HG" €8]

Din OG || FH
" ' = |0Clm. in AEFH = [EG\=GH  (2)
|EO| = |OF! :

Din (1) §i (2) = |EG{=iG'H|= |HB{ = % = % = G’ este este tocmai centru de
greutate al fetei BCD, intrucit este situat pe mediana [EBj la o treime de E. La fel se arata
c3 G este tocmai centrul de greutate al fetei ACD. S-a artat deci ci BG si AG’ trec prin
punctul O al problemei precedente.

Alegind fetele ACD si ACB si noténd cu G” centrul de greutate al fetei ACB, se aratd la
fel c& BG i DG trec prin mijlocul segmentului {MN| ({AM| = |MC|,|BN| = |NDJ; deci tot

prin punctul O etc.

36) Fie ABC D un tetraedru. Se consider unghiurile triedre care au ca muchii {AB, [AE,
IAD, [BA, [BC, [BD, [CA, [CB, [CD, [DA, |DB, [DC. Si se arate ci interseciia inte-
ricarelor acestor 4 unghiuri triedre coincide cu interiorul tetraedrului {[ABC D).
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Solutie:

e Not&m planele (ABC) = a, (ADC) = 8, (BDC) = v,
[4
(ABO) = 6.
B Fie M intersectia interioarelor celor 4 unghiuri treidre.
d C .

Ardtam cd:
M = mt.JABC D}, prin dubli incluziune
1) P € M = P € int. abe () int. afd ) int. dec () int. bfc = P € laDN|YCNBBsi P €

ISANIYCNBB= PclaDsiPc|BBsiPe|yCsi Pc|6C = PclaDNBBANCNIA=
P € int. [ABCD). Deci M € [ABCD}.

2) Urmdrind rationamentul invers se aratd ¢ [ABCD] C M de unde egalitatea.

37) S& se arate ci (V)M € int.]JABCD)] (3) P € |AB|si Q € [CD| a.i. M € }|PQ.

Solutie:

M €int.JABCD} = ()N €int. ABC 2. i.
M € |DN|, N €int. ABC = (3)P € |AB} ai. n € |CP.
(ADBY(\(DPC) = DP

Din N € |CP|si M € [DN} E% int. DPC =

= M ¢ int.DPC = (3)Q € |DC] 2. |PQ).

Deci s-a ardtat c& (3)P € |AB| st Q € |DC| ai. M € [PQ|.

38) Interiorul tetraedrului [ABC D] coincide cu reuniune segmentelor {PQ| cu P € {AB|
si Q@ € |CD), iar tetraedrul {ABC D] este egal cu reuniunea segmentelor Inchise [P@Q}, cind
PelAB}siQ € [CD).

Solutie:

Fie M reuniunea segmantelor deschise |PQ)|. Trebuie si aritim ci: int.[]ABCD] = M prin
dubld incluziune.

1) Fie M €int.{ABCD] = (3)P € {(ABsi Q € |CD{ai. M € {PQ| = M ¢ M si deci
int.JABCD] C M. '
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2)Fie M € M= (3)P € |AB|5i Q € |[CD}a i. M € |PQ]. Punctele D, C si P determin3
planul (PDC) si (PDCY(ACB) = PC, (PUC) 1 (ADB) = PD.

Intrucit (3)Q € |CD| ai. M € |PQl = M € [PCD] = (R € [PC|ai. M € |DR|
Daci P € |AB|si R € |[PC| = R cint.ACB ai. M € |DR| = M cint.[ABCD] =
M Cint.{ABCD].

Lucrind cu segmantele inchise se obtine ci (3)R € [ACB] a.i. M ¢ [DR) obtinindu-se
tetraedrul [ABC D).

39) Tetraedrul este o multime convexi.
‘Solutie:
D
Fie M € [ABCD] = (3)P € [ABC] ai. M € [DP).
Fie N € [ABCD] = (3)Q € [ABC] ai. N € {DQ)].

- Dreptele concurente DM si DN determini unghiui
DMN

Suprafata triunghiului DPQ este o multime convexi
M € [DPQ]
=
N € [DPQ]
Fie O € [MN|= O € [DPQ] = ()R € [PQ} a.i. O € [DR]. Dar {PQ] C [ABC] deoarece
P € [ABCINQ € [ABC] si suprafata triunghiului este convexs. Deci (3)R € [{ABC] ai.
O € [DR] = 0 € [ABCD),(Y)O € [MN| = [MN| C [ABCb] gl tetraedrul este o mulgime

convexa.

} = |[MN| c [DPQ].

Observatie: Tetraedrul mai poate fi privit si ca intersectia a patru semispatii inchise care

sint multimi convexe.

40) Fie M, §i M, multimi convexe. 53 se arate ci reunind segmentele [PQ], pentru care
P e M, §i Q € M, se obtine o multime convexa.

Solutie:

Fie M reuniunea segmentelor [PQ] cu P € M, si Q € M.

Fiez,z’ e M= ()P e M; 51 Q € My al z € [PQ);

82



(@)P € My 5iQ € Mai. 2 € [PQY.
Din P, P’ € M; = [PP'} € M, care este mul{ime convexa.
Din Q, Q' € M, = [QQ'] € M; care este multime convexi.

Reuniunea tuturor segmentelor [MN] cu M € [PP’] 5i N € [QQ] este tetraedrul [PP'QQ’] C
C M, intrucat M € M; si M € M,.

Dar tetraedrul [PP'Q’Q] este o multime convex3, deci din z,2' € [PP'Q'Q] = |zz'i C
[PPQQle M.

Deci din z, 2’ € M = |z2'| C M, deci multimea M este convexa.

41) S& se arate c3 interiorul unui tetraedru coincide cu intersectia semispatiilor deschise
determinate de planele fetelor si virful opus respectiv. Caracterizafi tetraedrul ca o intersectie

de semispatii.

Solutie:
olutie »

Interiorul tetraedrului coincide cu reuniunea segmer-
telor |PQ|,P € {AB|§i Q € |CD|, adica

int. [ABCD] = {{PQ|\ P € |AB|,Q € |CD{}.
S& ardtdm ca:
int.JABCD} = [(ABC),DN{ABD),CN|(ADC), BN
NIDBC), A.

1) Fie M €int.][ABCD] = P € |{AB| s Q € |DC| a.i. M € |PQ|.

, P |(BDC), A
Din P € |AB| = B ¢ |AP| = |AP|(BDC) = @ = , =
P e (BDC)

= |PQ| C {BDC),A; M € |PQ|= M € |(BDC), A 1

Din P € |[AB| = A ¢ |PB| = |PB|(\(ADC) = @ = P € |(ADC), B; Q € (ADC) =

= |PQ| C |(ADC), B = M € [(ADC), B @)
. : Q € |(ABD),C }
Qe[DC]=>D¢[QC’|=>}QC}ﬂ(ABD)=®=> =
P € (ABD)
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= |PQ| C |(ABD),C = M € {(ABD),C (3)
Q € |(ABC),D }
= . =
P e (ABC)
= |PQ} C {ABC),D = M € |(ABC),D {4)

QelDCi=C ¢{DQ|= iDQIN(ABC)=¢

Din (1),(2),(3),(4) = M € {(BDC), AN|(ADC), BN |(ABD),CNi(ABC), D
dect: int.{[ABCD] € {(BDC), AN(ADC), BN{(ABD),C N|(ABC), D.

2) Fie M€{(BDC), ANVi(ADC); BN |(ABD),CN[(ABC), D= M ¢ {(BDC), AN |{ADC),
BN(ABD),C = M ¢ int. abc = |[DM)() int. ABC = {N}. Dack presupunem N € |DM| =
IDMIN(ABC) # @ = M si D sint in semispasii diferite fati de (ABC) = M ¢ (ABC), D,
fals (contrazice ipoteza). R

Deci M € {DN|,(I)N € int.ABC ai. M € |DN| = M ¢ int. [ABCD] s incluziunea a
doua este dovedita.

In cazul tetraedrului: [ABCD] = {{PQ}\ P € {AB] s Q € [CD}} -

Dacid P = A,Q € [CD},[PQ)] descrie fata [ADC]

P = B,Q € [CD],{PQ! descrie fata [BDC]
@ = C, P € [AB],[PQ)] descrie fai3 [ABC].

Wy

Intrucit suprafetele triunghiulare sint multimi convexe si odati cu dous puncte ale lor P, Q

segmentul [PQ] este inclus in suprafata respectivi.

Deci ia egalitatea din cazul anterior adiugind si aceste cazuri obtinem:

[ABCD] = [(BCD), AN[(AC D), BN{(4BD),C N{(ABC), D.



DREPTE SI PLANE

1)Fie d,d’ doud drepte parelele. Dacd dreapta d este paraleld cu un plan o, s3 se arate ci

d||asaud Ca.

Solutie: d
FieA€a
& dla =>d'Ca
d' i d =djlasaud Ca
d|d
N # dl H d”
dﬂ H d

2) Se consideri o dreaptd d, paraleld cu planele a si 3, care se intersecteazd dupi dreapta

a. Ardtatici d |} a.

Solutie
i FieAca=AcaNA€ B Ducemprin 4, d' || d.
B
dl «
A€ a, =d Ca
dl“d d’CaCB d’:a
p = . = =>ald
8 a =a did
AEp, i =dcps na I
&ild

3) Printr-o dreapt3 datid d ducéti un plan paralel cu o alti dreaptd datd 4. Discutafi
numarul solutiilor.

Solutie: &
a) Daci d |/ & solutia este unici i se obtine asfel:

w Fie A € d. in planul (4,4d") ducem d” || &’. Dreptele
concurente d si d” determind planul a. Cum d’' |j &’ =
d |f &, in cazul dreptelor necoplanare.
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b} daci d || &, (3) o infinitate de solutii. Orice plan care trece
prin d este paralel cu &, cu ecxeptia planului (d, d').
¢) d |fd, dar siut coplanare { A) solutii.

4) 54 se determine reuniunea dreptelor care intersecteazi o dreapts dats d si sint paralele
cu o altd dreaptd dati d&'(d |} d').

Solutie:

B
/
planul o.

FieyCea, 7| d' = yNd= B, deci (V) paraleli la & din o intersecteazi pe d. Deci planul

Fie A € d, ducem prin 4, 4, || &'

Notdm o = (d,d;). Cum d' || d; = & || a.
d Fie M € d, arbitrar = M € a.
Ducem 8|{ &, Meé o
= & C a deci toate para-
. dijla -

lelele la &' §i care intersecteazi d sint continute in

a reprezinta reuniunea ceruti.

5) S& se construiasci o dreaptd care intilneste doud drepte date si este paralel cu o a treia

dreapti dat3. Discutie.

Solutie:

Prin M ducem d ai. d || &
|| ds
= d || d5. Conform problemei 4: d(1d; = {N}.

Deci d\d; = {M}
dNd; = {N}
d |l ds

a) Dacd d; | d;, pl. o este unic §i daci dya # Q, solutia este unici.
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Cdildy
b) Dacd d; || d3, nu (3} ~ cici ar insemna c3 printr-un punct putem duce doud

. dNdy #2
paralele d, d; la aceiag dreapta ds.

Deci nu existé solutie.

c) Dacd d; [f ds si dsNa = @ toate paralele la d; care taie pe d; sint in planul « §i nici una

nu poate intersecta pe d;, deci problema nu are soluiii.

d) Daci d, C o, diNdz # @, fie i Ndy = {O} si dreapta ciutatd este paralels la d3 dusd

AN

d e) daci d» C @, d; |} di. Problema are o infinitate de

prin O = o solutie.

dy soluiii, (V) || la d3 care taie pe d,, taie si pe d,.
0

6) daci un plan ¢ intersecteazi planele secante dupd drepte paralele, atunci o este paralel

cu dreapta SN 7.

Solutie:

Fie: BNy =4d
afNf=d
afly=4d2
dy |l d2

dy if d: dy |i

W fde=difiy = 8y =
dCh

d:d}
=2dila
dCa

7) Un plan variabil taie dou3 drepte paralele in punctele M si V. Sa se afle locul geometric

al mijlocului segmentului [MN].

Soluiie:



/j;// R /K/;//:j\ 4

ARV
D/ EAVANRE

i
N 17, B
2

d lld; = (Fya= (di,da)

Problema se reduce la locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremititi pe
doud drepte paralele P un astfel de punct [MP| = |PN|. Ducem AB.ld; = ABYMPA =
BPN = AMAP = ANBP = |PA| = |PB} = |AP}? = Locul geometric este paralela la d;

st d; dusd pe mijlocul distantei dintre ele. Se arati si reciproc.

8) Se dau doud drepte. Duceti printr-un punct dat un plan paralel cu ambele drepte.
Discutie.
Solutie:

d ’ Mgd M¢d,

S (7

Fie d; Jf d;. in planul (d, M) ducem &, || d;,M € d,. In planul (d2M) ducem d ||
Il d2, M € &},. Notim a = (d{,d,) planul determinat de doui drepte concurente.

dilid=>dfa

dijld=>dla

, M € a solutie unici.

Fiedy || dp, N ¢ dy, M & dy.



h=d=d
&l d

1

In acest caz d} = dy = d s prin d trec o infinitate de plane } => d; ¢l d, sint paralele

cu (V) din planele ce trec prin d.
Problema are o infinitate de solutii. Dar M € d; sau M € d, problema nu are solutii

fiilndci planul nu poate trece printr-un punct al unei drepte i s fie paralel cu ea.

9) S% se construiasci o dreapta care trece printr-un punct dat, este paraleld cu un plan dat
si intersecteazi o dreaptd datd. Discutie.

Solutie:

Fie A punctul dat, a planul dat si d dreapta data.

a) Presupunem ci d u/ra, dVa = {M}. Fie planul (dA) care are un punct comun M cu o =
= (dA)Ne=4d"

Ducem in planul (dA) prin punctul A o paralels a la &'.

alfld
Frde (M =>aNd#2
n {a} a este dreapta ciutata.
alld
>afla,A€a
deca

b) di| a (dA)Na # @
Fie(dANa=a' | .,
dlld

Toate dreptele care trec prin A gi intersecteazi d sint
conginute in planul {dA). Dar toate aceste drepte taie
st pe d' || d, deci nu pot fi paralele cu . Nu existd

solutie.

adlfa, (dA)Na= 0.
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Fie M € d 5i dreapta AM C (dA)

= AMNa=0Q =
(dA)Na=0

= AM || o, (V)M € d.

Problema are o infinitate de solutii.

N

10) 54 se arate ci dacd triunghiurile ABC si A’B'C’ situate in plane diferite, au AB || A'B’,
AC || A'C’ i BC || B'C*, atunci dreptele AA!, BB, CC" sint concurente sau paralele.

Solutie:

(ABC) si (A'B'C") sint plane distincte deci cele gase
puncte A, B,C, A, B',C’ nu pot i coplanare.
AB || A'B'= A, B, A, B’ sint coplanare.

Sint coplanare cite 4 puncte si anume (ABB’A’), (ACC’A’), (BCC'B') determinind 4 plane
distincte. Dacd am presupune ci planele coincid dous cite doud, ar rezulta alte 6 puncte
coplanare ceea ce este fals.

In planul ABB’'A’, dreptele AA’, BB'pot fi paralele sau concurente.

Presupunem intii ci:

AA'NBB ={S}= S € AA'NS € BB’

S € (ABB'A’
Se Al = € )
S e (ACC'A") . X .
= este punct comun celor 3 plane distincte dar, intersectia
- S e(BCC'B)
S € BB >
S € (ABB'A)

a 3 plane distincte nu poate fi decit un punct, o dreapti sau @. O dreaptd nu poate fi, intrucit
dreptele ’



(ABB'AY(ACC'A) = AA
(ABB'AY(BCC'B')= BB { = sint distincte daci am presupune ci doud din ele coincid,
(ACC'AYN(BCC'B) =CC'
cele 6 puncte ar fi coplanare, deci nu existd o dreapti comuni tuturor celor trei plane. Mai
rimine posibilitatea si aibd un punct comun, punctul 5 §i din
S e (ACC'A)
S e (CC'BB"

alls=ans=c
” Presupunem d§ =@ = d | = d € pl. || 5 dus prin
£ A= dC a, fals. Deci d[13 = {B}.

}=>S€CC’$

11) Aritati ci daci doud plane sint paralele, atunci un plan, care intersecteazi pe unul din

ele dupi o dreapti, taie si pe celalalt.

Solutie:

ipotezi: a || 3, yNa=d
concluzie: Y8 = ds

. Presupunem ca v\ B3 =0 =7 8

. A€e, |8 "
Fie A € dy = = a = 7 pentru ca

Aey, 718
dintr-un punct se poate duce un singur plan paralel cu

planul dat.
Dar acest rezultat este fals, contrazice ipotezd a1y = d,

deci vy18 = da.

12) Prin dreptele paralele d si d’ se duc respectiv planele o si o, distincte de (d,d"). 54 se

arate ci a || o sau (aNa') | d.
| ;1
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ipotezd: d || ',;d C a,d' C &; a,a # (dd')

/N concluzie: « || o sau & || d

Cum a,0' # (dd) = a # .
1. Dacd e’ =@ = | <.
2. Daci aNa' # @ = aNe' =d".

&
; Dacd d )| d di o
= =d" |l d.
a o dCdo dCa

13) Se dau un plan o, un punct A € o §i o dreapti d C a.

a) 54 se construlasci o dreapti ' ai. & Ca,Acd si d || d.
b) S se construiasci o dreapts prin A inclusi in a, care formeazi cu d un unghi de
masurd datd a. Cite solutii exists.

Solutii:
a) Daci A € d, atunci & = d. Daci A ¢ d, ducem prin

Ad | d.

d d /4
ala b) Ducem d; C o, A€ d,ai m(did) =asid, Ca,AC d;
ai. m(i;d’) = a, cite o dreaptd in fiecare semiplan determi-
d:
N
a

nat de &. Deci (3) 2 solutii in afard de cazul ¢ = 0 sau

a = 90 cind (3) o singurd soh'1§ie.

14) Arétati ci relatia o || 8 sau @ = 8 definity pe multimea planelor este o relatie de
echivalentd. Determinati clasele de echivalents.

Solutie:

affsama=8oan~j

1) @ = a = a ~ a, relagia este refiexivi

2) a ~ 8= B ~ a, relatia este simetrici

afffsaua=8=>8llesauf=a=F~a

Sa~BNB~y=>any



Dacia=8NB~y=>a~xy
Daci a#fsia~fB=alf

Safly=an~y
Bery=>B=vsauflivy

Clasa de echivalenti determinata de planul o este construiti din planele ¢ cu o ~ o, adica
din « si toate planele paralele cu a.

15) Se considerd pe multimea tuturor dreptelor §i a planelor relatia "z || y” sau z = y, unde

z §i y sint drepte sau plane. Am definit o relatie de echivalenta?

Solutie:

Nu, este o relatie de echivalentd, intrucit proprietatea

de tranzitivitate nu este adevaratd. De exemplu z o
dreapta, y un plan, z dreapti. Dinz jysiyflz7# =z |l
z, dreptele z si z putind fi coplanare si concurente sau

necoplanare.

\Z,

16) Aritati ci doud segmente paralele cuprinse intre plane paralele, sunt concurente.

Solutie:

dl “ d2 = (3)‘7 = (dldz)

aly=AB
AB|CD

BNy=CD | = => ABC D paralelogram.
AC || BD

a8

Deci [|AC]| = || BD)|.

17) S5 se arate ci prin doud drepte, care nu sint continute intr-un acelasi plan, se pot duce
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plane paralele, in mod unic. S& se studieze si situatia cind cele dous drepte sint coplanare.

Solutie:
& Ludm A € d g ducem prin el d; || &. Luim B € & si
J ducem d; || d. Planul (dd;) || (ddy), intrucit dous drepte
2
B concurente din primul plan sint paralele cu doud drepte

&

concurente din al doilea plan.

d Cind d i d’ sint coplanare, atunci cele patru drepte d, d;, d;

A st @ sint coplanare si cele doud plane coincid cu planul

dreptelor d s1 d'.
18) Fie a §i 3 doud plane paralele, A, B € o, iar CD o dreapti paraleld cu « si 3. Dreptele
CA,CB,DB, DA taie planul § respectiv in M, N, P,(). Si se arate ci aceste puncte sint

virfurile unui paralelogram.

Solutie:

Fie planul {CDA)

} >CDIQM (1)
CDys

Fie planul (CDB)

} =CD|PN (2
coiig

Fie planul (CAB)

} = AB || MN (3)

ol

> ABIQP (4

Fie planul (DAB) }
el 8
Din (1), (2), (3), (4) = MNPQ paralelogram.
19) Aflati locul geometric al mijloacelor segmentelor care au extremititile in doui plane
paralele.
Solutie:

Fie [AB] i [C D] dous segmentecu A,C € e 5i B,D € Sai. [AM| = |MB|si |CN|=|ND\.
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in planul (MCD) ducem prin M,EF || CD = EC ||
|| DF = EF DC = paralelogram

= [EF| = |CD|

Dreptele concurente AB si EF determina un plan care

taie planele o dupd 2 drepte paralele = EA || BF.
in acest plan |AM} = |BM|

EMA = BMF (opuse la virf)

. . = AAME = ABMF = [EM| = |MF}
EAM = FBM (alterne intene)

in paralelogramul ECDF, |CN|= |ND|, |[EM| = MF|=

MN || EC MN | a
{ MN | FD = MN |8
Deci segmentul ce uneste mijloacele a doud din segmentele cu extremitatea in o §i 3 este
paralel cu aceste plane. Mai luim [GH] cu G € o, H € 851 |GQ| = |QH| 5i ardtéim la fel cd
OM|lagiOM| 3. 2
Din (1) si (2) = M, N, Q apartin unui plan paralel cu « §i § notat cu 7.
Reciproc si ardtim ci orice punct din acest plan este mijiocu-l unui segment cu extremitatile
in a s g
Fieseg.[AB]cu A € asi B € 8 5i |AM| = |BM|. Prin M ducem planul paralel cu o si 5
§i in acest plan luim un punct arbitrar O € 7.
Prin O ducem o dreaptd ai. da= {I} sidN8={I[}
In planul (OAB) ducem A'B’ ||'AB. Planul (AA'B’B) taie cele trei plane paralele dupa
drepte paralele =
AA| OM || B'B }
=
Bep

. , , . |A0\=i0B} |
in planul (A'B'I) = |A'0} = OB'| = IA'|| Bl sidec __ __ siIA0=1B0
I0A' = [OB

= AIOA' = AIOB' = |0I| = {I0] = O este mijlocul unui segment cu extremitii in

planele o si f.
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Deci locul geometric este planul v, paralel cu a §i B si trecind pe la mijlocul distantei dintre
asgi B ’




PROBLEME RECAPITULATIVE

1) Prin doud drepte date si se duci este un plan, a.i. dreapta lor de intersectie si fle
continutd intr-un plan dat.
Solutie:

1. Presupunem ci dNa # @ s d"ﬂa= {B}.

4

FiedNa = {A} st d Na = {B} si planele determinate
de perechi de drepte concurente (d, AB); (d', AB).
Observam ca acestea sint planele cerute, intrucit
d C (d,AB), & C (d',AB) si (d,AB)N\N(d,AB) =
AB Ca.

2. Presupunem dla = {A}sid || a.

d

\ _ Ducem prin A, in planul o, dreapta 4’ || d s
\ d" considerdm planele (d,d”} si (d',d”) si observim ca
4 (d,d)N(d,d") = d" C o

dl

3. Presupupem dNa = @ si d'Na =@ si & € directiei d.
d

Fie Ac agid ||d= d| &g planele sunt (d,d") si

A " {d',d"). Se judeci ca mai sus.
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2) Fie a,b, ¢ trei drepte cu un punct comun, iar P un punct nesituat pe ele. Si se arate ci

planele (Pa), (Pb), (Pc) contin o dreapti comuni.

Solutie:

c abNc= {0}

P ¢ (Pa)

= OP C {Pa)
O € (Pa)

P e (Pb)
0 € (Pb)

} = OP C (Pb)

P € (Pc)

} = OP C (P¢)
O € (Pc)

= (Pa)((Pb)((Pc) = OP

3) Fie A, B,C, D puncte, iar o un plan care separi punctele A si B; Asi C; C si D. Aritati
ca a{BD| # 0 si aN{AD| = 0.

intmcitaseppa:épngiD=>D€a

\
I Din B € ¢’ §i D € 0 = o separi punctele B si D =
| 1BD|Na # 2.
\ i DinAcosiDeo= |BDiNe=0.

B C
4) Pe muchiile ¢,b,c, ale unui unghi triedru de virf O se iau punctele A, B,C; fie apoi
D €|BC| i E € |AD). Aritati ci |OF C int.abe.

Solutie:
A D Daci o separd punctele A s+ B inseamni c4 ele se giisesc in
i semispatii diferite §i fie ¢ = a4 §i o = |aB.
/ / iutmcitaseppatépeAsiC:CEa’
| |
{
T

[+

t\\“\

Solutie:

B e (ab)

} S IBCI C |(a, b),c =
Cl(a,b).c
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= |OE C |(bo). A @

C € (ac) } ) , D€ i(ac), B }
= [CB] C {(ec), B= = [AD] C |(ac), B
B € l(ac),¢ A€ (a,0)
B Wae)
E € {{ac), } o [AD) C (e}, B = E ¢ |{ac}, B } = |QE ¢ |{ac), B (3)
0 € (a,0) 0O € {ac)

Din (1), (2), (3) = [OF C |(ab), cN|(bc), AN|(ac), B =int. abe.

5) Aritati c& urmditoarele multimi sint convexe: interiorul unui unghi triedru, un tedraedru

fird o muchie (fard o fatd).

Solutie:
v - a)int.(JVA, VB, VC) = (VAB),CN|(VBC), AN{(VAC), B dea
este intersectie de multimi convexe, si deci interiorul unui triedru
N este mul{ime convex3.
C
3 b) Tetraedrul [V ABC] fari muchia [AC]. Notdm cu M; = [ABC}—

—[AC] = [AB,CN[BC, AN|AC, B deci este mulfime convex, fiind
interseciie de multimi convexe.

I[{ABC),V 1 M este multime convexa.

La fel |(VAC), BUM; este multime convexi, unde M; = [VAC] - [AC}. Dar [VABC] —
[AC] = [(VAB), CN[(VBC), AN({{(ABC), VUM)N(I(VAC), BU M) si deci este multime
convexi ca intersectie de muigimi convexe. '

c) Tetraedru {VABC)| firs fats [ABC)

[VABC] - [ABC] = {(VAB),CN(VBC), AN[(VAC), BNI{ABC),V deci intersectie de

mul{imi convexe => este mul{ime convexa.

6) Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare si £, F, G, H mijloacele segmentelor [AB], [BC,
[CD],[DA]. S& se arate ci EF || {ACD) ¢i punctele E, F,G, H sint coplanare.

Solutie:
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a) In pl. (BAC) avem EF || AC. In pl. (DAC) avem AC C (DAC) = EF || (DAC). Tot
|
in acest plan HG || AC. Deci EF || HG = E, F,G, H sint coplanare si cum HEF| = L‘;i“ =
= |HG|| = EFGH este paralelogram.

7) Pe dreptele d,d’ se iau punctele distincte A, B, C respectiv A, B',C". Si se arate ci

putem duce prin dreptele A4/, BB’,CC' trei plane paralele intre ele daci i numai daci

14B] _ BC)
1B~ TBCT

Solutie:
Presupunem cé avem a || 8 |i v ai. AA'Ce, BB'C 3, CC’'C .
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Ducem prin A’ o dreaptd paraleld cu d : d” || d. Cu, d intersecteazi toate cele 3 plane

A'Ccd’in A,B,C = si || sa d” le taiein A, B",C".

, (1)
dfjd 1BCl = {B"C"|

Fie planul {(d',d"”). Cum acest plan are comun cu planele @, B, « respectiv punctele
A, B",C"sicum a || B || v = el le intersecteaz’ dupi drepte paralele = A’A” || B'B” ||
4B _ By o

faB  {BCY -
14BI _ yBOY
A8 [iBC
8) Fie M, M’ cite un punct mobil pe dreptele necoplanare d,d". Si se afle locul geometric

Cum al| 8l v } _, 4Bl = 4B

;l e Tal

Tinind cont de (1) si (2) =

Reciproc se aratd similar.

al punctelor P care impaite segmentul |M M’} intr-un raport dat.

Solutie:
i . iMP}
; 1 ! -
Fie P ¢ IMM'| al. P k
. .. [INP" )
’ P4l LI
si P € [NN'[ai. BN = k

Dec

i = o =
emM) 4PN~ INPY 1PN
= conform problemei 7 cd se pot duce treiplane || 8 all ~

ai. MNCfB, PP Coa, M'N'C.

Blie
=>MNla=d]ea
MNCpB
aljly . S
>MN|la=>dlasi PP Ca.
M'N' Cy

Deci fixind P si lasind P’ variabil P/ € unui plan paralel cu cele doud drepte si care trece
prin P. Se stie cd acest plan este unic, fiindc3 ducind prin P paralele la d i d' pentru a obtine

acest plan el este bine determinat de 2 drepte concurente.

Reciproc: Fie P” € a adicd planului ce trece prin P i este paralel cu d si d'.
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(P”.d) det. un plan

(P”,d’) det. un plan
dreaptd (P",d)((P",d)=QQ ' unde Q € dsi Q € d'.

} cele doud plane avind un punct comun se intersecteazi dupd o

Cumdjja= MQla=(F)F8al MQC3 8] a
Cumd ja=>MQ jla= (Fyal MQ Cy, 7}

Deci locul geometric ciutat este un plan paralel cudsid’. -

9) S4 se construiascd o dreaptd care si intilneasd trei drepte date respectiv in M, N, P si

entru care IMN si fie raport dat
? INP] por s
Solutie:
Consideram planul care conform problemei 8 reprezintd
M dy - . .

locul geometric al punctelor care impart segmentele cu

d H extremitétile pe dreptele d; §i ds Intr-un raport dat

k. - Pentru obtinerea acestui plan se ia un punct A €

. . HACH .
d, B €-ds si punctul C'€ AB ai. IC—BIII =k Prin

acest punct C se duc doud paralele la d; si d3 care de-

d termind planul mentionat o.
3
P Fie d;Na = {N}. Trebuie determinat un segment

care si treaci prin N i s aibe extremititile pe d; §i d3 respectivin M si P. Intrucit dreapta

ciutatd trece prin N st M

N e (N.dy) , .
= MN C (Ndy) (1
Me (N,di)
- y - e ar g Ne(N,d) ,
Aceiagi dreaptd trebuie va treacd prin N si P gt cum = NP C (Nds} (2
Pc (N,d3)

M, N, P coliniare.
Din (1) i (2) = MP C (N,d)((N,d3) = MP = (Nd)N(d2 V)

TMN||
NP

Atunci conform problemei 8: = k i dreapta ciutatd este M P.

10) 5% se afle locul geometric al virfului P al triunghiului M, N, P daci laturile acestuia

rimin paralele cu trei drepte fixe, virful M descrie o dreapti dati d, iar virful N € unui plan
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dat a.

Sblu;ie:

Fie AMNPai MP| d,, MN || d;, PN ||ds. Med, Nea
Fie AM'P'N’ ai. M' € d, N' € a, M'P' || dy; M'N" || dy;
P'N"|| ds.

Dreapta M P genereazi un plan 8, fiind paraleld cu o directie
d, si sprijinindu-se pe o dreapti datd d.

La fel, dreapta M N genereazi un plan v deplisindu-se paralel

cu o directie d; fix3 gi sprijinindu-se pe o dreapti dati d. Cum
~ contine pe d = O este punct cornun pentru o siy=>afly #
Q@=>alyvy=d,0ed.

Nea

Nexy
o dreaptd d' C a.

} = N € a7y (¥) A considerat, deci N descrie tot

Cum planul v este bine determinat de dreapta d si directia da, este fix, deci d' = a [} este
fixa.

La fel, PN va genera un plan §, deplisindu-se paralel cu directia fixa d; si sprijinindu-se pe
dreapta fixd d'.

Cum O ed Oegé
" = =8N6#2=0epfni=d
Ocd Oes
PeMP=Pc§ e
= P € 3N (V)P virf variabil, P € 3".
PePN=>Pcd

Deci pentru orice AM NP in conditiile date, virful P € d".

Reciproc, fie P’ € d”. In planul (d,d") ducem P/, M' || PM = (M'P'N"} || (PMN) =
= (dd’) intersectia a doud plane paralele dupi drepte paralele = M'N’ || MN si AM'P'N’
astfel construit are laturile paralele cu cele trei drepte fixe are M’ € d 5i N” € a, deci este unul
din triunghiurile date in text.

Deci locul geometric este dreapta d” a cirei constructie am vizut cum s3 realizeazi gi care

trece prin O.
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in cazal D || o obtinem

dcj3
Fcsi=8Nd=d"sd | d
djd

In acest caz locul geometric este o dreapta paraleld cu d.

Fie MNPsi Fie M'N'Pai

MP |l d, MP|d . MP | M'P
MN || d; M'N'jid, = MN|MN t= AMNP~AMNP =
NP | ds N'P' || ds NP | NP

MecB, Nca MecfB, Nca
= (MNP) || (M'N'P").
Presupunem a3 = d si fie dN(MNP) = {0} si dN(M'N'P) = {0} =
(MNP)NB = MO '

(M'N'P')(\8 = MO’
La fel ON | /N’ si cum MN j| M'N' = AOMN ~ AOM'N'

} = MO || M’ un plan taie planele paralele dupi drepte paralele.

HoM| _ |lON| _ ||IMN]| IMP _ IMNj
= oMY JON|  {IMN] { o AMNP ~ M'N'P' = [MP|  IM'N] o
OMN = O'M'N’ MNP = MNP
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MOP = MO'P'
= AOMP ~O'M'P (1 = __ e
MPO = M'P'O’
Folosim proprietatea: Fie 7, si w; 2 plane paralele si 4,B,C,C st A", B',C',C =, AB I
A'B', AC | AC', AB'C' = ABC', |AB| = | AB'|, [ AC| = || AC||

S3 aritim c% BC || B'C". ntr-adevir (BB'C') este un plan care intersecteazi cele 2 plane

dupa drepte paralele.

AB| A'B' dar ABC = AB'C’
B'C' || BC.

B'C'|| BC" ABC" = AB'C A =
= = ABC = ABC" = |BC = |BC" =

Aplicind in (1) aceastd proprietate = OP || O'P'. -Pistrind OP fix i lisind P’ variabil

mereu 0P || OP, deci O' P’ genereazi un plan ce trece prin d. Presupunem § || o

lls = [MN| = |M'N'|

MN | M'N
= MNN'M’ paralelogram
=> MM | NN’
= MM' || (NN'P'P)
= (MPP'M')(\(MN'P'P) = PP’
st PP || MM = PP || NN’

Considerind P fix §i P variabil = PP’ || o si multimea paralelelor duse PP’ || 3 la un plan
printr-un punct exterior este un plan paralel cu cel dat.

Deci locul geometric este un plan parallel cu o si 5.

11) Pe muchiile [OA, {OB, [OC ale unui unghi triedru se considerd respectiv punctele
M, N, Pai [[OM]} = M|OA}, {|ON{| = A|OB|, [lOP|| = X|OC}}, unde A este un numir
pozitiv variabil. S3 se arate locul geometric al centrului de greutate al triunghintui MNP.
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Solutie:

flomMil
OAj

IOMl = MOA|| = {i7——

Din PM || AC si PN || BC = (M

=X |ON} = N[OB]| = |l1o=

NR) | (ABC)

JONlL .
o loPl
10l = AOCl,= 5y =

In planul DAC avem:

loM|| _ 0P|
oA} ~jooy - PM A
in planul DAB avem:

IOM]| _ lON]] ,
oAl ~ foBy = MV A
In planul OBC avem:

ION| _lOPI _ .
1oB] = jooy = N1 BC

Fie @ gi D respectiv mijloacele laturilor [MN! si |AB]|

AOMN ~ OAB =

, loMj _

_ IMNY

joay —

= MOQ = AOD = 0,Q, D sunt colineare.

AB} ~ 1JAB]
OMQ = UOAB

ABl| } = AOMQ ~ OAD =

Dreptele concurente OD si OC determind un plé.n care taie planele paralele =

PQ|CD
=
in (OCD)

= OPG' = 0CQ = AOPG ~

_lrpell _ 3ipQl _ PG

} = AOPQ ~ AOCD =

~icD| T ZicDy ~ |CBj

AOCQ = POG' = COG = 0, , @ sint colineare deci

G' € 10G = locul geometric ciutat este semidreapta |OG.

Reciproc: luim un punct pe [OG, G" ducem prin el un plan parallel cu {ABC), planul

(M",N", P"), se formeaz3 triunghiuri asemenea §i apar rapoartele din ipotezi.

12) ABCD si A1ByC,D; fiind doud paralelograme oarecare in spatiu se iau punctele A;,

B,, C3, D, care impart segmentele [A4,], [BBy], {CC.], [DD:] in acelagi raport. S& se arate

ci Az, By, C3, D; este un paralelogram.

Solutie:

Fie A:, Bz, Cz, Dz a.j.

A4l _

_ GGl _ IDDaff _

Luim pe dreptele AD, si BC; punctele M si N ai M € |ADy],

A4

T CCll T IDaDill

iAMY _
IMD




[|BNY|

N e |BC,

INC
A4l IAMY . 77ae ] ,
B GA " MD. kT AM I AD a
] A4 j4M|]
A:M || AiDy = AAAM ~ DAAD, = ¢ Ll
oM | Ay Dy 2 a1t TAAL TAD:|
Urmeazid
jAMy & k
IIA;D:H =51 = 1eMil= =iAD (2)
i
IBB:fl _ ||BN]
Lafel oo = inoy = & N1
BB NG "7 BN {BC,  (3)

BgN i 3101 = ABBPIV ~ ABB‘C

_ BBl _ BNy o BB _ |lAds _ k
BB, ~ [BiCh) BB,  JlAAl  k+1

. BN k
obtinem nB;C I =it = {|B;N}| = ]Blcu| (4)

Din 4Dy || BiCi = [JAiDi] | | Braalf
(1), 2), (3), (4) = AM §| BoN § jA: M| = | BaN]| = A;D;N M este paralelogram.

= A;B, || MN, | A;Byf| || {MNY| = D,C,NM paralelogram.

= DzCz “ MN, HD;C;” n HMN” deci A232 n DzCz §i ﬁAzDg” ” HD;Cg” = AngCzDg

paralelogram.

13) Se dau dreptele d,d’ care taie un plan dat « in A si A. S& se construiasci punctele
M, M’ situate respectiv pe d,d’ a.i. MM' || a g segmentul [M M’] s3 aibe o lungime dati 1.

Discutie.

Solutie:

107



Ducem prin A’ o dreaptd d” || d. Ducem doud plane paralele cu ¢, care vor intersecta
cele trei drepte respectiv in B, B*, B si C, C’, C*. Planul (d,d*) intersecteazi planele «,
B AA' | BB* | CC*
(BB'B"), (CC'C*) dupi drepte paralele ! = [|AAY} = a = ||BB™]| =
djjd
ICC*li. Planul (&,d*) intersecteazd planele paralele (BB’'B*), (CC'C*) dupi drepte paralele

= B'B*|| C'C*, BB* || CC* = BEB=CCC.

Deci (V) plan paralel cu a pe care il construim, triunghiul obtinut are o laturi construitd de
lungime @ gi unghiul corespunzitor lui BB*B constant. Notim cu o linie acea pozitie a plan
pentru care lugimea opusi unghiului ciutat este I. Cu virful compasului in C si o deschidere
egald cu [, trasdm un arc de cerc care taie segmentul |{C*C’{ in N sau dr. C*C’. Prin N ducem
in (d*d") o paraleld la d* care intilneste precis de &' intr-un punct M’. Prin M’ ducem planul
la a care va intersecta cele trei drepte in M, M', M*.

NM || C*M*
=

= M*M’NC* paralelogram
C*N|| MM
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NMY =|CM"
Ivary = u} .

NM || C*M ‘
NM'||CM,INM'|} = [CM|| = CNM'M paralelogram
CM i CM 2)
loMy =icem=y ) -
= |[MN'|| = |CN} =l iar dreapta MM’ aflindu-se, intr-un plan paralel cu « este paralel3
cu o
Discutie:

Presupunind planul (CC'C*) variabil, cum ||CC*} si CC*C’ sint coustante atunci gl
d(C,C*C") = b= constant

Daci I < d nu avem solutii

Daci I = d (3} o solutie, cercul de raza I, tangent la C*C’

Dacid [ > d (3) doud solutii: cercul de raza l, taie C*C’ in doui puncte N si P.

14) S& se construiasci o dreapti care si treacd printr-un punct dat A si s fle perpendiculard
pe doud drepte date d si d'.

Solutie:
Ducem prin A planele o lLd si o' Ld’

d
Cum A este punct comun = e’ # @ = af}a =

A= AcA
' dia=dlLD :
A = A dreapta ciutatd

dld =>dLD

QL

.

Daci o # o'- solutia este unica.
Dacd o = o' (V) dreaptd din « ce trece prin A corespunde problemei deci (3) o infinitate

de solutii.

15) 53 se arate ci existd trei drepte cu un punct comun, perpendiculare doud este dous.

Solutie:
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ds

o a2

Fie d; Ld;, doud drepte concurente §i perpendiculare d; Nd; = {O}.
Ele determind un plan a = {di,d>) si O € . Construim perpendiculara pe o in O.

d3_i_(1, Oc¢ d3 — ds_;‘-dl, dgidz‘

16) Fie a, b, ¢, d patru drepte cu un punct comun, d fiind perpendicalard pe a, &, c. 53 se
arate ca dreptele a ,b. ¢ sint coplanare.

Solutie:

Folosim metoda reducerii la absurd.

Fie dla, dia, dic. Presupunem ci aceste drepte nu sunt coplanare. Fie a = {b, ¢),
o ={a, b), a #a'. Rezultd dio, did.

Deci prin punctul O se pot duce 2 plane perpendiculare pe d. Fals = a, b, ¢ sunt

coplanare.

17) Aritagi ci nu existd 4 drepte cu un punct comun, perpendiculare doud cite doud.

Solutie:(reducere la absurd)

Fie aVbNcNd = {O} si perpendiculare doud cite doud. Din dla; dlb; dic = a, b, ¢
cint coplanare si bLa,cla deci in punctul O se pot duce pe d doud perpendiculare distincte.
Fals. Deci cele 4 drepte nu pot fi perpendiculare 2 cite 2.

18)Fie dia g1 d' || d. Aritati cd d'La.

Solugie:(reducere la absurd)
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Presupunem ci d fa.
In dNa = {0} ducem dreapta & La. Dreptele d' si d” fiind
concurente determind un plan 8 = (&,d") sicum O’ € 8, O' €

a =

d'la=>d"la 1)
aCa
aﬂﬁ=a=>{ = dla=dla

aCpf
dild=>dia (2)
Din (1) si (2) = ci in planul 8 pe dreapta a in punctul O s-au dus doud perpendiculare

distincte. Fals. Deci & || o,

19) S4 se arate c4 doud drepte distincte perpendiculare pe un plan a sunt paralele.
Solutie:
Fiedia
dla (=dlid
d#d
Reducere la absurd. Fie d [f d'. Ducem d” || 4 prin O'.
a'|d d'la
=

dia dla
Decid || d.

} = in punctul O’ se pot duce doud perpendiculare pe planul e. Fals.

20) Fie dia i &'[|| e. Aritati ci &.Ld.

Solutie:
o = Fie dLa si dNa = {0}. Ducem prin O o paraleli la &, care va
i fi continuta in a, atunci &' || .
o:— """" ¥ &', 0€ed =>d"Ca,dla=dld" =>did.

21) Ardtati c& doud plane perpendiculare pe aceiasi dreapti sint paralele intre ele.

Solutie:
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Presupuneme [f 8 = a8 # © s fie
A € a1 => printr-un punct A se pot duce
doud plane distincte parpendiculare pe aceastd
dreapts. Fals.

- - 4. a5

22) S& se arate cd locul geometric al punctelor egal depértate de doud puncte distincte A
si B este un plan perpendicular pe AB, care trece prin mijlocul O al segmantului [AB] (numit
plar mediator al lui [AB}).

Solutie:

Fie M un punct din spatiu cu proprietatea [[MA|| = [[MBI.
Unim M cu mijloeul segmentului :‘AB | punctul O.

= AAMO = ABMO = MOLAB. Deci M se afli pe o dreaptd
dusi prin O, perpendiculara pe AB.

Dar reunjunea tuturor perpendicularelor duse prin O pe AB este planul perpendicular pe
AB in punctul O, notat cu a, deci M € a.
Reciproc: fie M € o
d=ABla=diLMO
|AO] = [OM|
|MO)] laturd comuna ¢ = AAMO = ABMO = |MA|| = ||MBJ.
MOLAB

23) S4 se afle locul geometric al punctelor din spagiu egal depﬁ.rtate de virfurile unui triunghi
ABC.
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Fie M un punct din spatiu cu aceasty proprietate
IMA) = IMB)f = |MC]|
Fie O centrul cercului circumscris AABC = [[OAl] = OB =

[IOCH, deci O este si el un punct al locului geometric ciutat.
Comform problemei precedente locul geometric al punctelor
din spatiu egal
depdrtate de A si B se afl3 in planul mediator al segmentului {AB] care coniine si pe M.
Notdm cu « acest plan. Locul geometric al punctelor din spagiu egal departate de B gi de C
se afld in planul mediator al segmentulni [BCY, notdm 3, care contine si pe O si pe M.
Deci a8 = OM.
ABla= ABLOM

BCla= BCi1OM
deci M € perpendicularei pe planul (ABC) in centrul cercului circumscris AABC.

} = OML(ABC)

Reciproc, fie M € acestei perpendiculare
OMLOA
OM10OB
OM10C

oAl = jloBY = jocy|

= [ICM]|, deci M are proprietate din enun.

= AOMA = AOMB = AOMC = ||AM|| = | BM| =
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23) Se dau planul o §i punctele A € o, B ¢ a. O dreaptd variabild d trece prin A g este

continuti in planul a. S3 se afle locul geometric al picioarelor 1 din B pe d.

Solutie:
B Ducem 1 din B pe plan. Fie O piciorul acestei
E\ perpendiculare.
f Fie BM Ld
=> MOLd =
BOLla

= m(OMA) = %0° = M € cercului de di-

ametrul OA. Reciproc, fie M € acestui cerc =
= OM1AM, BOla = BM1AM = BM.id,
deci M reprezint3 piciorul din B pe AM.

24) Se dau: dreapta @, punctul A € a. Se cere locul geometric al picioarelor perpendicu-

larelor din A pe planele care trec prin a.
Solutie:
Fie o un plan care trece prin a si fie M piciorul i din A pe a = AM ia.

Din AMla X X i
= MA'La, deci M € unei perpendic-

\ AA'la

| ular pe @ in A’, deci apartine planului perpendicular pe

1

a in A" pe care-l notim ca 7 si care-l contine §i pe A.

AMla = AMIMA' = M € cercului de diametru

AA' din planul 7.

i * Reciproc, fie M un punct de pe acest cerc de diametru
AA’ din planul 7.
MA'la
= AA'la = AM1(M,a) = M este piciorul unei L duse din A pe un plan ce trece
AMiMA )
prin a.

25) Se considerd un plan @ cere trece prin mijlocul unui segment [AB]. Si se arate cz
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punctele A si B sint egal departate de planul a.
Solutie:
Fie A’ 5i B’ picioarele perpendicularelor din A si B
pe a
AA'la
BB ilo

}:AA’ | BB =

= () un plan 8= (AA,BB) i ABC 3 =

Oep

Oca
sint colineare.

}=>O€aﬂ,3=A’B’:O, A, B

in planul 3 avem
oAl = |OB];
AOA = BOB' | = NAOA' = BOB' = [|AAY) = |BB'||
A dreptunghic

26) Primr-un punct dat si se duci o dreapti care si intersecteze o dreaptd dati gi s fie L
pe o altd dreapta dati.

Solutie:
d Fie d, & dreptele date, A punctul dat. Ducem prin A
\G_ planul o L pe d'.
B Daci aNa = {B}, atunci dreapta AB este cea ciutati
caci trece prin A, intilneste pe d si din d'la =
- = d'1AB. Dacd da = @ nu sint solutii.

Daci d C a, atundi orice dreapti determinati de A si

/ un punct al hi d reprezinti solutie a problemei, deci o

infinitate de solutii.

27) Fie a §i § doul plane distincte, a ciror intersectie este dreapta d §i fie M un punct
nesituat in alJ3. Se duc dreptele MM, gi MM, 1 respectiv pe a si . S3 se arate ci dreapta
deste L pe (MM M,).

Solutie :



dCa
dcg
MM, la= MMlJ_d~
MM, 18=MM,id

afNf=d=>

} = dL(MM, M)

28) Se dau un plan o si un punct A, A ¢ a. S4 se afle locul geometric al punctelor M € &
astfel ci segmentul |AM]| s3 aibi a lungime data.

Solutie:
Fie M un pucnt al. ||[AM{ =k.
Ducem AA’La = A’ punct fix i AA'LA'M
Notim |AA"| = a.
HAM| = V&ET —aZ=ct

A? — fix } =

Atunci

M € unui cerc cu centrul in A’ si de razi V2 — a?,

pentru & > a.
Pentru k = a obtinem 1 punct.
Pentru k < ¢ mulfime vida.

JA'M|| = VET —a?

fAdl=a

Reciproc, fie M un punct pe acest cerc =

} =AM =
= k% — a2 + a®? = k deci M are proprietatea din enunt.

29) Fie O, A, B, C patru puncte a.i. OALOBLOCLDA si se noteazd a = [OA], b =
=[l0Bj], ¢ ={0C}}-
1) S3 se calculeze lungimile laturilor AABC in functie de a, b, c.
2) 5% se calculeza o{ABC] i si se demonstreze relatia o[ABC|? = 6[DAB)* +{OBCP+
+0[OC AP ’
3) S& se arate ci proiectia ortogonald a punctului O pe planul (ABC) este ortocentrul
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H al AABC.
4) 54 se calculeze distanta ||OH]].

Solutie:
1) 1AB| = V&2 T 5; |BC| = VET @, |ICA|l = VaTT &
OM1AB
2) Ducem = CMLAB
CO_L{OAB)
in AOCM
, e [c*a? + AP+ a??
[lCM“'_\/C2Ta2+b2—\/ a2+b2
YABIl - | fa2 102
o[ABC] = IAB]| - |]CM|| _ e + b N
2 2
o fa2c? + c?b? + a2b? N
ot + b 2,2 | 32,2
272
= ?[4BC) = ST EECHTE
. ab
Dar ¢[OAB] = 5
«[BOC] = b—29; siCoA =%
2 2
Deci 0*[ABC| = % + % + b—z‘fi = ¢*[AOB] + #*[DOC} + oY COA]

3) Fie H proiectia lui O pcl. planul ABC, deci OH 1 (ABC) = OHLAC

OC1DA =
= OCL(OAB) >= OCLAB ’
0OC10B

= ABL(OHC)= AB1CH = H € in3l{imi corespunzitoare laturii AB .
La fel se aratd c3 ACLBH si deci H este punctul de intersectie al iniltimilor, deci orto-
centrul.

. i ﬁ @S LW 1 ba? _ ab
4 IOH| - |CMI = OC| - [OM|| = OF \[S—mim® = s

cab

> jony = e o
YT VA 1B 1 Ba? | JaB 1 a2 + B2

va?+ b
30) Se considerd punctele necoplanare A, B, C D si dreptele AA’, BB’, CC', DD’
perpendiculare respectiv pe (BCD), (ACD). (ABD). 54 se arate ci daci dreptele AA’ 5i BB’
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sint concurente, atunci dreptele CC’, DD’ sint coplanare.

Solutie :

Aritim intli ci dacd o dreapti este L pe doud plane

/ N . concurente => planele coincid.
a 8 ala
alf =>a=4.
M o=«
- L\___._. FieA=aNa, B=aNB, Mecd
A B alo=>at AM
/\ = AABM are 2 unghiuri drepte.
eilf=>ailBM
. Fals. )
Revenim la problema dati. AA'L(BCD)= AA'LCD

) = CD1(AA',BB')
BB'1(ACD) = BB'LCD

care fiind concurente determind un plan = CD 1 AB.

CC’'L(ABD) = CC'LAB
DD L(ABC) = DI’ 1 AB
ABLCD
= ABL(CDD')
ABLDD s
p_r. a
(cpeyneCpy)=cp ; =

ABLCD

= AB'L(CDC")
ABLCC

= (CDC)=(CDD')= C, D, C', I sint coplanare => CC" si DI sint coplanare.

31) Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Si se arate ci ABLiCD i ACLBD =
AD1BC.

Solutie:
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>}
,,,
E ;%c-_ﬂ_
D= = EN
>)

Ducem AA'L(BCD)

AA'LBC |
= DCL(ABA") = DCLBA’'
ABLDC ,
= BA’ iniltime in ABCD (1)

AA'LBD

= BD1i(AA'C)= BD1iAC
ACLBD

= A'C este indltime in AABC (2)

Din (1) i (2) = A’ este ortocentrul AABC = OA'LBC

DA'1BC
AA'1BC

} = BCL(DAA") = BCLAD

32) Pe muchiile unui unghi cu virful O se ian punctele A, B, C, ai. |OA] = |OB| =
= |OC|. Sa se arate ca piciorul + din O pe planul (ABC) coincide cu punctul de intersectie al

mediatoarelor AABC.

Solutie:

|}
Fie OO’ L(ABC) = 00'LAQ’
O0'LBO = AAOC,
oo'LCco
ABOO' st ACOOQ' sint dreptunghice in O'.
Cum [04] = 0B =10 | _
{00'] laturd comuni
‘= AAOO' = ABOO' = ACOO
= [|0A]| = ||[BOY|| = ICO'|| = O’ este centrul

cercului circumscris AABC.

33) Fie virful A al triunghiului isoscel ABC (JAB| = |ACY) se proiecteazi ortogonal in A’

pe un plan o care trece prin BC. Aritati ¢ BA'C > BAC.

Solutie:
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Fie D mijlocul lui [BC}si E € |[DA' ai.
IDE| = || DA}
AD mediani in A isoscel == ADLBC

= A'DLBC
AA'la

{AD| = |DE| o
= AADC = ADCE = DAC = DEC

IDC| comuni

DA'C > DEC fiind exterior ACA'E = DAC' > BAC = 2DAC > 2DAC = BAC > BAC.

34) Cu notatiile teoremei 1, fie {AB’ semidreapta opusi lui [AB”. Si se arate ci pentru

orice punct M € & — [AB" avem B7AB > MAB.

Solutie:

Fie M un punct in plan si |[AM’ semidreapta opusd
lui AM.

Conform teoremei | = B’AB < MAB =

= m(B'AB) < M"AB = m(F'AB) < m(M'AB) =

= —m{F'AB) > ~m{M'AB) =

= 180° — m{B'AB) > 180° — m(M'AB) = m{B"AB) > m(MAB) = B"AB > MAB.

35) Fie o un plan, A € a si B si C doul puncte de aceagi parte 2 lui o a.i. AC La. Aritati
ci CAB este complement 2l unghivlui format de {AB cu a.

Solutie:

120



-}

Proiectim B pe plan = BB'l«
=
ACia
= AC si BB’ determina un plan 8 = (AC, BB’) >

~

et EEESY
N
.

Vi
~
&

= AB C f i in acest plan M(CAB) = 90° —
~m(BAB")

£

36) Fie o/ 8’ un unghi triedru cu muchiam si A € m. S4 se arate ci dintre toate semidreptele
cu originea A si continute in semiplanul 3, aceea formeazi unghiul cel mai mare posibil cu
planul a, care este L p € m(suportul ei se numegte dreapta de cea mai mare panti a lui 8 fat3

de a).

Solutie:

Fie semidreapta |[AB C §’ a.i. ABim. Fie
|AC o altd semidreapti a.i. |JAC C 5'. Ducem
BB'la si CC’ Lo pentru a obtine unghiul
celor 2 semidrepte cu a si anume BAB' >
C’AC". Ducem semidreapta |AA’ 2i. AA'La

§i s se afle de aceiagi parte a planului a ca g

semiplanul 5’.

AA'Lla = AA'Im
ABlim = A'A"Lp = [AB este proiectia semidreptei [AA’ pe planul
A'A"LAB

B 5 AAB < ATAC = m(ATAB) < m(ATAC) = —m{ATAB) > —m(A7AC) = 90°—

—m(A'AB) > 90° — m(A"AC) = BAB > CAC’

37) Fie a un plan, o un semispatiu inchis, limitat de &, o un semiplan continut in & §i

a un numéir real, cuprins intre 0° si 180°. S3 se arate ci existid un singur semiplan 5 avind
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frontiera comuna cu o’ a.i. §' Co i m{a'f) =a.

Solutie:

B
Fie d frontiera lui ' st A € d. Ducem un plan 1 pe d

~
/ in A pe care-l notam cu v

700:6}:(1_}&

| .
/ _é/ ] divy

In acest plan existd o singurd semidreaptd b, cu oiginea

/1 d o in A, al m(c’j)) = a.

o

Semiplanul determinat de d si semidreapta b este cel ciutat, cici
dindiy=dib
dlic

= m(e'8) =m{b,c) = a.

38) Fie (¢’3’) un unghi diedru propriu. Construiti un semiplan 7' a.i. m(&B) = m(v'8").
Ardtati cd problema are doud solutii dintre care una este situatd in int.&B’ (numit semiplan

bisector al lui &)

Solutie:

Fie d muchia diedrului i A € d. Ducem ald, a C

o §ibld, b C B doud semidrepte cu originea in A.

Rezultd d1(ab). Ducem in planul {(a,b) semidreapta ¢

ai m@) =m(h) (1)

Cum di(ab) = dlc
m(ay') = m(a;e)
m(yF) = m(c,b)

considera semidreapta opusd lui ¢, ¢, semiplanul v’ = (d, ¢} formeazi de asemeni unghiuri

Semiplanul ¥’ = (d, ¢} cel ciutat cici

} = (/v') = m(+v'#'). Daci vom

concurente cu cele doud semiplane, fiind suplementele celorlalte.
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39) Si se arate ci locul geometric al punctelor egal depirtate de doua plane secante o, 4
este format din doud plane 1, §i anume din reuniunea planelor bisectoare ale unghiurilor diedre

de a si 3.

Solutie:
B Fie M un punct din spatiu egal departat de semi-
M 5 o planele o/, 8’ = {MA|| = |MB||
S bA | P MAlLa= MALd
" = di(MAB),
a” 0 | o MB1p= MBld
de d = .
. umded=anp dL0A
B’ Fie dN(MAB) = {0} > = m{d'f) =
’ dtOB
= m(AOB).
MA| = |MB]

|OM| latura comuni | =AMOA = AMOB=MOA = MOB= M ¢ bisectoarei unghiului
triunghi drept.
ADB = M € semiplanului bisector al unghiului semiplanelor o, 3.

Daci M’ este egal departat de semiplanele 5’ si o se va ardta la fel ca M’ € semiplanui
bisector al acestor semiplane. Presupunem ci M si M’ se afid in acest plan | pe d, observim
c& m(MOM' ) = 90°, deci cele doud semiplane sint L. Considerind si celelalte 2 unghiuri diedre
se obtin 2 plane perpendiculare, cele' 2 plane bisectoare.

Reciproc: se aratd usor cd un punct din aceste plane este egal depirtat de planele a si 5.

40) Dacd o g1 3 sint 2 plane 1, @ € 8 51 dL prin Q pe o S& se arate ci d C 3.

Solutie:
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alps
QesB
dia
Qed
Fie a1 = a. In planul 8 ducem & 1a, Q € d'.

=dCpa.

dla dar d Lo
sd se poatd duce pe un plan o singurd perpendiculari.

Cumalf = m(ﬁ) =90°=d'Lb dia )
= = d = d pentru ca dintr-un punct

Cumd C8=dCj.

41) Se consideri o dreaptd d C a. Aritaii ci reuniunea dreptelor 1 pe a, care intersecteazs
dreapta d, este un pian La.
Solutie: Fiedy la
ds dy d, dola ¢ = dy || dy || d5 = dreapta cu aceiagi

i
{ d3_LC!

£ directie. Se stie ci reuniunea dreptelor care au aceiagi
]

1

i

directie si se sprigind pe o dreaptid dati este un plan.
P d .
/ Cum acest plan contine o perpendiculari pe a, el este

perpendicular pe a.

42) S& se afle locul geometric al punctelor situate la egali distanti de doui drepte con-

curente.

Solutie:
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M Fie a = (di,dy) planul celor doud drepte concurente si
M un punct cu proprietatea ci d(M,d)) = d(M,d;).
Ducem MALld,, MBid; = [[MA|| = |MB}. Fie
M = pri,M = AMAM' = AMBM = [|[M'Ajj =

IM’B| = M’ ¢ unei bisectoare a unghiului format de

cele doua drepte, iar M aflindu-se pe o dreapti la ce

intilnegte o bisectoare 23 M ¢ unui plan Lo gl care in-

tersecteaza pe a dupd o bisectoare. Deci locul geometric
va fi format din doud plane La si care intersecteazd pe a dupi cele 2 bisectoare ale unghiului

formate de d; §i d;. Cele doua plane sint si L intre ele.
= {IM'A|l = |M'B|}.

= MALld, silafel MB1ld; = M are proprietatea din erunt.
HMM'|| lat. com. :

43) Aritati c3 un plan oL pe 2 plane secante este L pe intersectia lor.

Solutie:

Fiefly=dsiMed=Mc3, Mec~ Ducem °
din M pe a, dreapta d'.

. dcp
Conform problemei 4 = = diao.
o dCa

44) Fie A un punct nesituat in planul a. Si se afle intersectia tutorr planelor care contin

punctul A gi sint L pe planul .

Solutie:

Fie B 51 v astfel de plane, a.dicii' A€p, Bla
A€y, via

DinA € g
Acy
aZL al{BN7)=d, A€ d. Deci intersectia lor este L prin

} = BNy # @ = sint plane secante si L pe

A pe planul a.

45) Duceti printr-un punct dat un plan i pe 2 plane date.
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Solutie:
Se proiecteazd punctul pe cele 2 plane si planul c3utat este determinat de cele doud per-

pendiculare.

46) Intersectati un inghi diedru cu un plan a.i. unghiul de sectiuni si fie drept.

Solutie: Fie aNf =d si M € d. Considerdm a semidreapta cu

originea in M, a € a §i construim un plan L peain M,
% “planul .

Intrucit M €3 ] )
a b = BN # 2 si fie o semidreapta cu
Mex~

originea in M, b C 8Ny =bC B, bCv. Cumaly=
M alb si planul ciutat este cel determinat de semidreptele

(a.b).

47) Ardtati ¢3 o dreaptd d si un plan a, perpendiculare pe un alt plan sint paralele intre ele

sau dreapta d este continutd in .

Solutie: Fie a\8 = a s d 8 = {A}.
a Presupunem ¢ A ¢ a. Fie M € a, construim b1 3, M €
b=>bCa.
b .
bi8,dif=dlib=>dle
; i Daca A€a-
=>dCa.
| /s
M A
B Ve
48) Daci 3 plane 1 pe un plan se intersecieazd doud cite doud dupa dreptele a, b, c aratati
ciallblie
Solutie:
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affy=5

E alB=c

a ib ¢ YyiB=a

Tla
} =>rlc (1)
wlifB
rlia } Tlf }
=>wlb (2) =>rla (3}

rly Tly

_ Din (1), (2}, 3) = alib]l c
49) Dintr-un punct A se duc perpendicularele AB si AC pe planele fetelor unui unghi diedru
B, S se arate ci m(BAC) = m(dB') sau m(BAC) = 180° — mf/3').
Solutie: ’
Fie A € int(a/B'), a8 =d
ABia= ABid

= di(ABC)
ACL1B = AC1id

d((ABC) = {0}
={ q10C = m(&8") = m(BOC)
d10OB

m{ABO) = 9%0° . —
. = m(BAC) + m(a'f') = 180°.
m(ACO) = 90°
=>m(aB’) = 180° — m( BAC)=>m(BAC) = 180° - m(a/")
Fie A€ int a"B'. Se arati la fel c& m(BAC) = 180° — m(a”"#) .
(&) = 180° — m(&B")
= m(BAC) = 180° — 180° + m(o’B') = m(& D).
Daci A € int(a"8") = m(BAC) = 180° — m(&B").

Daci A € int{a’8") = m(BAC) = m('B').
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PROIECTII

1) S& se arate: daci dreptele d §i d' sijnt paralele, atunci pr,d || pr.d’ sau pr,d = pr d'.

Ce putem spune despre planele proiectante ale lui d si d'.

Solutie:

Fie d |j d', 3 planul proiectantal lui d.

a) Presupunem d' ¢ 8, adicd planul d,d' Jo =
planul proiectant 2l lui d' este atunci B'. Vrem
si aratim ci pr,d-ll pr,d. Presupunem prin
observatii ¢ pr d) pr,d = {P} = (IM c d
ai pr,M =Pg ()M €d ai pr,M = P.

PMlo
= = in punctul P pe planul a se pot duce 2 perpendiculare distincte. Fals.
PM ia .

Dacd B este planul proiectant a lui d ¢i 8 al lui &', atunci § || &, cici dacd ar avea un punct

comun proiectiile lor ar trebui s& apartina si pr.d si pr,d’ 5i deci n-ar mai fi paralele.

b) Dacd ¢’ C 3 sau d C B, adici (d,d')Le = d st d' au acelasi plan proiectant = pr d =
pr.d.

2) Arétati ci proiectia unui paralelogram pe un plan este un paralelogram sau un segment.

Solutie:

a) Pesupunem ci (ABCD) {o. Fie A, B', C', D'
respectiv proiectiile punctelor A, B, C, D.
AB Y DC Z3 A'B' || D'C"

AD || BC = A'D' || B'’C’
alelogram. :

} = A'B'C'D' par-

b} Dacd (ABC D) La = proiectiile A’, B', C', D €
dreptei (ABC D)o = proiectia paralelogramului
este un segment.
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3) Stiind cd latura [OA a unghiului drept AOB este paraleld cu un plan a, s se arate c&
proiecta pe planul a a unghiului AOB este un unghi drept.

Solutie:
B Daci OA || a=> pr,0A] OA = O'A’ || OA intrucit
0 4 (V) plan ca trece prin OA taie planul o dupi o par-
, by . alelila OA.
~
o0 LO'A OALOU
o 7 =
oAjoAa OALOB
OAL(OO'B)
= 0’'A'L(O0'B) >
O'AlloA

= O'A'LO'B’' = A‘0B’ unghi drept.

4) Fie A'B'C’ proiectia AABC pe un plan . Aritati ci centrul de greutate al AABC
se proiecteazd in centrul de greutate al AA’B'C’. Este valabil un rezultat analog pentru

ortocentru?

Solujie:
A

B In trapezul BCC'B' (BB' || CC")
I a , IBM| = [MC]| ,
= [BM'| = |MC'| = A'M' me
e . MM'| BB
8 - diana.
M
c MM' || AA' = MM'A'A trapez

IAG] ,
I _ 9 GG | AA
IGM] L
lach _ 4Gy ) .
=1_—1L =9 = (G seafld mediana
oMy~ oMy 5¢ #a pe mea

A'M’ 1a 2/3 de virf si 1/3 de bazi. In general pu, cici ar trebui ci ¥ drept AMC si se
proiecteze tot dupa un unghi drept si la fel pentru inci o inalfime. Acest lutru se realizeaza

dacd laturile A sint paralele cu planul.

5) Fiind date punctele necoplanare A, B, C, D si se determine un plan pe care punctele

A, B, C, D se proiecteazi in virfurile un paralelogram.

Solutie:
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Fie A, B, C, D cele 4 puncte necoplanare i M, N
mijloacele segmentelor [AB] 5i |[CD|. M si N de-
termind o dreaptd si fie un plan Lt MN = M i N

se proiecteaza in acelagi punct O pe a.

AA'| MO || BB'.

} = |A'0] = |0B|

) |AM| = |MB]
A ol n =
CC'ii DD || NO )
= D0l = i0C"|
|DN! = INC|

= A'B'C'D’ paralelogram.

6) Se considers toate triunghiurile din spatiu care se proiecteazi pe un plan « dupi acelasi

triunghi. 54 se afle locul geometric al centrului de greutate.

Solutie:
A o < Fie A’'B'C', A"B"C" doui astfel de A, cu propri-
P etatea pr, A'B'C" = ABC, pr, A"B"C” = ABC.
B
BA pr,' =G = GGLa
G =
pr,G" =G = G"Gla
A C’
= G'G=6G"G=G", ¢, G sunt colineare.

Datoritd faptului c& prin proiectie se pistreazd raportul se arati ci G’ este de greutate al lui
P prin p! P P gr

A, B, C.
1BG| _ IB:GY _
IGM]| ~ G,

7) Fie A un punct nesituat pe dreapta d. Determinati un plan o a.i. pr,d sd treaca prin

pr A.

Solutie:
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/ Fie M € d si A ¢ d. Cele doui puncte etermini
o dreapta si fie @ un plan perpendicular pe aceastd
dreapta, AMLa = Asi M se proiecteazi pe a in
acelasi punct A’ prin care trece st pr,d = pr,A4 €
pr,d.

8) Determinati un plan pe care trei drepte date si se proiecteze dupa drepte concurente.

Solutie:
ﬂd\ d a Determinim o dreapti care sa intilneasci cele 3 drepte
M ) Y X
_/_ in felul urmator.
~F|

Z FieMed, = B8=(M,d)), y={(M,ds)si BN~v=
; E & " =d=dCpi, dNdi={N},dC v, dNds = {P}.
Fie acum un plan ald = pr, M = pr,N = pr, P =
=0 = pr,di N prodz:N pr,ds # © = 4| NdoNdy =
= {0}.

9) Fie a, f plane care se taie dupi o dreapti a s fie d o drepati perpendiculari pe a. Si se

arate cd proiectiile dreptei d pe o, 3 sint concurente.

Solutie:
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Fie a8 =a si M € d. Proiectim acest punct pe o
. MM'la
sif: MM'la = =>al{MM d)
dla

MM"La
MM"18 = = at{MM" d) = al pe
dla

planul proiectant al lui d pe 5.

(MM',d)1d } L, (Md) | (M. d) } .

(NM",d)1a d dr. comuni
= (MM',d) = (MM",d) = (MM’ M")
. pr,d = OM’
FieaN(MM'M") = {0} =
pr.d = OM”

= OM'NOM" = {O} si deci cele doud proiectii sint
concurente.
10) Se cansideri dreptele OA, OB, OC, L dou3 cite doud. Stim c& [OA)| = a, |OB)] =
b, JOC|} = C. Sa se calculeza misura unghiului planelor (ABC) st (OAB).

Solutie:

OC.i0OA - OCL1(OAB)
OC1OB OM_LAB

}=> CM1iAB=

= unghiul planelor (ABC) si (OAB) este OMC = a.

ab
|AB||= Ve? + 8; |OM) = ————=
I I e+ floM| VeI R
. fjocy ¢ _/a? 4 ¥
EY= oM T a6 T @

vaz+ b

11) O dreapti taie doud plane perpendiculare « 5i 8 in A gi B. Fie A’ si B’ proectiile
punctelor A gi B pe dreapta af)f.
1) Aritai ci [|AB|? = A + || B + | B'BJP?
2) Daci a, b, c sint misurile unghiurilor dreptei AB cu planele ¢, 3 si cu a3, atunci
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rpt
cose = lAB ! gi sin®a + sin?b = sin® c.
|AB]|
Solutie:
o
. FieaNfB=asi AA'la, BB'la
7 \//
5 2 —=/p alB
4 ¢ Aca (= AA'LB=> AALAB =
a .
7 AA'la
= [AB|* = [|[AA'})® + | A'B°.
Cum BB'lia —
= BB'la= pr,AB = AB’ = ¥dreptei AB cua, BAB'=a
Bla

AA'LB = prgAB = A'B = ¥dreptei AB cu § este ABA' = b.
in planul 8 ducem prin B o paraleld la a si prin A’ o para.léla‘i la BB'. Intersectia lor este
C,iar | A'B'Y = | BC|}, | BB'|| = }|A'C}{. Ungiul dreptei AB cu a este ABC = c.
Cum AA'1f = AALA'C = [|AC|? = ||AA'||> + |A'C|? = ||AA'|> + | B'B)? (1)
B'BC A dreptunghi = A'CL||[CB

AA'Lp
= AACB dreptunghicin C. °

Impértim relatia (1) cu [AB|?

JACY® _ A4 | IB'BI?
IAB|2 ~ |ABJz ~ |AB|?

} = ACI1CB.

= sin? ¢ = sin? b+ sin? a.

12) Fie ABC un triunghi situat intr-un plan «, A'B'C’ proiectia AA’B'C’ pe planul
a. Notind cu S, §’, §” ariile AABC, AA'B'C', AA"B"C", si se arate ci S’ este medie
proportionald intre S g 5.

Solutie:
S = Scosa —
;4 € (a,p)
S"=8cosa
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i’

cosa = s
§p=5=

s

S
5 =85%=858"= 5 =/55".

cosa =

13) Un triedru [ABC D] are |AC| = |AD| = |BC| = |BD|. M, N fiind mijloacele muchiilor

[AB], [CD] si se arate:

a) MN1AB, MNLCD, ABiCD;

b) Dacd A', B', C', D' sint picioarele perpendicularelor duse in virfurile A, B, C, D pe
fetele opuse al tetraedrului, punctele B, A’, N sint colinearesilafel A, B’, N; D, C', M; C,
D, M.

c) AA, BB', MN si CC', DD', MN sint cite trei drepte concurente.

Solutie:

|AC| = |BC| = AAC B isoscel

= CM1AB (1)
CM median

|AD| = |BD} = AABD isoscel
= DMLAB (2)

DM mediana
- AB1MN
Din (1) i (2) = ABL(DMC) =
ABLDC
|BC|=|BDj{ }
=BNiDC
BN mediand
= DCL(ABN)=DCLMN
JAD| = |AC| .
=ANLDC
AN mediani
b)
DCLMN DC1i(ABN) (BDC)L(ABN) AA' C (ABN)
= = = =
- DC1AB DC C (BDC) AA'L(BDC) A € (BDC)

= A’ € BN = B, A’, N sint colineare.
La fel:
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Din (ADCY1{(ABN)= A, B', N colineare
(ABC)L(DMC)y=> M. D', C colineare
{(ABD)L(DMC) = D, C', M colineare

¢) La a) am ardtat ca MNLAB

Din AA'L(BDC) } _, A4LBN

BN C (DBC) A'€ BN i . L. R
= AA', BB' si MN sint inil{imi in AABN deci
Din BB'L{(ADC) BB'LAN
AN C(ADC) B' € AN
concurente.

Lafel DD', CC’, MN vor fi indl{imiin ADMC.

14) DacX semidreptele [OA si [OB cu originea lor in planul @, OAla, OB jo atund cele

2 semidrepte formeazd un unghi ascutit sau obtuz, dupd cum sint sau nu de acelasi parte a

planului .
Solutie:
A Presupunem ci [OA, [OB sint de aceiasi parte a plan-
ului e.
Ducem BB la
=BB' || AO=
ACla

(3) planul (AD, BB")=8 = |OA, [OB sint in acelagi

semniplan.
AOla = AO1OB', m(BOB) < 90° = |0B C
int AOB.

fn planul 8 avem m(AOB) = 90° = m(BOB') < 90° = AOB ascutit.
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Presupunem ¢ [OA si [OB sint in semispatii

diferite faid de @ = A gi B sint in semiplane

i diferite fati de OB’ in ptanul 8 => |OB' C int. BOA
B = m(AOB) = 90° + m(BOB') > 90° = AOB este
obtuz.

15) a) Aratati ca cele 6 plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru au un punct comun.
b) Prin acest punct trec § perpendiculare pe fetele tetraedrului, duse prin centrele cer-

curilor acestoe fete.

Solutie:

Se stie ¢4 locul geometric al punctelor din spatiu
egal depatate de virfurile ABCD este perpendic-
ulara d pe pl. A in cenirul cercului circumscris
acestui A notat cu O. Ducem planul mediator
al laturii |AC| care intersecteazi aceasta L1d in
punctul O. Punctul O este egal depirtat atunci
de toate virfurile tetraedrului JjOAll = JJOB|| =
loCl| = [[OD|l. Unim O cu mijlocul E al la-
turii |AB|. Din |[OA] = {OB| = AOAB isoscel
= OCLlAB 1

Proiectam O pe planul (ABD) in punctul O,.

Cum |0A| = |OB| = |OD|

= AOAOQ, = AOBO; = AODO,
|0)O05} laturd comuni ) .

= |0:A| = {BO;| = {DO,} = O, este centrul cercului circumscris AABD. La fel se arata ca
O se proiecteazd gi pe celelalte fete in centrele cercurilor circumscrise, deci prin O trec toate
perpendiculare pe fetele tetraedrului duse prin centrele cercurilor circumcscrise. Deci b) este

demonstrat.
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Din |0,A| = [0,B| = AO;AB isoscel = 0,ELAB  (2)

Din (1) §i (2) = ABL(EQ,0) . . .
= (E0;0) este plan mediator al laturii |AB| si trece
|AE| = |EB]
prin O, jar dreaptei d ii apartine inteseciia celor 3 plane mediatoare ale laturilor |BC|, |CD|,

iBD/, deci O este punctul comun pentru cele 6 plane mediatoare ale muchiilor unui tetraedru.

16) Fie d si d’ doud drepte necoplanare. S3 se arate ci (3) puncte unice A€ d, A’ € d' ai.
AA'ld st AA' L.
Dreapta AA’ se numeste perpendiculara comun a dreptelor d si d'.

Solutie:

FieM cdsid|d, Mc§ Fiea=(d,8)=d || a

Fie: @" = pr d’
d|,a
{A} altfel d i &' ar fi paralele deci coplanare. Fie

. . Ble
3 planul proiectant al dreptei &' =

ﬁﬂazd”

2d'|d=>d" | d=>dNd=

in planul 3 construim perpendicular pe 4" in punc-
tul A gl
AA LA
did

= AA'Ld.

17} Cu notatiile problemei precedente fie M € d, M’ € d'. 53 se arate 3 [|AA|| < [MM'}],
egalitatea fiind posibild numai dacd M = A si M=A.

Seolutie:
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Ducem M'M"Ld' = M'M" Ld = M'M" LM"M = |M'M|| > |M'M"]| = ||A’A].
Egalitate se obtine numai cind M = A si M’ = A'.

18) Fie AA’ L comuni a dreptelor necoplanare d, d”si M € d, M’ € d' ai. {AM|= |A'M).
Sa se afle locul geometric al mijlocului segmentului [MM'].

Solutie:
Fie M € d, M' € & ai. |AM| = |AM|. Fied" = pr,d si M'M"Ld" = M'M" Lo =
M'M"LM"M s
M) AA |A'M) = |AM"] : .
= = |AM| = |AM'| > AAMM’ isoscel.
AM || AM” LA'M'} = |AM]

Fie P mijlocul i [MM'| §i P' = pr,P = PP' || M'M" = P’ este mijlocul lui MM",
AMM" isoscel = [AP' besectoarea § MAM. (PP') fiind linie mujlocie in AM'M"M =
1P| = %HM’M” - %le’Aif =constant.

Deci punctul se afla la o distan{ constanti de dreapta AF’, deci pe o paraleli la aceasts
dreaptd situatd in planul ! pe o ¢e trece prin AP'.

Cind M =AsM' = A' = ||AM}{ = {N'A' = 0 = P = R unde R este mijlocul segmentului
|AA’|. Deci locul geometric trece prin R si cum

AA'LAP . . . .
= RP1AA’ = RP este coniinuti in planul mediator al segmentului |AA'|.
RP || AP
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Deci RP este intersectia planului mediator al segmentului |AA’| cu planul i pe a trecind
prin una din bisectoarele unghiurilor determinate de d si &', ‘se mai obiine inci o dreaptd
continutd in planul mediator al lui [AA"] paralela cu cealalti bisect. a unghiurilor det. de d si
d’.

Deci locul geometric va fi format din doud drepte perpendiculare.

* Reciproc, fie Q € RP un punct (V) pe aceasti dreaptd 5i @' = pr,@ = Q' € |AP
bisectoare. Ducem NN” LAQ''si cum AQ’ este si bisectoare si inditime = AANN" isoscel
= |AQ'| mediand = |[NQ'| = [Q'N"}.
|A'N'| = |AN"}

[AN"] = |AN|

Ducem N'N*Ld" = } = |AN] = [A'N'|

QQI/ ” N/‘NII : Q’ QI’ AYI: NII COpla.naIe # AIV'"QI E (QQIN’N") i ."\r E (QQIN/! f”)
fntrucit Q@) = SHA4 = ZIN'N")
QQI ” IV,N”
coliniare si |@N’| = |@N]|.

} = |Q'Q| linilemijlociein ANN'N" = Q, N', N

19) Se considerd un tetraedru VABC cu urmitoarele proprietiti: ABC este un triunghi
echilateral de laturd a, (ABC) L(VBC), tar planele (V AC) 51 (V AB) formeaza cu planul (ABC)
unghiuri de misurd 60°. Sa se calculeze distanta de la punctul V la planul (ABC).

Solutie:

D= prpcV si E = prygV FD = pryV
(VBC)L({ABC) = VD1{ABC) = d(V,a) = |VD},
unde o = (ABC).

VDL(ABC) o
= DELAB = m(VED) = 60°
______ VELAB
Al e =
\ VDL(ABC) DFLAC = m(VFD) = 60°
=
: VFLAC V D laturd comuni
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_, AVDE = AVDF = |ED| = |FD|

. R } = AEDB = AFDC = |BD|=|DC|{= ||BDjj = -
m(B) = m(C) = 60°

IED|| = g-sin(i()° = g%’g = a4ﬁ
VDl =|ED}| - tg 60° - “4& o3

20) Toate muchiile unui triedru au lungimea a. S& se arate ci un virf se proiecteazd pe fata

opusa in centrul de greutate al acestuja. S& se afle mésurd unghiurilor diedre determinate de
cite doui fete.

Solutie:
FieO = P"(BAC)V§ VAl =VB||={VCl=a -
{{VO}i comunid
= AVAO = AVBO = AVBO = AVCO = [0A! =
V" = |BO| = {CO} = O este centrul cercului circumscris
§i cum AABCsbeedzi]atem.l: O este centrului de
B greutate = OM}] = -uucu = 1 : ‘izf- = “f
a? a 3
1= =gz 3 V9
IVMi| = IMC|| = \jo* ~ = —
. av3
tn AVOM = cos(VMO) = % ﬁ.— L, vito = a.rccos%

21) Fie DE o dreapts perpendicular pe planul patratului ABCD. Stiind ¢ ||BE|| = si
misura unghiului format de [BE §i (ABC) este 3, si se determine lungimea segmentului AE
si unghiul lui {AE cu planul (ABC).

Solutie:
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IDE) =1
m(DBE) =8
in AEDB: |DE} =Ising
{|DB)| = lcos 3.
Dar daci {AB|| = a = ||DB|| = ay/2, deci
IDB|| _lcosp

vz VR

fABj =

In AAEB, dreptungic in A:

_ Peos?p ’2—cos2;3_ 1+sin?8
it TS [T |

) 2
in AADE (m(D) = 90°) tgp=%=$i‘;g=\/§tgﬂ.
V2

22) Dreapta CD 1 planul AABC echilateral de laturd g, iar [AD si [BD formeazi cu planul
(ABC) unghiuri de misurd 8. S& se giseasci unghiul planelor (ABC)si ABD.

Solutie:
CELBA _
R =¥pl. (ABC) si ABD are m(DEC).
M DELAB |
a
A
¢ ABC echilateral = ||CE|| = "Zﬁ
. . ,_a _
Din ACBD: |IDB| = 5 = || D]
. a? _a_’_ [sinf8 .
DE" = \/oos’ﬁ 7 =W ®
av3
o= IColl _ 5 _ V3cos 8
“CE” sin 3 2- \/SinB
a pry?

sau
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a-sinf
L lCDl _ Temp _ 2
ICEI = a3 V3
2

ig B.

23) Fiind date planul a 51 AABC, AA'B'C’ nesituate in acest plan. S% se determine un
ADEF, agezat in ¢ ai. pedeo p.a.rte dreptele AD, BE, CF sgi pe de alti parte dreptele
A'D, B'E, C'F si fie concurente.

Solutie:

Considerdm problema rezolvata si ludm in planul @, ADEF apoi punctele O si O nesituate
in a.

Construim si dreptele [DO, |FO, |EQ respectiv |DO’, |FO' |EQ’. Pe aceste semidrepte
ludm AABC ¢i AA'B'C’. Evident din modul in care am construit dreptele AD, BE, CF se
intersecteazd in O. Prelungim dreptele BA, BC, C A pini intersecteazi planul o in punctele
B, C, respectiv A. Apoi prelungim dreptele C'A’, C'B’, A'B’ pind intersecteazd planul a in
punctele A,, C» respectiv Bs.

Evident punctele A;, B,, C; sint coliniare (pentru ¢& € aY{ABC)) de asemenea A,, B,
C; coliniare (deoarecare € a{A'B'C")).

Pe o alt3 parte, punctele D, F, A;, A, sint coliniare deoarece:

A, € AC(ACOD)

cam A, D, FCa

A, € O’'A' C (A'C'ODF)
D, F A€

} = O, F, A; € a(ACO), deci coliniare (1)

= D,F,A; € a[}{C’'A'O) = D, F, A; coliniare 2

Din (1) §i (2) = D, F, A;, Az coliniare. Analog C, E, F, C; colineare si By, E, D, D,
coliniare. '

in consecintd DEF se afld la intersectia dreptelor AyA,, C1C;, By B; in planul o, deci unic

determinat.
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GEOMETRIE §I TRIGONOMETRIE
(clasa a X-a)
1) S se arate ci un poligon convex nu poate avea mai mult de trei unghiuri ascutite.
Solutie:

A .- Fie A;, As,--- A, virfurile poligonului convex. Si

presupunem ci are 4 unghiuri ascutite. Virfurile
acestor unghiuri formeazi un patrulater convex
AArAnAn. Deoarece poligonul este convex, seg-
mentele |Aj AL, |[ArAm|, [AmA,], [AnA; se afli in
interiorul poligonului initial. Obtinem ci unghi-

urile patrulaterului sint ascutite, ceeace este absurd,

deoarece suma lor este 360°.

Solutia 2. Presupunem ci A;ArAnA, este un poligon convex, cu toate unghiurile ascutite
= suma unghiurilor exterioare este mai mare decit 360°, ceeace este absurd (suma masurilor

unghiurilor exterioare unui poligon convex este 360°).

2) Fie ABC un triunghi. Si se giseascd locul geometric al punctelotr M € {ABC), pentru
care c{ABM] = ¢]ACM].
Solutie:

A Fie |AA'| mediana din A si CQLAA, BPLAA’

ABA'P = CA'Q pentru c&

PBC = B’CTQ alterne interne

4 ¢ PAB = CA'Q opuse la virf
|BA'| = 1aC)
€ = ||IBP} = ||QC| ¢ prin constructie BPLAA’,
CQLAA

Locul geometric ciutat este mediana |AA'|. Intr
adevir, pentru oricare M € |AA'| avem o [ABM] =
a [ACM]
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pentru ci triunghiurile ABM gi ACM au a laturd comuni |AM]| si inilyime corespunzitoare
acestei comune egale ||BP|| = [|QC]|

Reciproc: Daci o{ABM] = o[ AC'M] s demonsirim ci M € |AA'|. Intr-adevir: s{ABM] =
= o{ACM] = d(B, AM) = d(C, AM), deoarece |AM] laturi comuni, d(B, AM)} = ||BP} si
4(C,AM) = ||CQ|| si ambele sint perpendiculare pe AM = PBQC paralelogram punctele P,
M, Q sint coliniare (P, @ picioarele perpendicularelor din B §i C pe AM).

in paralelogramul PBQC avem |PQ) si |BC| diagonale = AM trece prin mijlocului |BC|
deci M € |AA'| mediana din A. '

3) Se d3 un patrulater convex ABC D. S& se afle locul geometric al punctelor M €int. ABC D
pentru care s[M BC D} = s[MBAD].

Solutie:

Fie O mijlocul diagonalei |AC| = }| 40} = J|OC})

o[AOD} =o[COD] (1)
) { 140l = jocy;
pentru ca

||OD’|| inédltime comund
o{AOB] = ¢[COBj (2)

aceleasi motive; adunam (1) si (2) =

o[ADOB} = ociDCBO] (3)

deci O este un pund; al locului ciutat.

Construim prin O o paraleld ia BD pini taie laturile |BC| si {DC| in P respectiv Q. Locul
geometric ciutat este |P@Q}.

Intr-adevir (V) M ¢ |PQ| avem:'

c[MBAD)] = 6[ABD] + o[BDM] = 0[ABD] + ¢|BOD| = ¢[ABOD].

o[BDO} = c[BDM] pentru c¢i M si Q € unei paralele la BD.
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iar o{BCDM] = o[PQC} + ¢|PMB] + o[MQD] = o[PQC] + o[PBO] + o[OMB] +
o[MQD] =
o[{OMB] = ¢[OMD] (B, D € unei paralele la OM
= ¢[PQC] + o[PBO] + o|OMD] + 5[MQD] = s|[0BCD)
o|MBAD) = ¢]ABOD]
Deci si o{BCDM] = 0{OBCD} | = o[MBAD] = o[BCDM].
si din {3)
Reciproc: Dacid o/MBC D) = 65[MBAD)] si demonstrim ci M ¢ paralelei prin O la BD.
Intr-adevir:
o[BCDM| = oc{[MBAD]
§i cum o[BCDM| + ¢[M BAD] = ¢[ABC D}
_ o[ABCD]
2
Deci din (1) si (2) = o[ABMD] = 5[ABOD] = o¢[ABD] + ¢[BDO] = o[ABD] +
o{BDM] = o[BDO] = o[BDM)] = M si O se afli pe o paraleli la BD.

} = o{MBCD] = s{MBAD] =

(1) dar si o[ABOD] = 0[0BCD] = 3[’“;—091 @)

4) S& se determine o dreaptd M N, paraleld cu bazele unui trapez ABCD (M € |AD|, N €
|BCY) astfel incit diferenta ariilor lui [ABNM] si [MNC D] si fie egald cu un numir dat.

Solutie:

Notim | BA|| = asi |ED|| = b, |EM] = =
o[EMN] _z*  [MNCD] -8

o[EDC) % ~ GEDC] = B @)
o[EAB] _o* _ [ABCD] - )
. S[EDC) " ¥ ~ o[EDC} - B
. ) o[ABCD] - o[MNCD] _
Din (3) scidem (2) = S[ECD] =
_a~2* olABNM] a*-2*
T T® T SECD T % )

o[ABNM] - o{MNCD] a*—z2— 22§
s|EDC] = 2 L -
din ipoteza c{ABNM] — ¢c[MNCD] = k 7lEDCY

Din (4) scidem (2) =
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_at b -2 kb2 2 a2 2 . {a?+8)e[ECD] — kb?
=T® T Ecp ¢ Y- x=orTs SECD]

S
a? —

Din relatia (3) notind ¢[ABCD]— S = ¢{ECD] =

Inlocuind aceasta in relatia lui z” obtinem:

2 _p2 22 2 _p2
2_ 2,32 1,20 — b 2 (@®+b)s —k(a® - )
z°=a*+ b — kb o =zt = 5 =
(s — k)a? + (s + k)b?
- 1:2:———5—— =>“EM“=‘/(S—k)az+(s+k)bz
z=||EM s
faptul ci |[EM|| = |DM|| +b

si tinind seama de

_ 2
avem || DM} = \/ (S—.k)—aéw deci avem pozitia punctului M pe segment |[DA|

{era insi suficient si calcularea distantei || EM|}).

iBDI _ ICEN _ [AFY _

IDCY = |EA| ~ FB] ~

5) Pe laturile AABC se iau punctele D, E, F astfel incit
S3 se afle raportul ariilor triunghiulor DEF i ABC.

Solutie:

Se observd din constructie ¢d EQ || AB || RD
mai mult, acestea sint paralele echidistante. Ana-
log EQ, PD, AC si AB, EQ, RD sint de asemerea
paralele echidistante

(l1APY| = ||[PF} = |FBI;; | AE| = | ER}{ = |RC|,

i BRI = lIQDY = | DC).

Notim ¢[BFQ] = S.

Bazindu-ne pe proprietatile:

- doud triunghiuri au arii egale daci au baze egale §i aceeasi Tnalime;

- doud triunghiuri au arii egale dacd au aceeagi bazi i al treilea virf pe o paraleli la bazi.
Avem:

o{ABC] = o[AFE} + o[FER) + ¢[FBO)+ ¢[FRD} + ¢{DRC] = 95
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o|FEL} = o{FER] — c[ELR] = 25 — 6[ELR] prin adynare
o[FDL) = ¢[FRD) — ¢{RLD} = 25 — o{RLD)
= o[DEF] = 45 — (o{ELR} + o[RLD]) = 45 — § = 3.
_o[DEF] 35 1

' o[ABC] T 95 " 3
{eventual pot fi aranjate ariile S).

6) Se considerd un triunghi echilateral ABC si discul [C (0, g)] unde O este ortocentrul
triunghiului si @ = || AB]|. 54 se determine aria [ABC] — [C (o, g)]
Solutie:
oBY = % (BB’ mediani)
in AMOB' -
av3
cos MOB' = -8 = ‘/?g = y(MOB = g

w |

Deci u(MON) = g

Notadm cu X suprafata din disc limitati de o laturd a triuﬁghjului in exteriorul triunghiului.

2 2 2 2 2
o[Z] = o[sector circular MON] - 6[MON] = % - —%sinﬁ()" = % - ‘1—; = %-

(2.8
3 2/
Daci prin aria discului vom scidea de 3 ori 6[Z] vom afla aria portiunii din disc din int.

ABC. Dec:i aria suprafetel din disc din int. ABC este:
ra? a (r \/{—’;) ma® wa® a2\/§_ na® a3

=3 12 ® T T Aria cdutati se obtine scizind

9 " "18\3 " 72

_a*v/3  ma? 243 2233 ma® o*/3 ma®  a?
b """ B " B~ 6 3 -ne
7) S4 se arate ci in orice triunghi ABC avem:

¥+
4R?

a) 1+ cos Acos(B — C) =
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b) (b + * = a?) tg A = 45

. (A
btc sm(E+C)

) =—
2ccos g sin(A+ B)

A B
d)p=r1( cth + ctg 3 + ctgC?2)

A B C _p

\ —. —. Z=£

e) ctg 3 ctg 2 ctg 3 =7
Solutie:

. b + &

a)l+cosA-cos(B—C)= iR

1+ cosAcos(B—~C)=1+cos[r — (C+ B)jcos(B—C)y=1—cos(B+C)-cos(B—C)=
1—%[cos?B+oos2C]=l—%[ZcoszB—1+2m20—1]:2——ooszB—coszc=sinzB+

duleu bZ +i2~b2+c2
4R AR 4R
b) (B + & —a?) tg A= 45

+sin?C

Solutie:
- 48 )

Se demonstreaza ci tg A = Fre—a

A o [PP=a)p=b)(p—c)
o g SnA_ZY °°s- (be)? _ 28 B
A=A 2cos2 1 - P3| T (o) —be) T

be be

_ 25 _ 25 -
- 2p(p—a)-bc) otbtc btc—a T
M(T—) 2———2 — be

4S 45

Gbtac—a?+ P +bo—batbetE—ac—2%c B+E—a?
d) s demonstramcaag§+ ctg§+ ctgC2= 2.
Solutie:
Intr-adevir
A B C A B C plp —a)
dgg gy tdg g =dgg g gy =\ TS
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[ He-b) J W= _ [ ap-8p=0 _ 7 s
\e-ap-0 \b-a-b \e-ap-bip-oF $

Rémine acum si demonstrim ci:

S

P
pr

B A B .
ctg 3 + ctg 3 + ctg % = ctg 3 ctg 3 ctg —g— <= Intr-adevir

A
1 A+ B 1 A+B 7 tg
+ tg =

. 2
+§ 5 = Y Btg &
2

-
|

<
L]
2|
o

2 A
g KAl Ay tg o - tg

2
A A _ B
%3 N R )

2| o | ty

+
iy
o] o

1 1
A B A B A _B< BT B
1—Eg‘2-tg5 tgatgg 1-—tg5Ig5 thtg—z- l—tggﬁgé—

—~
A B B A B A B
ey litwywy)  wywyl-kyey)

2
(a)

1—g o gB g d B
1 gy eyt e

ter g (1ol Dy
85 83 €5 83
q.e.d.

. A \ . A
bt sm(—z— +0C) arBarc bec sm(i +C)
C) A = - S =3 = = =3
sin(4 + B) . A sinC
2¢ cos 0 2ccos —

2

. . A
b sin A2cos C' + sin C cos — A A
QCC-;Cé e 2 :(b+c)sinC=2Csin§cosEcosC+

A
2655.1106082? = (b+¢)sinC = csin Acos C + 2¢sin C cos® — s

LA

2% cos? —

a b c ac - 2

_— = = = = +c)— = —_— &
SoA " smB - snC - = (bregpeesC 3R
2 —_ —_
:b+c=acosC+2coszgzb+c=aa +¥ c2+2.cp(p a)

2ab be

= b+c=
2 2 __ _
=2 +;b C2+2p(pb 9) =% +2%c=a?+ ¥ - +(a+btc)ctb—a)=

= Toti termenii se reduc.

8) Dacd H este ortocentrul triunghiului ABC, si se arate ci:
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a) [|AH|| = 2R cos 4;

b) allAH|| + b BH|| + ¢|CH] = 45.

Solutie:

a) In triunghiul ABB’: ||AB'|| = ccos A

In AAHB' : cos HAB' = |AB'| : | AH| = |AH| =

JAB"  §AB||  ccoSA T nnccosA
" cos HAB' F_\ smC ~ £
°°5(2 ) 2R

=2Rcos A = ||AH}| =2Rcos A.

b) a| AHY| + bl{ BH|| + c{CH| = 2R(acos A+ bcos B + ccos C) T=™ 4R (sin A cos A+

+sin Bcos B +sin C cos C) = 2R*(sin 24 + sin 2B +5in 2C).
Am folosit: sin2A + sin2B + sin 2C = 4sin Asin Bsin C.

sin 24 +sin 2B + sin 2C = 2sin(A + B) cos{A — B} + 2sinCcos C =
nC

= 2sin Clcos(A — B) — cos(A + B)] = 2sin C - 2sin Asin B = 4sin Asin Bsin C.

9) Dacid O este centrul cercului circumscris triungiului ABC iar I este centrul cercului

inscris, s3 se arate c& ||OI|> = R(R — 2r).

Solutje:
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Folosind puterea punctului I fati de cercul C(O, E)
= G| IUF| = jjALl[- D]} (1)

dar JIG]i - {IF}l = (R — |OI)(jiR + lOI]) =
MGl 1IF) = B — [lOT>,

Tinind seama de (1) avem [[{A}|-||ID}| = R*||OI}{.
Calculdm acuma distantele {[7A) si || ID|!

In triunghiul AJTAP

r
il = - @
s b
Calculdm si pe {{ID]:
u(BID) = p(DBI) au aceasi misurs, mai precis:
(ETD) = PED) £ m(AD) _ in(A) + m(B)
2 2
m (D%) = m{DBI) Deci |ID|} = || BDJ]. {3)
fn AABD cu teorena sinusilor avem:
-ﬂ—é—%l—] =2R = iBDj| = 2Rsin g Deci {inind seama de>(3)
sin —
2
\ID| = 2Rsin g. (@)
Revenind in relatia [[TAl] - [ID|| = R? — [|IO}{? cu (2) si (4) avem: rA -2Rsin ==
sin —
2

R? — ||IO|* = |{IO|* = R* — 2Rr = [ IO|® = R(R - 2r).

B—C>2r

Z g

10) Si se arate ci in orice triunghi ABC avem: cos®

Solutie:

B -
r=4Rsin§sin§-sin%=>r=2Rsin§(cosB ¢ B+C =
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. A B-C . A .. A . B B-C
= “cos ——~ — = = _ Z . cos — >
r 21251112 cos — 2R sin ) = 2Rsin ) 2Rsm.2 cos 5 +r>0 =

=>A20=>4R20052§-%—C——8Rr20:3200523_c—2Rr20:>c052£;——c—:2%

o v ose oy A B r
Nota. Rimine si aritim ci sin -* sin — sin

- 2" MY TR
Intr-adevar:

B gz\/@_b)(p_c)_(p_a)@_c)_@_a)(,,_b) _
2 be

AL
. sin o sin = sin

2 ac ab
_Pp—a)p—b)p-c) I S _ o _ 1
pabe pARS ~ p4R ~ 4R

1 1
11} S& se calculeze 2"+ ey stiind c& 2z + ;= 2sina

Solutie:
sin +vsint g — 1

1 .
z-!——=25ina=>zz—-2(sma)z+1=0:zlyz= 1
z

=22 =sine+v—cos?a=> z;; =sinaticosa

.z =sina+ticosa
Deci
22 =slng —-1cose =

Calculam pentru z) §i z5:

1 1\" . 1. . . .
A+ =4+ (——) =z + 23, deci 2" + — ia aceiagi valoare §i pentru z;. §i pentru z,
2] 2z z
si este suficient sa calculdam pentru z.
™

27 3—=(sina+iwsa)"+—1——=(cm(£—a)+isin<——a)]+
1T o (sina + i cosa) 2 2
1 =

+[co5 (7? ) o (g -a)]“ = cosln (5 —a>] + sinfn (5 —a)]+

5—0

m ™ ™ ar

T i T _ T _ 1 os.par ( __)
+ cosjn (2 a)} isin[n (2 a)] 2 cos(n (2 a)‘ 2cos [ na 3
Analog 27 + Z; = 2cos[n ( - %)}

12) S se rezolve ecuatia: (z+ 1) —(z ~1)" =0

Solutie:
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+ n
(z+1)"_(z-1)"=a=>(z+1)"=(z_1)"=>("-i) 1=
z—
1, +1 2km . :
=>z+ =\/I:>z+ =cos—7:+zsm—2kf:>
z—1 z—1 n n

2k .. 2w 2kw .. 2%k%m
> z+1={cos—+isin— }z— {cos — +isin— | =
n n n n

2kr . . 2w 2kn . 2w
= jcos— +i1sin— —1]z=14cos— +isin — | =
n n n n

. o km ..k k kr ..k k
= (—251n2—+2151n—£cos—z) z :26052—r+2251n—7roos—7r- =
n 7 n n n n
krr( kn . krm
2cos — [ cos — +isin —
n n T on . . s .
> z= z = (inlocuim -1 cu #? la numitor)
. okr . km  kw
—2sin” — + 2isin — cos —
n n n
9 km k7r+, . km
cos — { cos — + 1sin — .
n o n n cos k= 1 kn ki

..kvr( kx ,,kﬂ)=._kn=ﬁ°g7="“g?
2isin — [ cos — + isin — 1sin —
n n n n

< ) $ .k 1 . N 3
13) S& se demonstreze ci daci jz| < 3 atunci (1 +1)2° +iz| < e

Solutie:

Intr-adevir:

propr. modulului
et o< abt o il e AL .\ .
(L) iz] TS )3 o fia] R G o] =
114il=2 N
=1 3 P 1 1 1 1 3 N3 L 3
= <2 - —F-—="4 == ; < -,
2l +z[ <2 8+2 i3 4$|(1+2)z +iz] < 7

14) Se dau dreptele d gi d'. S3 se arate ci prin fiecare punct al spatiului trece o dreapts
perpendiculard pe d si d'.

Solutie:
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Construim ald §i A € a. Planul « astfel construit
este unic. Analog construim 81d' si A€ B, aNP =
=ad A

Dinald=dlia

= a este o dreapti ce trece prin
Din fid = d'la

A si este perpendiculard §i pe d si pe d'. Dreapta a
este unicd, deoarece « gi 3 construite ca mai sus sint

unice.

15) Se dau dreptele 4 si &’ nesitgate in acelagi paln §i punctele A € d, B € d'. 53 se afle

locul geometric al punctelor M pentru care:

pr,M = Asipry,M = B.

Construim planul o astfel incit A € a si dla.
Construim plabui F astfel incit B € 3 s1 d418.
Planele o gi A astfel construite sint unice. Fie
e =0a3 = a C adei (V) M € a are propri-
etatea pryM = A.

a C 8= (V) M € a are proprietatea pru M = B.

Reciproc. Dacd in spatiu existd un punct M astfel incit pr,M = A si pruM = B =
s>McasiMef=s>Meaolf=>Mca.

(a si 8 construite anterior)

16} 3 se giseascd locul geometric al punctelor din interiorul nnui triedru abe egal depirtate

de muchiile lui q, b, c.
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Fie A € ¢, B € b, C € c astfel incit ||OA]| =
= OB} = ||OC||. Triunghiurile OAB, OBC, OAC
sunt isoscele. Planele mediatoare ale segmentelor
{ABJ|, |AC|l, |IBC}f trec prin O si O (centrul cer-
cului circumscris triunghiului ABC). Semidreapta
|O0’| este locul geometric ciutat.

Intr-adevir (V) M € [00'| = M € palnului mediator
al segmentelor {AB|, |AC| si |BC| = M este egal
departat de a, bsic.

Reciproc: (V) M cu proprietatea: d{M,a) = d(M,b) = d(M,c) = M € palnul mediator,
planelor mediatoare ale segmentelor |AB|, |AC!, |BC{ = M ¢ intersectiei acestor plane =
= M e |00].

17) S& se construiascd o drepti care si intersecteze doud drepte date i si fie perpendiculari

pe altd dreapta data.

Solutie:
¢ Fie a, b, c cele 3 drepte din spatiu.
/ c I. Presupunem a f ¢ si bf c. Fie @ un plan astiel
( ﬂ incit:
§ } afle={C}
aae={A}sialc
afib={B}

Constructia este posibild pentru c3 afc si bLc. Dreapta AB intilneste pe a pe p si este
perpendiculard pe ¢, deoarece AB C « si cia.
II. Daca alc sau blc, construciia nu este mereu posibild decit daci planul p(a,b) este

perpendicular pe c.
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a III. Dacd alc §i blc, construim planul a.lc astfel

/’ incdite CagibCa#0Q.

4 \ Orice punct de pe dreapta a unit cu punctul b a

este o dreaptd ciutata.

18) Fiind date punctele A si B situate de aceeagi parte 2 unui paln, si se afle in acest plan

punctul pentru care suma distantelor sale la A si B este minimi.

Solutie:
4 5
Se construiegte A’ simetricul lui A fati de a. A’ s
a v B sint in semispatii opuse, o) ]A'B| = O.
O este punctul c8utat, decarece [|OA]| + OB} =
/ {{OA'}l + ||OBY}| este minim3 cind O € !A’'B], deci
) &

punctul ciutat este O = |A'B|Na.

19} Printr-o dreapti si se ducd un plan pe care proiectiile a doud drepte si fie paralele.

Solutie:

F><b
A

£

Fie a, b, d cele 3 drepte date si prin d si construim ur plan in care ¢ §i b si se proiecteze
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dupd drepte paralele.

Fie A un punct arbitrar pe a. Prin A construim dreapta & || b. Din constructie rezultd
bl a, a=plab).

Fie 3 astfel incit d C B 5t fLla.

Dreptele a si b se proiecteaza in 3 dupd aceeagi dreaptd c. Dreapta b se proiecteazd in 3
dupd b, gi by || e

Daci by fe= sNby = {N} = a1p(b,b1) # @ = b{la # @, absurd pentruci b || a(b || ¥).

20) Se considerd un tetraedru [ABCD] si centrele de greutate L, M, N ale triunghiurilor
BCD, CAD, ABD.

a) S3 se arate ¢ (ABC) || (LMN);

b} S4 se afle raportul alABC]

g[LMNY

Solutie:

M centru de greutate in AACD =
IMD|

= =2 1
N centru de greutate in AABD =
N D]
oA =2 2
] @
L centru de greutate in ABCD =
{LD]
=2 3

Dinlsi2 = MN || PQ

} = (LMN) || (PQS) = (ABC) = (LMN) || (ABC).
Din2si 3 = ML || QS

:{i’;g]] =2- % (din faptul c& 0{AQP] = o[ PQS] = o[QBS] = 6|PSC] = s).
_olABC] _4 9
Deci m = 12 =9,

22) Se consideri un cub [ABCDA'B'C'D’]. Punctul A se ppoiecteazi pe A'B, A'C, A'D

respectiv in Ay, A,, Az. S3 se arate ca:

a.) A’C_L(AlAzA;;);
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b) AA]<LA1A2, AA3_LA3A2;

c) AA,A2A; este unpatrulater inscriptibil.

Solutie: B .

C D 4
_ A C D
- N S 4, ™~ ]

B 4 A
P D' -
A
e C D’

B 4’
1. BD_L{AA’C) din ipotezi ABCDA'B'C'D cub (1)

A; mijlocul segmentului | BA’|
{ABA') isoscel si AA; L BA’ = | A1 Asf layurd mijlociein AA'BD = 4,4, || BD. (2)
As mijlocul lui |A’D)|

Din (1) 51 (2) = A AsL(AA'C) = A'C LA As (3)
. HACH-||AA4) av2-a avE
D AT | = : = = —
in AACA': || A4, 40T o 3
2
Din AABA': A4l = 2 =2 ‘/—, analog {|AAsf = ﬁl
a2z
A 3
In AACA : |JAA|? = |44 - JAC| = o® = |44 - oV = A 4] = m%f ¥
. av2
A A = Ir—*ll :
a2 _ V2
cosa = ——= = —(AA'BC
(f 3 \/—( )
2 2 2 2 2 2
A= L 4 & 9@ Y2_5a% 2a8 af
ilA1A2I|—2+3 2\/@ \/g"‘sz 3—;5‘ ,
2 2
AAZ? = larAa)® + A4 — 1)2 = "Tﬁ = % + ‘% = ?g— = 2‘% 4D 44,14, 4, pet.(B)
AAs i AyAs.
2
AALAA drept. cu m{A'AzA;) = 90 pt. cd JA'AL? = A4 + || A414:0° %— =
a? a2 a? 3a* ,
=—3—+-g—@—2—=—6—(a)¢AC_LA1AZ (4)

Din 4 §i 3= A,C_L(AlAgA;;)



AIC.L(ALAgA;;)

A'C L A,A (prin constr.)

ghiurile opuse .:1\1 si ;1\3 drepte = A, A, A3 A patrulater inscriptibil.

29) Se considera triunghiurile dreptunghice BAC si ABD(m(BAC)) = m((ABD) = 90°)
ci MNLCD.

D
N N
o NN
WA
g\ r/ ) \\
\ / .
'Y .
\ ¥4 b Sc
\ /
M
B
Concluzia este adevirati numai dacd ||BD}| = |[AC} adici b= ¢
. Vaz+ 8 + 2 a? B b + ¢
ivol = YEEZE e = o4 O yaay = BES
(cu teorema medianei 7 ADMC). '
MNL1DC dacs [MC|* = [MN|> + [INC|® &
+2 =4+l ==V =b=c

e+ +E P+l
3 T4 -

e 2 | op2
1 + P =a"+ 20" +
30) S& se demonstreze ci semiplanul bisector al unui unghi diedru intr-un tetraedr, imparte
muchia opusa in segmente proportionale cu ariile fetelor aliturate.
Solutie:
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situate in plane perependiculare M gi N fiind mijloacele segmnetelor [AB], [CD]. S& se arate
Solutie:

} = A1A2A3A oopla.na.re = A1A2A3A patrula.ter cu un-

17
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plan bisector

DD'L(ABE)=5
= D'D, LAB
DD, LAB
= D D||C, O
CC'L(ABE)
= C'C LAB cum C',Cy, ¥, Dy
CCi1AB _

m(DDyD*) = m(C°C,C) = z(b semiplan bisector)

sinz = M
R R . ;. DDy} oo jeey DD’} {iDDs)
In triunghiul DD; D’ : sinz = leci = DD ICC iCe = 10C) =
ey 7
DD’} _ o[ABD] W Hec
1CC' ~ ¢lABC]
. o[ABE]- DD/
VABEDI= """ | _ DD _ »ABED "
o[ABEC] < TABELICC | ICCT — ©[4BEC]
dar 3
i _ o|DEC] - d(A,(DEC))
v[ABED] = 3 _, UABED] _o[BDE] _|\DE|-d(B,DC) _
o[ ABEC] = o{BEC]-d(A,(DBC)) W[ABEC)] ~ o[BEC] — |EC||-d(B, DC) —
B 3 .
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_IDEY _ |o4BED) _DEY
IECI ~ |+[ABEC]| ~ |[EC]
o{ABD] ||DE}

D1n1,2,3=>0[—AB—C—=WE—C”C.t. d.

31) Fie A un virf al unui tetraedru regulat g P, Q doud puncte pe suprafata lui. Si se arate
c& m(PAQ) < 60°.

Solutie:

I

Tetraedrul filind regulat = |[AB] =

1BD|j =1
IcP) =1
Q=1

_ HAQIE + JAPP — Q' P

cos JAP = cos(Q"AP") 2(AQ'|| - [|AP| =

majoram numitorul >

e e R e Vg ey R _F+12—111—112+1,12_£+(1-11)(1—'1,) S 1

o7 o 2 22 237

= cos AP > % = m(JAP) < 60°.

Dacd unul din punctele P sau @ se afli pe fata C BD problema este evidenta.

32) S3 se arate c3 suma ma3surilor unghiurilor diedre ale unui tetraedru este mai mare decit
360°. '

Solutie:

163-2

Considerdm triedrul Ozyz demonstrim c3 suma misurilor diedrelor

acestui triedru, este mai mare decit 360°. Intr-adevir: fie 100’

bisectoarea interioard triedrului Ozyz {1000’ intersectia f)lanelor

bisectoare ale celor 3 diedre) ...7 triedrului in 4, B, C.

Mirimea fiecirui diedru cu muchiile oz, 0y, 0z este mai mare decit méirimile unghiurilor
corespunzitoare A ABC suma mésarilor unghiurilor diedre ale triedrului Ozyz este mai mare

decit 180°.
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aloz
Fie {(a,b) pl. L pe oz in C; dar {C'A st {CB sunt in acelasi seruispatiu fati de
bloz

(ab) = m(C) < m{ab).
Fie in tetraedrul ABCD, e, 0,03, 04,05 §l as cele 6 unghiuri diedre formate de fetele

tetraedrului.
m{a; + oz + a3) > 180
+ + > 180
m{en) +mias) + m(ac) Conform inegalititii stabilite anterior.
m{as) + m(aq) + m(as) > 180
m(ag) + m{as) + m{ag) > 180

2{m(a) + m{as) + ...+ mlae)) > 4-180 = m{ay) + ... + m(ae) > 360°.

33) S se considerd dreptele planele d;, d; continute intr-un plan o si o dreapti AB care
intersecteaza planul o in punctul C. O dreaptd variabild, inclusi in a si trecind prin C toate
dy, d; respectiv in MN. S4 se afle locul geometric al intersectie AM N BN. In ce caz locul
geometric este mulfimea vida.

Solutie

Notidm cu a intersectia planelor (4, d,) si (B, d;). Deci

(A,d)) N (B,d;) = a.
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Fie b o dreapta variabili ce trece prin C' si continuti in ¢, care taie pe d; §i d; in M respectiv
N. Avem: MA C (A,d\) MANNB = P(MA st NB se intersecteazs deoarece sint continute
in planul determinat de (AM,b)).
Deci P € (Ady) §i P € (Bd;) = P € a deci P descrie dreapta a intersectia planelor (A, d;)
si (B, d;). Reciproc: ie @ € a
in planul (4,d1): QAN d; = M.
In planul (B,dy) : QB M dy = ?
Drepte N'M’ si AB sint coplanare {ambele se afii in planul (Q, A, B)). Dar cum M'N’' C «
st AB are doar punctul C comun cu ¢ = M'N'NAB=C.
Deci M'N' trece prin C. Daci planele (A, d,) si (B, d;) sint paralele locul geometric este

multimea vida.
34) Un plan « intersecteazi laturile {AB], [BC], [C D], [DA] ale unui tetraedru {ABC D} im
punctele L, M, N, P. Si se demonstreze cii:
HAL| - |BM|i - |CN|l- |PD}f = | BLI[ - |ICM[{- [DN}| - |AP] @

Solutie: Caz particular. Daci planul (LM NP)||BD avem:

Reamintim teorema: Daci un plan v intersecteazid
doui plane a si B al ollang = (yNna)l(yn
B)li{a N B). Daci planul (LM NP)||BD avem:

iLal _ LBl
LPIMN|IBD = 25 = w5 i = LAl | PD| = || AP| - LB

1|: 53'& liflgilll = [|BM|i- [INC|| = IN D] - | MC}]

= AL} - | BM}| - ICN| - | DPji = | BL| - |CM]| - |DN]| - | AP

MN|BD =

ipDl . MALE _ LB

Daci (LMNP)JAC avem: LM||PN||AC = HDNN HMCH HBJW“
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| . = Nit- |l i
{ ICNIl-IDPIl = DN - AP relatia a

ALYl - [ BM|| = |BL] - |C M|
Solutie:
Fie A", B', (", IV proiectiile punctelor A, B,C, D in planul (M NPL).
De ex. punctele B’, L, A’ sint coliniare in planul (LPMN) deoarece se gisesc pe proiectia
dreptei AB in acest plan. |

’ y HALY _ jAA)
AALA' ~ ABLB(U,V) = (7o = 1200
IPD| _ DD ICNY _ IlCC' [iBMY _ {|BB)

4P| — [A4Y” INDff ~ [DD| MCY| ~ icCy
Prin inmultirea celor 4 relatii =

Analog obtinem:

ALY - ||[PD|| - IONY - | BM]]

ILBY-I|AP| - | DN} -[MCy] ~ * = relasia () din d

35) Dintr-un punct A exterior unui plan a se duce perpendiculara A0 O € a si se iau
B,C € o. Fie H, H, respectiv ortocentrele triunghiurilor ABC,OBC; AD si BE inaltimi in
triunghiul ABC), iar BE, iniltime in triunghiul OBC. S3 se arate:

a) HH, 1(ABC)
b) OAL DA\l {BE} _
lAD|| ||H:BY| ||EE:||

Solutie:

M-Mijlocul lui |BC|.

36) Se di un tetraedru [ABC D} in care ABLCD si AC1BD.

S4 se arate:
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a) [AB|* +||ICDI? =
BC|* +||AD|? = |CA}® + || BD)?

b) mijloacele celor 6 muchii se afli pe o sferi.

Solutie:

(1) ABLiCD (ipotez3).

DHI{(ABC)= DH1Ab=> ABLDH (2)

Din 14 2 = ABL(CDH) = ABLCH = CH
indltime in AABC a

ACLBD (8)

DHI(ABC)= DH1AC = ACLDH (4)

Din 3 5i 4 = ACL(BDH) = ACLBH = BH iniltimein AABC b
Din @ si b = H ortocentrul AABC. Fie C; punctul diametral opus lui C in cercul
C{ABC)CC, diametru = m(C;BC) = 90° dar si AHLBC = AH{BC,. Analog BH|C,A
deci AH BC, paralelogram, avem astfel: :
|AH|? + || BC||* = [iBC1I” + | BC|* = |CCI|f* = (2R)* analog
{BH|? + |AC? = (2R)? (||BH|| = || AB:}}) By diametral op'us lui B
ICH|? + | AB|* = (2R)* (|CH| = [|BAi]])
|AH|? = j|AD|* - {| DH|?
dar DH1{ABC) = IBH}?* = ||[BD{* — ||[DH||? [ inlocuind sus avem:
|CH| = {DCY* - | DH|?
HAD|* + | BCY® = (2R)* + | DH|?
i BDI? + | ACY* = (2R)* + || DH|[?
IDCI? + |ABJ? = (2R)* + | DHIP ctd.
Fie N, M, Q, P, S, R mijloacele muchiilor. Patrulaterului NM@QP pentru ci:
NM||CD||PQ (linii mijlocii)
QM| AB||PN — —{| - - = MNQP dreptunghi {NQ{n {PM| = {0}.
dar CDLAB
Analog MSPR dreptunghi cu |M P} diagonald comuni cu a primul dreptunghi deci cele 6
puncte sint egal departate de "Q” mijlocul diagonalelor in cele doud dreptunghiuri = cele 6
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puncte sint pe o sferd.

37) Se di o prisma triunghiulard [ABC A’B’C’] care are fetele laterale patrate. Fie M un
punct mobil pe [AB'], N proiectia lui M pe (BCC") si A" mijlocul lui [B'C"]. 53 se arate ¢i
A'N §i M A" se intersecteaza intr-un punct P i s& se afle locul geometric a lui P.

Solutie:

M arbitrar pe [AB’|

A

N A N = prigecenM

A” mijlocul segmentului [B'C"]

Cind M = B, punctul P ocupi pozitia B'.

Cind M = A, punctul P ocupi pozitia {P;} =
[A'A]N{AA"

(A’A” Ay A dreptunghi, deci P, este intersectia diag-

onalelor dreptunghiului)
[Locul geometric este [B'P}].
Fie M arbitrar M € |[AB'|.
N = prgoeyM € |A1B'} decarece: (B'AA))L(B'CCY).
Prin modul In care a fost construit AA; LBC, AA; L CC' = AA,L(B'C'C) = (V) plan ce
confine pe AA; este perpendicular pe (B'CC”), in pa:ticular (B'AANL(B'C'C)
(1) [B'R] C (B'A"A) pentruci B’, P € (B'AA")
(2) [B'R] C (A'B'A;)  din acest motiv B', P, € {A'B'A;)
Dinlgi2= BP = (A'B'A)N(B'AA)
Fie {P} = |[MA"|N|A'N|
Cum |MA”| C (B‘A"A)si ; = P € (B'A"A)N(A'B'A)) = P € |B'P| N =pripoeyM

A'N| C (AB'A) .
Deci (V)M € |B'A| si avem ci |[MA"|N|A'N| € |B'Py|.

Reciproc. Fie P arbitrar, P € |B'Py| si

In planul (B'A”A) : {M} = |B'A| N |A"P]
In planul (B'A’A;) : {N} = |B'A,|n|A'P

Trebuie si demonstram ci ...7
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intr-adevir: A'A"|[(B'AA;) deci orice plan care trece prin A’A” va intersecta (B'AA,)
dupd o dreaptd paraleli cu A'A". Deci MN||A'A" sau MN|AA; cam M € (B'AA,) =
MNL(B'CO). '

Am dem. (V)M € |B'A|si N = prwcey avem ci {P} = [MA”| N |A'N| descrie [B'P)] si
reciproc, (V)P € [B'Py] existd M € |B'A| 5i N € |B'A| astfel incit N = prigicicyM si P este
intersectia diagonalelor patrulateruiui A’NMA".

38) Fie tetraedrul {ABCD] §i G centru de greutate al triunghiului BCD. Si se arate ci
dacd M € AG atunci
v[MGBC) = v[MGCD] = vIMGDBJ.

Solutie:

1 o[CDG] = o[BDG] = o[BCG)] = "[B?,CD3

rezultat cunoscut

e[GC DJd(M, (BC D))

J[MGCD] = :
3 { v[MGDB] = "{BDG'ld(gl, (BCDY)
s[MGBC] = ”IBCG}d(gl, (BCD))

Din 1 5i 3 = v[MGCD)] = vy[MGDB] = vy[MBC].
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