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e livre s'wdresse aux &léves du lycée, aux étudiants
et aux professeurs, Il contient 140 problémes originaux publiés
par l'auteur dans les revues scientifiques. les problémes sont
utiles pour préparer les concours ', les examens, les olympiades
mathématigues, Beaucoup d'etx ont un caractire généralist,

Pour chaque probléme on donne ume solution détaillée.
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1.4, Quatre équirves de footfall : A; B, C ¢t D ont participé « un
tournoi. Ie classerent Tinal n'a pas été entiérement g°rdé, les chiffrcs
essuyés Stant indicués oar des étoiles (elassement, équipe, nombre des
matchs joués, des victoires, des matchs ml3, des défaites, buts marqués,
buts aciissés, nombre des Tof ats Tamds)

i, A 3 “ e % 52 6
2. 3 * * %2 3 -3 *
3, c 3 * X » 4 - »
4. D 3 * % 1-4 *

Ies ¢quipes ont été départagdes par les critéres conmus du football,

et le classcment Slaboré de mame,
a) Cowvléter le classcments

b) Trowver le résultats de tous les matchs disputés,

SOIUTION :

a) L'équipe A a joué 3 matchs, donc A a joué aussi contre B. De meme
pour C et D. D'oly, B a joué 3 matchs., A& a 6 points en 3 matchs, donc
4 a gagné tous les matchs, c'est-&-dire A a 3 victoires, zéro match
nul et zéro défaite. B a 2 défaites, mais B occupe la deuxiéme place.
I1 en résulte que le troisiéme match de B est une victoire, parque que @

si ce match est nul, alors C et D auront ensemble 6.2 - (6 + 1) = 5 points
et donc au moins 1'une delles aura plus de points que B, Ainsi B a

2 pointsa

C et D ont ensemble 6.2 ~ (6 + 2) = 4 points. D'od C et D ont tout les
deux z points; puisqu'autrement il en résulterait qu'au moins 1'ume de

C et D aurait plus que B.

Donc 7 a une victoire, zéro -ich nul et 2 défaites. De meme pour D.

(C et D ne peuvent pas obtenir les 2 points de deux matchs nuls, parce
que A et B n'ont aucun match nul) C a encaissé

(5#3 %4 +1)~(2+3+4,=4 buts. Ie classement complet est @

1. &4 3 300 5 -2 6
2. B 3 102 3-3 2
3. C 3 1002 4 -4 2
Zo D 3 102 1-4 2

On s2it que dans un classement, la somme des buts marqués par toutes
les équipes est égale & la somme des buts encaissés par toutes les
équipes.

b) On détermine les pronostics des matchs.

A a 3 victoires; donc L =B =1, A~C=1, A-D =1,
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B et C ont le meme nombre de points, la rgéme différence entre les
buts marqués et les buts encaissés, le meme nombre de victoires,

mais B occupe une place supérieure & C, il en résulte que B- C =1,
d'ol B=D =2, puis C =D = 1. :

D a marqué un seul but et a une seule victoire, donc E-D=0 -1,

A a 3 victoires, 5 buts marqués et 2 buts encaissés; la différence
est 5 - 2 = 3, Llors A a eu les résultats 3 1-0,1~-0y 3~-20u
1-0,2-1, 2~-1. Comme A — D =1 et D a marqué son seul but contre
B, il en résulte ¢t A-D =1~ 0, d'oh 1'on tire C-D=3-0.

Ia situation&ct .

I. & 2 200 4 -2 4
2. B 2 101 3-2 2
3. ¢ 2 002 1-~-4 0

avec les pronostics antérieurs.

A peut avoir les résultats ¢ 1 -0y 3 -2o0ou2-1, 2~ 1. On observe
qu'on ne peut avoir ni le résultat A — B = 3 - 2, puisque B n'a
enregistré aque 2 buls; ni A - B = 3-2, puisque C ne peut
plus marquer qu'un but. Donc, il reste l'alternmative 2 - 1, 2 - 1,
Q' A A-B=2-1, A~C =2 ~1¢et on obtient B~ C =2 -~ O. Ies
résultats exacts sont

L-B=2-1, 3~C
B“'D—"—O"lyC"D

2—1,A-D=1—O, B"C'—_Z"‘O,
3—00
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4.2.A la fin d'un tournoi de fottball entre les équipes A .- .8 ~

<35, b’ le classement était le suivant : g
ls & 3 201 2 -1 4
2. B 3 201 2-1 4
3. C 3 111 4 -4 3
4s D 3 012 3 -5 1

les critéres qui ont départagé les équipes étant ¢

a) le nombre des points accumlé;

b) la différence entre les buts marqués et les buts encaissés,
¢) le nombre des victoires,

d) la victoire directe contre une équipe.

Trouver tous les résultats des matchs.

SOLUTION :

Tout d'abord on détermine les pronostics exacts des matchs
joués.

Ies équipes A et B ont le meme nombre de points, la géme diffé-
rences entre les buts marqués et les buts encaissés, le meme nombre
de victoires, mais A occupe 'a premiére place pendant que B la
deuxiéme. D'oll A — B =1 (c'ust-a-dire, 4 & gagné le jeu). B a deux
victoires et une défaite, donc B- C =1 et B~ D = 1., Ies équipes
€ et D sont les seules qui ont chacune un jeu égal. Alors C - D = X
(oh X signifie le match égal). A a une défaite, alors 4 -~ C = 2,

Ies pronostics exacts sont 2

A—B=1,A—C=2,A—D=l,B—C=1,B-—D=1,C-D=X
Déterminons les résultats,

Puisque A a 2 victoires et seulement 2 buts marqués, donc ces
victoires sont obtenues par 1 ~ 0y 1 ~ 0o Ona donc A -~ B =1 -0 et
A-D=1-~0,d'ol A -C =0 - 1.0e:maniére analogue pour B on a
B-C=1-0etB~D=1-0, et ondonne C -~ D =3 - 3, les
résultats exacts sont

A—le—OQA—C=O—19A—D=I—O,B“C‘:l‘OgB“D=1—O’C"D°3‘30
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4% A’ 1'élaboration du classement de football suivant, quatre fautes

ont été faites , 1'ordre des équipes restant le meme 3
1. & 3 210 1-0 5
2. B 2 101 54 2
3. C 3 102 6-6 2
4. D 3 021 2-5 2
ag Quelles sont les fautes ?
b) En corrigeant ces fautes, trouver les résultats de tous les matchs
joués,
SOIPION .

a) Puisque A, C, D ont joué 3 matchs il en résulte que B aussi a joué
3 matchs (on ne peut pas avoir 2 matchs joués pour chagque égquipe,
parce qu'il y aurait plus de quatre fautes dans le classement). Le troi-
giéme match de B ne peut pas etre une victoire, parce qu'il y aurait
en tout 5 +4 + 2+ 2 =13 # 12 points (on ne peut pas faire dtautres
modifications sur les points de A; C ou Dy puisqu'on obtiendrait plus
de quatre fautes). .

De maniére analogue, le troisiéme match de B ne peut pas etre une
défaite. Donc B & un match mul ( la troisiéme faute). A a 2 victoires
et u- seul but marqué. Le no~bre des buts marqués 1 + 5+ 6 + 2 = 14+
% 15=0+4+ 6+ 5 qui 2=t le nombre des buts encaissés pour toutes
les équipes. D'ol A a marqué 2 bats (la quatriéme faute). (On ne peut
pas faire des modifications sur les buts encaissés par A ou par les
autres pour la meme raison.).

b) Ie classement correct est @

1. & 3 210 2 -0 5
2, B 3 111 5~ 4 3
4, D 3 621 2=-5 2

1°) T1 faut établir les pronostics exacts.
D a 2 matchs nuls et A et B ont chacun un match nul.
Alors A - D =X, B—=D = X. L'équipe A a encore 2 victoires., Donc -
A-B=1,4-C=1,DeB-D=XetA-B= 1 on tire B- C =1,
parce que B a une victoire. De méme C - D = 1. Ies pronostics exacts
sont @

A—B=l, A—C=19 A—D=X9 B—C=19 B“D=X9 C‘D=10

20) Maintenant, il cuffit d'établir les résultats exacts.

A a 2 victoires et 2 buts marqués. Alors A~ B=1 -0, 4-C=1-0,
Parce que A n'a encaissé aucun buv, on a A-D=0-20,.

Bn retirant 1'équipe A du classement (avec tous ses résultats), on
obtient m sous-classement @



3. € 2 101 £ -5 2
4. D 2 011 2-5§5 1

avec les pronostics conmus ¢t B~ C =1y B=D=X, C=D=1

B a une victoire et zéro défaite et la différence de buts § - 3 = 2,
D'ot ¢t B~C=2-0ou3~-1lougqg-2o0us5-3,

C a e victoire, et la différence de buts 6 -~ 5§ = 1; mais puisque

B a battu C de 2 buts, C gagne donc de trois buts contre D, D'olt
C=-D=3~0o0ug-1.

SiomaC=D=3~0salorsonaB~C=5~-3,et B~D=0~20,
¥ais ¢a signifie que D a zéro but marqué, Contradiction.
DoncC~D=4~1,Etona ¢t B~C=4-2, B-D=1-1, Ces
derniers résultats vérifient le classement,

les résultats sont s A-B=1-0y,A~-C=1~0, A-D=0-0,
B-C=‘4"‘2, B‘-D=l-19 G“D=4"lo

le probléme est déterminé de fagon unique,
Ie probléme est complétement démontré.



4.4, Pour les préliminaires du championnat mordial de football on
dispute, aller et retour, les matchs d'un groupe de 5 équipes ou
se qualifient les 2 premiéres.

Détorminer le nombre minimum de points pour lequel une équipe
peut se qualifier, et aussi les résultalts qui favorisent la qualifi-
cation.

Généraliser dans le cas d'un groupe de n équipes, ou se quali-
fient les m premiéres (1 L£mgn Yo

SOILTICH.

Resolvons dircctement pour le cas général, 1l'autre cas résultant
par particulisation. ’

Dans un groupe de n équipes se disputent

2 {n-1) + (n2) + .c» + 2 + 1l =n (n - 1) matchs. Le nombre total des

points €.t ©2n (n—l)n Sins= 1;;_6 nombre minimum de points sera

2n(n-1) sn=2(n~-1) points (toutes les équipes ont le meme

nombre de points, mais celle qui aura la plus grande différence entre

les buts marqués et ceux cncaissés va se qualifier. Si 1l'une des

dquires o moin~ Iz 2 = 1) poinis, alors il en existera ume autre

qui en aura plus de 2 (n - 1), puisque le nombre total de points est

éz2l 3 2n (n—-1), Si m = n, bien sur, le nombre minimum de points

est zéro.

Ie cas 1 m< n. 1L'équipe qualifiée avec le nombre minimum de points

. sera la m — iéme. Pour qu'elle 2it le minimum de points il faut que

les (m - 1) premiéres équipes obiiennent le maximunm de points possible.

D'ot 1'équipe h — iéme, 1.<;11§f m- 1, aura 4 (n — i) points. les

(m - 1) équipes auront 4 (n - 1) + 4 (n - 2) + ee. 44 (n-m+1) =

=2 (n-1) (2n - n) points. Du nombre total de 2 n (n - 1) points

on enléve les points des (m - 1) premiéres équipes et on trouve

2 (n-m (n-mn+ 1), cui représcnte les points des (n -m+ 1)

derniéres équipes. Donc 2 (n-m)(n-m:l)
. ’ n—-n+1

nombre minimum de points tel qu'une équipe puisse se qualifier,

2 (n - m), qui est le




4.5.A un concours de pronostics concernant 13 matchs de foothall, une
personne joue en utilisant m doublets et n triplets, 0 ¢m+ n. g 13,

-

m,n;—.//(/.

a) Dans lc cas ol il obtient une variante & 13 résultats exacts,
implicitement combien de variantes 2 12 et & 11 résultats exacts
obtient-il ? :

b) De méme, s'il obtient une variante & 12 résultats exacts, implici-
tement combien de variantes & 11 et & 10 résultats exacts va-t-il
obtenir ?

SOIUTION 3

Il y a 13 matchs ot pour chacun il existe trois possibilités ¢

1, X ou 2 (c'est-2-dire, rapporté & la premiére équipe, victoire,

match nul ou défaite).On a cn tout 213 variantes possibles (plus

de 1.000.000). Ayant m doublets et n triplets, il en résulte qu'on
a 13 = m -~ n solitaires (c'ést—?a—dire) des matchs pour lesquels on

donne un seul pronostic). On forme 27 2" variantes on tout.

a) On obtient m + 2n variantes &
Si m) Zetny2ona €2+
sultats cxacts; si m) 2 et n
n

ng2 ona 2-m jsimn 2,

12 résultats exacts,

4-C § + 2 m variantes & 11 ré-
2 ona Cﬁ+ 2m 3 sim 2
> 2 ona 4.0§+ 2m;

b) Ie cas t ol un solitaire est faux. Alors il en résultc s

2+2n variantes & 11 résultats exactse.
¢ &+ 4-C § + 2-m variantes & 10 résultats exacts, ni m}, 2,
< n),2.
4.C§+ 2.m , si m¢ 2, n 2, variantes & 10 résultats exacts.

" C 2 + 2m, si m}, 2, n < 2, variantes & 10 résultats oxacts,
2m , si m¢ 2y, ng 2, variantes & 10 résultats exacts.

Ic cas : ol un doublet est faux.

(m = 1) + 2n variantes & 11 résultats exacts.
ona ) C2._1+4C 2+ 2 (m=1)n varia‘.ntes &4 10 résultats exacts,
‘ sim2 3, n 2.
+ 2.(m=1).n variantes & 10 résultats exacts.
simg 3, ny, 2.

¢ % -1 % 2.(m-1).n variantes & 10 résultats exacts,
si m), 3’ n ( 24
2-(m-1). n variantes & 10 résultats exacts
sim¢ 3, n{ 2.

S1AV]

.4‘0
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1.¢ . A une tournée d'échecs ont participé 10 joueurs $ Ajy Ao 3 eee

4 10 - chaque joueur 4'échecs a joué avec chacun des autres parte-
paires un match. Pour chague victoire il a gagné un point, pour
chaque partie nulle un demi-point, et pour chaque défaite zéro point,

A la fin de la fournée, le classement était @

l. & 9,5 points " 6. Ag 4 points
2. A2 9 points T7-9 47 2 points
3. &3 6 points T-9. 4g 2 points
4-5. 45 5 points . | " 10. 4310 1 point

Yontrer que dans;Ce'classément«il éxiste au moins trois fautes |

SOLUTION.

Ia premiére faute Al ne peut accumiler qu'au maximum 9 points,
parce qu'il joue seulement 9 matchs, donc pas 9,5 points.

Ia deuxiér: faute 3 A2 , situé & la deuxiéme place dans le clas-—
sement, ne peut accumler qu'au maximum 8 points, pas 9 points,
parce qu'il peut gagner au maximum 8 matchs (le ncuviéme match,
disputé contre Al sera perduj contre Al’ le joueur A2 ne peut pas
faire match nul puisqu'il en résulterait que AQ occuperait la
place 1 - 2, pas 2).
1a troisidme faute t dans cette tournée ge sont joués 9 + 8 4+ Teaet 1=
= 45 matchs, donc le nombre total des points du classement doit etre
45, que .

995 + 9 + 6 + 2.5 + 4 + 3.2 + 1 = 45,5 == 45.
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1.7. Soit unegrille de mots—croisés (de n lignes, m colonnes et
p cases noj’:res), telle qu'il n'existe pas deux cases noirs qui
aient un coté commmn. :

a) Déterminer le nombre total des mots (horizontaux ct verticaux) ~
dn appelle "mot" meme ceux qui contiemnent seulement une lettre-—.

‘ b) Trouver la différence entre le nombre des mots horizcntaux et
celui des mots verticaux.

SOIUTIONS

a) Montrons que ¥ = n + m + CNB + 2-CNC, ol

¥ = le nombre total des mots de la grille
CNB = lc nombrc des cases noires de la zone B
CNC =

le nombre des cases noires de la zone C.

Considerons la grillc partagéce en:3 zZones $

1° les quatre sommets de o P T T AT O A -
’ o A L
la grille (la zone A))- A /f,’;’%ﬁ///ﬂ A A
2y ﬁ’/ é
2° la bordure de la grille /‘,’ ‘f’ //f
moins les quatre sommetsi 3~ /T 7y
(1a zone B) ; 3, L L7
. o RN S T Y Ol VAT S Vs Ve ~
30 la partie de 1l'intérieur] A ’///{//I/ f,l//:/-,;; _15 25 //’ ?}/ffr,///, A

dc 1la grille (la zone c).

On suppose au début la grille sans aucune case-noire .
Alors, elle a n + m mots.

— Si nous posons une casc noirc dans la zone 4, le nombre total des
mots reste le meme. (Donc le nombre des eases noires de 1z zone A
ne préscnte pas d'importa,nce.).

- Si nous posons unc case noire dans la zone B, par exemple sur la
ligne 1 et 1la colomne Jy, 1 ¢ J<m; le nombre des mots croit d'ume
-unité ( puisque dans la ligme 1 se sont formés maintenant deux mots
(avant il y avait un seul mot), et dans la colonne j il reste aussi
un seul mot } . Ia situation est analogue si on pose une case noire
sur 1la colomne 1 et la ligne i , 1<i<n, (on peut renverser la
grille : 1'horizontal passe en vertical et réciproquement). Donc,
pour chaque casc ncire de la zone B on ajoute un mot au nombre total
des mots de la grille.

— Si on pose une case noire dans la zone C, par exemple sur la
ligne i 4 1 {i <n, et 1la colonne js 1< § <my alors le nombre
des mots croit de deux unités : tant dans la ligne 1 que dans la
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colonne j se trouvent maintenant deux mots, & l'encontre de 1a
situation antérieure ou l'on a seulement un mot dans chacune. Doncs
pour chaque case noire de 1la zone C on ajoute deux mots au nombre
total des mots de la grille.

b) Partageons 12 zone B en deux partics @
— 1a zone BO = la partie horizontale de B (les lignes 1 et n)
— 1a zone BV = la partie verticalc de B (les colomnnes 1 et m)e
Alors ¢ NO — NV =n - m + CNBO — CNBV, ou
FO = le nombre des mots horizontaux
NV = le nombre des mots verticaux
CNBO - le nombre des cascs noires de BO

CNBV = le nombre dcs cases noires de BV.

1a démonstration de cette proposition suit le fil de la
précédonte, ot utilise les résultats suivants

- S'il n'y a aucunc case noire dans la grille, la différence
WO — NV est égale & n — D,

— Si on a wne casc noire dans la zone A, la différence reste la meme,
— De meme pour la zone C.

— Si on a unc case noire dans la zone BO, alors la différence sera
n-m+ 1, et si la case noire sc trouve dans la zone BV, alors la

différence sera n — m — L.

De 13 résulte b)o



000



2K,

—————

Déterminer le dernier ohiffre des nombres de la suite

n
de Fermat Fn=22+1, avec n € J/.

SOILUTION.

Pour n =0 on a FO =3,etpmn'n=lontrouveFl=5.

n—2
Pour n > 2 il en résulte que Fn=22n+1=24.2 + 1=
-2
= 162n +1=16 K2 qui contient, comme dernicr chiffre,

-

6 + 1 = T, parcc que la puissance de 16 sc termine par 6.
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2.9 Soit p le produit des n premicrs nombres premiers.

. : or : { ¥
De::;rmlner l'ensemble F =4 -l ¢ /P\/ ; Q,('I:Jl‘.“,
(r/ {.f cignifie multiple Je p.:)

, !

1
[

SCIUTION.

i & n, il faut que c)(>/ P..

/ (i
Pour que o< . =d%ﬁ‘ s 1 < .

-~
NS
F

Donca(;n?-x{r,;;,= .
b "1

] | .
Pn!=1F-p.y.p... : : -
n f, F;,'-ff; F,,,,,"'Fn , dou Pn"Mf”
P est lc plus petit nombre qui 2it cette propriété, puisque
n
s'il existe un o' p  2lors o(’ _/ + (/%/3 ,
r: ry

SiaN ® alors, bicn sur I N JAinsi que

{B’/ ,Dr} ’ ) ,6 s - C//[,I/

-
F"‘“L rﬂ '})n"'“ ;!D‘,)"’Z) ‘w\i- .
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2 40.Déterniner le plus petit nombre naturel tel que sa factorielle

soit mltiple de chacun des entiers 1970, 1980, 1990 et 2000.

SOLUTION,

Ie plus grand nombre premier qui divise 1'un des entiers de
1'énoncé c'dst 199,
Soit o € J{/ 1le nombre cherché. Alors o< ! = g/q?z 1990,
aton of = 7 199. Done <X 3, 199, On premd o = 199,
199 1 = 710 parce que 10 < 199. On a aussi 199 ! =" 197,
Puisque (10,197) = 1, il en résulte que 199 ! = o/bz 1970,
199 i
199 1 - SN 55, mis (36,55) = 1 3
dton 199 ! =g"3‘536;55 = M 19%0.
199 ! =J%16 et 199 | = M 125 et (16,125) = 1 ;
donc 199 ! = a./‘/é 2000.

On suppose par l'absurde gque < n'est pas le plus petits
Alors, il existe o<’ < 199, tel que X' I = (/‘41 199;

contradiction,

I
-
=

O
8
L 4

u
LS
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2 41.0n donne les naturels A et B. On considére I-il = A + B,

2

seulement par les m derniers chiffres de X.

M,=A-3B, M =4 . B . Onnote X, le nombre formé

a) Montrer que pour comnaitre les m derniers chiffres de

Ml il suffit de connaitre les m derniers chiffres de la

sommne Am + Bm. Meme gquestion pour M2 &-‘,M3’

b) Généraliser.

c) Que peut—on dire des m derniers chiffres de A e

SOLUTION.

T n . m
a) On peut écrire A = ﬂlom + Am et de meme ¢ B =J%‘.’° + Bm;

Alors M1=A+B=(_,ﬂZ"°m + (&, + B)e

Aussi M2-=A-—B=¢ﬂlz,10m' + (4, - Bm) et

M3=A;B=4Z’.’O?‘ + (&, . Bm);

b) Généralisation @
Si E (A1 Sevey An ) est une expression arithmétique ol

se rencontrent seulement les opérations + 4 =, « et =i

A.l,..;;, A sont naturels, alors
n

E (&4 seeey &) )= E (A__L,m seees A o )y

ol Ai n représente les m derniers chiffres de Ai .
’

Ia démonstration résulte de a)e

c) AB est une multiplication répétée; Donc

Wb, = & .
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2.12.En sachant qu'il cst h heures et m minutes, 1 b 12,

0 £ m < 60, trouver apréds combien de temps les aiguilles Je la

montre vond former un anzle of 4 avec O \<,,( < 360°,

SCILUTICN.

Tout d'abord on détermine les vitesses angulaires pour chaque
aiguille de la montre.
Ia grande aiguille parcourt 360° en une heure;

d'ot V, = 6°/min.

la petite aiguille parcourt 360° en 12 heures ; d'olh

v, = 0,5° /min,

On calcule 1'angle existant déja entre les aiguilles
de la montre 2 h heures et n minutes.

Ia grande aiguille a parcouru 6m degrés.,

Ia petite aiguille a parcournu (60 h + m) 4 0,5 =30 h + 0,5 m

degrés.
Notons x (en minutes) 1'inconnue du probléme.
L'angle formé par les aiguilles c'est - | 6m - 30h - 0,5 m } =
= } 593 — 30 h_' . (On considére des angles positifs, parceque
dans le probléme on ne spécifie pas le sens des a.ngles-)
4) Cas ol |5,5m - 30h|C . '
a) 5,5m - 3¢h >, 0 {(=> la grande aiguille a parcouru une dis-
tance (en degcés) supérieure ou égale & la distance parcourue
par la petite aiguille. ,
=/ 4 30h -~ 5,5m
555

Ona 6x - 0,5t = o = (5,5m —~ 30h) =» x =

b) 5,5 m—=30h < 0. Clest la situation contraire,

~N
On & 6X“0,5X=n(—(5,5m—30h)=>x=°(+20k51—515m,
9

B) Cas olt [5,5m—-30h]>eC .

a) 55m-30h > 0.
o + 360 + 30h ~5,5m

On a 6x — 0,58 =l + 360 — (5,5m = 30h) => x

595
b) 5,5m~-30h < O.
On a 6x - 0;5%x=|5,5m = 30h| =o€ = 30h - 5,50 =of

X_30 h - 5,50 =
- 555 -

=
rd
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2 .43.Soient 8y 3 sees AZn +1 des entiers, et b‘} ,...,'b2n + 1;1es
memes nombres dans un autre ordre. Montrer que l'expression
E = (a1 + bl)... (a.zf1 c1f Pons 1) est un nombre pair, ol
les signes + et — Sont arbitraires pour chaque pa.renthése;
( Généralisation du prodbléme A.7 5 Page 105, de D. Gerll et
Q. Girard, "les olympiades internationales de mathémtique",

Hachette 1976.)

SOLUTION:

On suppose que 1'expression E est impaire. Il en résulte que
chaque parenthése-est impaire, alou chaque parenthése contient
un nombre pair e-t 1'autre impair.

On a donc 2n + 1 nombres pairs. Mais, si da.ns’une parenthéso se

trouve un a; pair, alors il existe une autre parenthése ol
o .

se trouve un b, = a, o donc b est pair.
Jo i, Jo '

Ainsi le nombre des pairs est un nombre pair, qui bien sur est

différent de 2n + 1. Contradiction.:
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2 {4.Résoudre 1'équation 3 - p(X ) = 24, en sachant

que ¢ (X) représente le nombre des nombres positifs,

inférieurs & X et premiers & X.

SOLUTICNS
parce que § (X)e M/ , il en résulte que X = 24 + ¢ (x)e f/*

ot X3 24 + Soit X = By .. P s, °(i€ [ai* ;P premiers,

différents entre eux, i = -1_,-5.
L, oC e
¢ (X) = Pl‘ 1 L LA 4 PS 8 1‘ (Pl - l)o.o(Ps — 1), ¢ étant 1&

fonction d'Buler de la théorie des nombres.

c[1 -1 "(s -1c .
X - ¢(X) =Py ees By . ‘LPl... P, —- (P1 - 1)‘.’.‘;(?8-1)] =
=24 = 23.31 5

oy o2
Donc, évidemment, X a la forme ¢ X =2 .3 !

a.vec‘o(l,o(a € J/* . Klors s = 2,

. o, -1 < ~1
On obtient X — § (X)-= kN 1 . B 2 .{PI-PZ—(PI—I)‘
'(Pz—l)-! ) o -
otostoardire X - § (X) = RN AL b 2.3,
ou 20(" - .3 gt ot 31, d'tou o(l =o(2..-= 2 et en conclu~—
sion X = 2° ;33;3’;’
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2.15.50it § (n) la fonction d'Buler. Montrer que ¥

¢ (n) est nombre premier si et seulement si n € g 0, + 3 + 9,

£6%.

SOLUTION.

Suffisance.

goy=g3)=49 (J-f 4) =g % 6) = Zaqui est nombre premier.,

Nécessité.

$ (+1) =@ (+2) =1 qui n'est pas un nombre premier. Donc

Soit n = + Dy 1 oo Py S avec Pysecces Py nonbres premiers

dlfferents. :
Ly € f/x,i € (12,...,3‘} .
g (n) = pf( (pp = Deee 2 < ‘1(p -1)= -ﬂlz pour

¢{+ 1,12}parce que p; —1 =Jlf20up it edMoe,

Comme § (n) est un nombre premier i1 en résulte que B (n) =2 .

Done p; ~ l-loup. 1= 2.Ilsu_1tquep=2ou3.
pi=2==%'=( _-2.Doncn=4,3,6.A1ns1ne[+3,+4,+6\f

Mai § (0) = 2 qui est premier, donc
n é {O, + 3’ '*44, + 6 ‘1:’ . - -
- - - - 2
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Soit un nombre entier m tel que ) (m) (//4, ou ﬁ représente 1'indica-
teur d'buler. Montrer qu'il exisce un nombre pair de racines primitives
nedulo C{)m‘, (Un entier a s'appelle racine primitive modulo

- . Y (m) — ! X { ”~ g

n, sia = 1 (mod m) et a #1 (mod m) pour 1 L K < cr‘s(m).)

SOIUTICH: _

1) S'il n'existe pas de racine primitive modulo m, alorg  on a O racine
et 0 est pair. _

n) §'il existc des racines prlmltlves,s01t T l'une de celles—ci.

on a (rgm)=1,r¢(m) =1 (mod m) et rK;I(modm)pom
1£{X¢ % (n). Montrons que m — r aussi est une racine primitive

modvlo m.

4) Tout d'abord m - == v (20 m), puisque dans le cas contraire il

en résulterait 2 O(mod m), ou2:c'=1: . my, avec ¥t €& Z.
Comme p(m) = "74, ona m & { O,+1,'i27{ .

£ = . -~ 77 - 3.

Ym=2h,h ¢ /] {o,+13 On a 3

m}Zr => 2h ! or = h‘r => (r,m)_h++1absm-de.

pim=21+1, b e/ - {-10 . Ona:
m} or == ;“Ajr =3 (r,m) =m =7é +1, absurde.
Dick ¢ - ihr (md m).
"B) (mymr) = 4 => dim et dj’;m-r —_—_.—';dzr =4 = (r,n) =
dome (m - o, &' = 1.

(m - r)"’; "\:;/ = 1 (mod m), conformement au théoréme d'Buler.

On suppose per 1:zbsurde qu'il existe i € JK/* 5 M ¢> (m)

avec (o - 1) s 1 (mod m). Il en résulte 1 = (m - r) =z (-1) =

= (=1) Y (mcé n). Dot p est impair (sinon 11 en résulterait
M1 (med n) et 1L gi‘ (m), clest-a-dire r ne serait pas racine
primitive‘); Donc g 2p + lavecp € //(/ et :l:'/'k = -1 (mod p), ou
+2%: 1 (mod p)e L,:s, ¢ & (m), cela implique que 24 { 2- q')(m)
Comme T esv 12 macine primitive ona 2 /¢ = ¢(m), ou ¢(m) o
z.(2p + 1) ,_1,/“,_,, oniradiction. Ainsi (m - r)/" £ 1 (mod m)

pour 1 \//., ¢ o (u 2), done m — T est aussi une racine primitive.



2.4 Soit m un nombre naturel >/ 3y et Biseee ap tous les nombres

positifs inférieurs & m et étrangers a m

Flors a; + a, Feeot a, = /LZm

SQIUTION.
Montrons que p =J‘z2.

On voit que, si o ¢ a m et (a,m) = 1, alors on a aussi
o (m—a. ¢mn et (ma,m) =1, parce que 3

cgagn=3-namon = o ma L m

scit d = (a~m, m),«3 en résulte dsm—a et dl'm, d'ot dfa et .4
donc 4 divise (a,m) = 1, et ainsi d=1.

Ona:¥ acfagene a b J nae ( al,..;,ap } tel que
ma = a ;

(dans le cas contraire, il en résulterait que m = 2a et (a,mp=
=a %: lou m= 2, ce qui est imposéible); (1)

Mais a + (m—a) = M =ﬂm ety gré:cer a (l)'on obtient la

conclusion du probléme,
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e

n 4fi
L. 40

v

.Soient a, b, C, Urois nombres -entiers, tels que a.2 + 02 =;-1= 0 et
£2 4+ o2 oL o.
Démentrez que M ¢ 2 .

(a,c).(b,c)

(Ia notation (xlyne, xn) représente le plus grand commmn diviseur

des nombres X gscosX -
m 19 °3 n‘)

SOLUTION !

Soit d = (ay by ¢). Cela impiique que a = a'd, b = b'd, ¢ =c'd et
(37, by o) =I. Alors @
(a, ¢) = (a’d, c'd) = a-(a', c') = 4. a4 (on a noté (a', c'}:dlB) 3
dtoh ¢ = (113n ) , avec < €

(b, ¢) : (Mid,cid) = d.(pt,ct) = dedyy (on a noté (blyc') = d23);

dlol ¢t = d233{g , avec ﬁ G_Z__ .

mislagy s 2g) = ( (37501, (brer) ) =(atsptiel) = 1.

Priscue GL13 o€ = d.23 sf'; ) (d-13’d23

cout entiers, il.en résulte cue d,q divise 2 ,

) = 1, et que tous les nombres

i 3 1 = ! t = ° -o. 'o
ciest-3-dire L d23 o' 5 avec ' ¢ _Z_. Donc ¢ d'd13‘d23 o< s

4231 gue

‘/a.. J'- “ ¢ . a . d ' E

; leO) > ; =dodod13 23 _2(‘ = O(l e 'Z.
‘a,c).(bse dcdlydﬂ d23

Tes conditiorns de 1¢dnoncé du probléme assurent 1lexistence de

1lexpression, ¢'dst-a-dire, le dénominateur est différent de zéro.
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2.49.Soient asy bi e//(/, i= T;ﬁ. Montrer que ¢
(al...an y 'bl...bn)>/ , ’1 (a.:.L y bi) ,
i=

ou (¢ ,/g) représente le plus grand commun diviseur des nombres

&L etﬂ' .

SOLUTTION?

On applique le raisonnement par réourrence,

Pour i = 1 ctest évident. Pour i = 2, il faut montrer
que (a) a, 5 By by) > (apy By)e(ay By);

Soient a; = aq4 da’:].bl y by = blldal'bl avec (a'll ’ bll) =1

et soient a, = ayd, s By = byyd, o 3VeC (azl’b21) =1,
. e 272 272
Alors (a.a.y beb,) = d . e (844 Bapiy Diq b

1%2? "172 a;b; " a,b, 11 22217 P11 °21) 2

S oa . . =(a;y b)e (ay b)e
7 a.lbl a.2b2 1 1 2 2

On suppose 1l'inégalité vraie pour les valeurs de i qui sont
inférieures & n. Il en résulte :

’ \
CHRRCE TR S T T S CRR R LTI NI CWETLNED

n+l

>/( li. =}1 (ai, bi) ).(an+1, bn+1) = :{1 (ai, bi) -



~2G~

2.20.51 (al, bi) E//(/29 i 3{1,2,...,11} et ’j.y, /3:/ représente le plus

petit commum rmltiple des nombres of et /o , alors 3

}:al...a. ’ bl..nb -[ < —DT fa s D, ‘1
SOLUTION.
On va démontrer par r .sonnement par récurrence.

Ie c2e i = 1 est évident, Pour i=2, il faut montrer que

[aléz’ by 21 NS ral’b [ 2’b27 3

by = by 4 avec (all?, bll) =1,

Ecrivons a4 = 245 d, 4..2.°1 11.7a;b

171 S R
et a, = 854, 4 b, = b,y dy 4 @veo (a.21, b21) =1
. 272 : a2 : : .
Alors ‘fa &, 3 Dyby 1= da. b Gy p e (a11a21’ b11b21] <
L N 1P %% L
< a = ' .
| a.lb a'11' 851 P11v Py Y_al’ bl} . [ az’bzl‘ ]

Supposons la proprlete vraie pour 1 ( n , elle est vraie aussi

pour i = n # 1, parce que 3 7
[’ﬁ‘”an S n41? byeesdy n+1—\ [1"‘a s Dyeesd \ . [an+1 ? bq+1—\\<

< (er [ai-?v bi_:\ )’ [a’n-t;i,v’bn+1]

*‘Donc le probléme est démontre,
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2.21.80it m m nombre naturel, 1 n 5.

m
Iontrer que si 9% =a,...a 5 alors .. 9 =
s

n -foi
- TR TS e, e n € M/
n-1 n-1 n-1 <o ‘

SOILTION.
C&S Oﬁ m = l; g’ = 9’ ‘9co.g’ = '90109 90

n n-1
Ca-s O":l m = 2. 92 = 81, L‘9-'_Oo9'2 = (190...0,- 1)2 =

n n

=1 0...0,— 29--00 +1 = 10....0 \9:.0’0_9'1“ 2_Oocoo,=‘9..09 8000.Ql .'.

2n n n n=-1 n n-1 n-1
. - _ 3 _
Cas oh m = 3. 9 = 729, ‘2;2_9,3..(10...0-1) =
n n

10...0,~ 30...0, + 30.,.0 - 1 = 10,,.0,0...03,0...0, -

3n on n n n-4 n

- 3000-0 QooGOl = 9-.09 700:_-__0', 2 \90009. 90
n n © n-1 n-1 ~ n-l

Cas ol m = 4, 94 = 6561, 2_._./_.;1 = (1&139 - 1)4 =
n n

= 10-..0 - 4003.0 + 600.-(-)‘—.49.0.0"*' 1 = 10-..0‘ 000006 O._..O Oo':’o_:!-;'
4n 3n 2n n n n n n

40::.0. 00,04, 0:::0, = 9.9 60...0, 59.0.9,6 0.0, 1.

n n n n~1 n-1 n-1  n-1
Cas oum = 5. 95 = 59049’ 90.-95 = (l Oo-oo - 1)5 = 10.000 -
[ R N pond
n n 5n

- 5 O...O + 10.0...0 - 10 O.ooo + 5 00..0 - 1 =
! f) Y \__.‘ﬁ/ s et

'—-'“

4n 3n 2n n

= 9.¢49 5 0...0 9 2_-_’-2 0 ‘3:’-_0, 4 2...9 9.
n-1l n-1 n~1l n-1 n—-1

Observation. Pour m 2 6 la formule n'est plus vraie.



2.22.0n considére l'ensemble A =

eeed m' it} é//”(/*g et

N
2
\

n € [A/* , invariable,

a) Calculer le plus grand nombre de 2 n chiffres de 1l'ensemble A,

tel qu'il ne contient pas le chiffre 9,

b) Calculer le plus petit nombre de 2 n + K chiffres qui ne contient
pas le chiffre 9.

Discussion.

SOLUTION:

a) On cherche le plus grand m € /7(/* s I = 'bl;..bn s qui multiplé

Par 9...9 donne un produit de 2 n chiffres avec tous ses chiffres
n
différents de 9.
esse Y = (1 es sl — 0 = esel ™ .
)99m(§_001)mm‘90m

M n n

On fait la dlfférence H blo . .b O- ..O b
7 n ey’

n

bl. * O.bn

= ?

St'il existe bj = 9,- J e{l, 2y esey n =~ lz( y alors ¢ s'il existe au

moins un chiffre non mul derriére le bj’ par la souétra.ction il

résulterait bj = 9 dans le résultat, si tous les bh = 0y hé{j-i-l,...,n}

par la soustraction dans Je résultat il existerait au moins un chiffre
de 9 2 1'une des places J + 1y eees n.
Ie cas suivant clest m =‘8..,:_8J 9, On effectue la différence (c'est-a~
n~1
dire la maltiplication 9...2 c@/-_:_-ﬁ 9)
n n-1 v
et on obtient le plus grand nombre de 2 n chiffres de l'ensemble A
qui ne contient pas le chiffre 9, c'est 8...8, l...1 .
R Vaed
n n
b) Ie nombre m aura n + K chiffres.

” 2 —
1°) Ie cas 1 & K K n. Démontrons que m = 1 0...0, l...1 2 est
K-1 n-1

le plus petit nombred n + K chiffres qui aura la propriété demandée.,

sew



On ne peut =voir aucun zéro parmi les n derniers chiffres du nombre m
parce an'il en résulterait, par multiplicé%ion, au moins un chiffre 9
dans le prodvit; le dernier chiffre non nul de m est différent de 1

(de mome motif) 3 les autres chiffres de m peuvent Stre égaux & zéro,

seulement le premier aura la valeur minimam 1 puisque K”'n =3

=;5\’ - l \\\\ n - 1
9eead o
N =
n .
10.,.0 1...12
b e ,.\,,/
-1 n-1
Jeeol2:..18...8 (ici on a éorit dicectement que
n~-K+1 -1 n 9".94 . oooll 2 = 1.0. "_8__0_018,. )
n n-1 n n
\90099 ‘91009.
k-1 n-K+1

=1 co lcaololaccl 8...8’
" e e
K%l n-K 1 n o
(0n a encore utilisé la propriété que 1e¢ plus petit nombre de 2n
chiffres de A, qui ne contient pas de chiffres de 9

est lecol, 8...35; et que le m'correspondant est l...l 2. )

sl ~,4_,/../ .- - - Pt \_.v./}
v n : n~-1
20) Ie cac K}}in - 1, Maintenant, on ne peut pas écrire
- - <3 tat d
m= 1 O..,O‘::C,L 2 parce que K=1 > n-1 et le résultat de
le m

1tiplication contiendra des chiffres 9

"L OD):C' —-!—.O“L 2
———t
R~1 n-1 ‘
1o..1, 8008, @)
. n
9:449
e —
n

=.9C..~9) ko-.’:/og tlacal 805.8

n K=l n n - ,
CherchonS'le“plﬁsibétit m ¢ J{/*, de n+ K clL ffres, qui aura la
propriété demaniée. Ies n derniers chiffres de m seront aussi l...1, 2,

_Ie premier aussi 1. n-1



Parmi les chiffres inconnus on ne peut pas avoir plus den - 1
véros consécutifs & cause de ‘1). Pour que n soit aussi petit
que possible posons n - 1 zéros consécutifs aprés le premier chiffre,
puis un chiffre 1 (le minimum non nul), encore n-1 zéros consécutifs

et encore un chiffre 1 etc.

Donc m=10...010.0.0 eue 10...0,1.0...0, 1...1 2,
’ [Py N | W e g "\*"’V"}
i n-1 n-1 n-1 P { n~-1
X chiffres
ot H 3 N = . es e see se e
D'oti, le nombre cherché est 9.9 « m=10...01...1,01 &‘(_8/

n =1 n—P-l s n
F K « T . . i
avec p= K - ,r%',[—ﬁ—}_ 1, ou (X_t représente la partie entiére de X.
Voici la multiplication
9eeed e
bt

n

1‘0‘0001 1‘00050J soe 1 OOO.Q, 1,0...0, '1-001, 2

i a1 n=1 n-1 P J n-I
-~
K
‘1...1{&...1'8...8’
n- o ‘P n

92229 92029
Foop




2.23.51 %, y ¢ ff(/s alors il existe Z € JK/ tel que

10X . 1oy = 1Z.

Généraliser ce résultat au cas ol le nombre de zéros entre 1 et X,

et.entre 1 et T, est quelconque.

SOIUTION, 1
Aa————
Soient X = ala .oa:n s 0 \<ai \g 9’ i€ {1,2, .o o,ni [1e € /A/*’

;————; _ . ’44? i
et y = bl'»"bm ’ O\\ bj \<9, J e{l,Z,...,Ifl} )"ﬂ&‘ N

On effectue la multiplication

10 8. eeear X
n

1 ' n
10b1...'bm
n + 2 chiffres «.....es s TIamltiplication par b
n+2 chiffres e .5'; . la multiplication par b‘
n+2 chiffres 1 0 . ...... . la multiplication par4
= 1 - . .. o

"

On a désigné par . " un chiffre naturel compris entre 0 et 9.
Donc, le premier chiffre du produit clesi 7.

Plus généralement : si X, J € //(/ , alors il existe Z € //(/

tel que lkOotoo X e 1 O.-.O,y = 1 Oo.}QJ Z [

s chiffres chiffres u chiffres

ol on a2 u = inf (s, t) = 1. .
12 démonstration de celui~ci copie 1a démonstration antérieure.
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2.24.0n cons.iére une base b de nume_LJ,‘tlon, et p un diviseur sinple de

celle—ci tel que (p, —p— ) =1 .Alors

Fan SR/, 2 AL =& .3 éorit en base b qui est divisidle par P

avec a, ¢ ;.13 2, ,”,fp!%,l\(i\{n-

SOLUTICN:

On applique le raisonnement par récurrence pour n € //( / .
Pour n=lona: A4 = | p| qui est divisible par pl.
(On observe que, puisque pib, il résulte b = Kpy, K E_Z. 3

(p; — ) - (ps X) 3 whss,i, ‘tous les chiffres des nombres de la
- base' b appartlennent 3 1'ensemble’ N = go, 1, 2, eesy ‘p} ' ’p{ + loees
esag b= 1 7~ , et ils sont représentés pa.r un seul symbole (par exemple,
si b> 10; alo*s les chiffres 10, llg'cat sont notés- par A, B, cas)e

Donc 3pl ¢ I:Ip = %1 29 wing [ P} _& et il est formé par un chiffre en

base bs (p}b =Y lp) < {b] = b)
Cn suppose la. proprlete VTale pour n, C lest -~ & - d:Lre—‘ A = a.l...a. y

écrit en base b, qui est divisible par p s Ol a; € M 9 1 \\

Montror.. au'elle est vrais pour n+ 1. Soit An+l =X al...a.n,aveo X € Mp,

n+l

écrit en baze b, Oun détermine un tel x pour qlie A se divise par p

n+l

(il suffit de mo-*men quiil existe um tel x). L
.n ——— ' n n « !

An-h = ZoD +Aqi.ed =X Kn-p + An =D (Kn-X ‘+ t)" 'ou An = tp,yt el

(de 1° hypothese de recurrence)

= enp telque B x + 1= =0 (mod ) /w, B x=-1t (md p). Puisque

(ps ; ) =1= (ps X) on a s (p; Kn) 1. D'ou 1llinverse de 1'élément

K par rapport au module p emsteo Ia congruence anterleure devient
x=-1. (Kn) -1 (mod p) et on choisit le plus petit x non nul,

- st—a-dlre »_.le X & N Co
',.-. N . pa

(11 existe b3y MP s parceque MP constitue un systéme complet de restes

modulo P . )
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o
Z.75.Scient ny m g J{/* . On note a.n(m) = avec n chiffres

; )
(n)  —e FiE
m, et 'bn = e, 0 > . Pour chaque n et m comparer

a,(m) a b(m)
n n

. Discussion. {Tous les nombres sont écrits en base 10,)

SOLUTICY:

Danz les conditions précédents, on a @

Lemze 1.%n g fi/*, “wamy 2 oS

.moyom, .
n

Démonstration ¢ par récurrence sur n ¢ //(/-l—
Ie cas n = 1 implique m4> 2 qui est vrai. On suppose la propriété
vraie pour ny et on la démontre pour n + 1 ¢

Aletl) | dn 4 == A = 1T '
m = M Py > |m°°:§1,l « I >/ Meooll o 16 —"m.o.m, -+ moocm'o 6)
n n n+l n

S&e B+ m =T, ,

n+l n+l
Llemme 2, ¥~n>» 3, Fmn g//(/*) br(lm) > 4(n+l) . To..m, .
. n+l
vDemonstrai-,lon, ool = Meaell o Mool > Jleoomm, puisque n>/ 3.
n n n n+l
S N .
M>n+”>' 4 parce que n 3, 3.
n
e 4 | » _
.!;‘_—(Im) ::‘muefm;@ﬁ;’irb ‘In.ooom’ > 4 (n+1)0 |16 APY 51 13 *
1 n n+l

Icmme 3 .S'il existe n, ¢ /* 3 n,> 3, tel que a(m)> 58 a1ors

n n
- . m ) m [+] o
Tm (}2, ¥nx n, ona ‘az(l > bi) .

Démonstrations par rdécurrence sur n} n,e
Ie cas n = r_ est vrai par hypothése., On suppose la propriété vraie
pour n, et on la démontre pour n + 1 ¢
o m) b(m) — M, e oM m
(r: ar(1 n 4 (n+l).n...m A(n+13y=2t— X
- s’y - G ¥ -
pe1 T 0 > n > n — (af ) n+l )wnﬂ
n+l

n+l
22 br(lm) . Pour la démonstration de ces inégalités on a

utilité 1'hypothése de récurrence; le lemme 2, respectivement le

lenme 15 * ese
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lemme 4. ¥ n 6 (m) b(m) |
- ¥ om0 a3 > . ‘
Démonstration. Puisque > 6 et grace aux 1emmes let 2y il en
résulte que @ '_ o
mm = m2 . m - 2> 463Imm_.2 > 403064 > | 4.3.@
n 3. mmm .3 )ammy ——- mImm m)
ag ) . m" > nt = £m4 ) mmm = ‘bg

n

On a

aflm) = avec n chiffres de m,

(m) _ M. « ol
bn = mooom,\-—;f—J

i~

s -1 aft) -1-aft .
a.g'l).\-——l (m&:i&i ____.51(11) ,¥n>/ °.

Cas m = 2. a&z) -2 ¢ = (2)
agz) 2 ¢ 2 (2)
agz) o ( 222% (2)
(2) _ 16 < 0992222 _ bgz)

(2) 65536 3.22222 22222 _  (2)
ag”’ = 2 <: 2 \\“22222 b5

D'aprés le lemme 1l on obtient @
269536 5 25,046 % 4.7.200002.

65536 ’
D'onc aéz) = 22 > 24-70222222 - (24.7)222222

> 222022

222222 b(z)ﬁ
-6

Du lemme 3 il resulte que a > 1(12)_ y ¥ n>/ 6e
: 3
a§. ) = 3 (3 = §- )

Cas m = 3,

(3) 3 1333 _,.(3)
a.2 =3 \33 —b2

agB) 321 < 33333 (3)

A partir du lemme 1 on obtient 327 >3 .34'4 > 16.3333.
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27 16,2333 /4.4y 3333 3333 _ 4(3)
DN = (319 B3> 33353333 _p3)

Donc 34(1
Du lemme 3 il résulte a,lg3)> br(13) s ¥ nz 4o
A R

ag”') =4 gt b§47

@ s 244 _ . (4)
3'3 =4 =4 < 444 = b3

Du lemme 1 il résulte 42903 42, 44+4 > 4.4.4444.

256
Done a"(14) =47 44.4 e e Laac S NPIPCI bﬁ‘f)

Du lemme 3 il résulte @

z n)/ 4 1’(14)> b(4) . . L -
C&Sh=5. a§5)=5<55=b§.5)
a§5> - 53185 55)625 3125625> 555555 - b§5).

)ul'emme3ona==;.n>/3 (5)> b(5) .

Cas n= 6, agm)=m <mm - b(!il)

) m _ —& (m)
i ER O om = by

Du lemme 4 il résulte ¢ a§m)> bgm) , et du lemme 3

‘.ona:a. >b(m), ¥n>/3,_.

et le probléme est complétement résolu, .
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5,26.Soient P et Q’i y 1 K1 g des propositions logiques, MNon-

. s . w1
trer que la proposition logique / (P A

n n
Q )= A (Pvy)
i=1 i=1

est toujours vraie.

- SOQLUTICHS
Une proposition logique %A => B" est fausse seulement
lorsque A = 1 (vraie) et B = 0 (fausse). Montrons que cette
situation n'existe pas.
n " T
si " \/ (PAQ,.) = 1, alors 3 i, € )1,..., r:} tel que P "Q‘i =1
(=1 i ) =1,
clest-a-dire P=1 et @ =1,

1o

D'ou ¢ P VQ,i =1 ¥ie {1,;.;,n} puisque P = 1,

n .
donc n A ( P v Qi ) = l % 0O .
i=1

(A signifie "et” ) ¥ 5;9"" e ”OU”')



3.2 .Mon*rer que si les propositions logiques "A’_L = AZ" et

1t 1"
Bl % 32

sont vraies, alors

les propogitions logiques

n n " o "
A-ll\81 - AZABZ et AlvBl._> A2v32 sont

vraics aussi .

SOLUTION:

Construisons le tableau de vérité suivant :

'TA;’AE [N =3 ‘4 A
1!2331!231‘3231 21131
1t 11t

!

R DU PR PO
1 0! 0! 0! O!
PR U U P
! 0! 0! O 1!
R D S
1 0! 0! 1! Of
IR U U
1 0! 1! 0! O!
R DR PO
1 1t 0! ot O!
NS TR S
1 0! o! 1! 1!
QUG TR U T
1 0! 1! 1! ¢’

G RS DU DO

11! 1t of o

R e Lt

! ot 1! o! 1!

NS DR T SO

!11 oY 1t 0!

S UG DS F

! 11 0! O! 1!
QO DU DU T

1 o! 1t 1t 1t

L

N NS SO J

11! 1t 1t 0!
QNG DU UK S
111 11 0! 1t
G UG SO F
1 1! o! 11 1!
[N R R S
1111t 1t 1t
S U DS SO
1 11 21 31 4!
S S DR T

———

On a noté

que lorsque YA, => A"
en résulte que n

IS e e

—:

!
"Bz'A’.L "Blé"A 1V B! A v3B 'A VBl”!

T=
!

! ! b, A B! 2'-_—%A

1 ! ! ! ! ! ! !
t 1.t o ! 0o ! 1 t o o0 !t 1 !
! ! ! ! ! ! ! 1
! 1 ! o ! o ! 1 t 0 ! 1 !t 1 !
! ! ! ! ! ! ! !
f o ! 0o ! o ! 1 ' 1 ! o ! 0 1
! ! ! ! ! ! ! !
r 1t o v o ! 1 1 0 r 1 1 !
! ! ! ! ! ! ! !
! 1 ! o ! o ! 1 1 ! o ! 0 !
! ! ! ! ! ! ! !
! 1 1 o ! o ! 1 1 1 ! 1 ! 1 !
! ! ! ! ! ! ! t
tr ¢t ot o ! 1 !t 1 o1 1 !
! ! 1 ! ! ! ! t
! 1 ¢ 0o ! o ! 1 ' 1 ! 1 1! 1 !
! ] ! ! ! ! ! ]
! 1! o ! 11! 1 ¢ 0 o1 1 !
! ! ! i 1 ! ! !
! o ! 1t o ! 0 11 ' o0 !t 0 t
! ! ! ! ! ! ! !
1 1 ! o ! 0! 1 t 1 ! 1 ! 1 !
! ! ! ! ! ! ! !
! 1 1t o ! 1! 1 1 1 ! 1 ! 1 !
! ! ! ! ! ! ! !
1 o ! 1t ot! o !t 1 ¢+ 1 1 1 !
! ! ! ! ! ! ! !
| 1t o ! 1! 1 t1 o1 ! 1 !
! ! ! ! ! ! ! !
! 1 ! 1 ! 0! 0 t 1 ! o ! 0] t
! 1 ! ! ! ! ! !
1 1 ! 1 ! 1!t 1 T 1 ! 1 ! 1 1
! ! ! ! ! ! ! !
't 6 ! 7t 8t 9 115 t 11 t 12 !
! ! ! ! ! ! z !
le vrai et "O" le faux, On voit imgédiatement

et

LA S5, A B

vraies en meme telips.

HB
2

=3 B." sont vraies en meme temps, il

1" e-t

"AlvBI@ A2

2

v B " sont
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4 7> Dénontrer les formules de transformation suivantes des produits de

——————

fonctions trigonoméiriques en sonmes ¢

. . I S " Y
1) cos:. 1 G087, see COSN .= =l cos (£ 1 qFeeetE ﬁfn)

4

(él’ seey En)"?- 'an

P i—"“

. -1 ) X :

2) a) sin >4 8In X ,e.. SIn :X2P=-._('2__)21:1—~_ / (- 1) cos;f_,a(’f
z ‘A [4 i el
y + eee + 2P XZP) ( -1’.00"21))( -~<2}I
. a)Y
b) sin ~'/1 -gin ‘::‘:2-0. Sin_><2 1 = ’g—-é:'];l‘" ) . (-l)K sin (270(1*
: [:"] '{+.2?*1a‘zt¢‘_‘) . (! 1’""521)"'1 2:-+2
: 21i iq4¢ -

3 '>3:.e-~.,. . = = J’ o

ou € - | /ﬁ_'g e Fml]€; S 2,01 €521 pe r g4

4\...1}} g (fl,..., & ) ;(—Ely'-oy"gm) 7‘:“2

SOLUTION, -
L*ensenble f' a contient tous les m f‘uplets ( £ 190 & m)

qui ont les composantes < g= 1 arrangées de toutes

- .
les maniéres possibles, mais telles que si ( ¥ 190009 < m) < ”?

“ m
alors (- 2 1,;.., - )? e Done T & en tout ¢
¥+t e+ )2 = zm'l &léments
m m *o8 & m >

o~

par cg y 0K <m, on a représenté le nombre des imQ—ﬁplets

. tels que : K composantes sont égales a — 1, et les autres
m — K sont égales & + 1.
' "1) On fait la démonstration par récurrence sur n.
Ie cas n = 1 est évidents On suppose 1'égalité vraie pour n,

on la montre pour n + 1 3



( ) cos Lo > £,
COS o< 1m&u$‘:{ cos +1 = ZZ‘:T / cos ( 1 +eoet
(f Seeeg ):. 2"
_ ol T 1 n n
+1 o Jeosex 1 ;_ﬁ = { cos 5 DLy Feoat
o -
(¢ 127 ?n)é n
o o= 3 e i =
*"nxn n+l ) + cos (E l *oee & Al n+l) -‘
1 ~. s P »
= ;1-1 - cos (7’_1“—(1+...+€n+1 ">‘n+l)'
(& s ) ¥
I R LIS ¥S LA e

2) a)

1
Sip=1ona s:'m-*\fl (-l)

sin -«

2 =
+c-.2)} qui est wAie.

On suppose 1'égalité vraie por v,

On applique aussi le rzironnement pa.' récurrence pour P & //( / *,

v cos (6(1 + 0(2) ~ cos (-.;)(/‘4L

on la montre nowr p 4+ 1 ¢

_ (0P

(~1)-

(sln s 1°°° sin - Z.)P) sin '.')('23}*.,” Sm";ﬁ."zp{_z ) zp—l |
(¢ 1,...,€9p)€zr2p
.cos (élul+._,+g 042? ) -
)P \
* Sinc><2p+l 208 °‘2p+2 - { 3)1}, 7 (—l)K cos (& 1 e et
’ £ Ye &
(El’-o.’ zp)( { _.-‘.c,
* o e | cos (e, <, ) =coes (= +»;a:f2p+2) i
rTRl - 2p+l’ T 2p+2 VT op1
E > (1 Voon (5 5 2tpreens £ e, 4
oprl Lo - f171 ~2p T 2p
2 (& seeer £, )8
1’ *9 '-2!; 2P
+ > 2p+l +-7>(2P*_2) + CoS (?_1-%(_ 1+...+ N 2p"“{2p- {;/21)4—1- *}‘21»2) -
- COS ( 1/1 +"°+‘2p*_’ -33(2 1+£>/ )-cos (5 5'(1 +eeot
< < . = (_1)p+1 \ 2 (—1)K;
+ £ oy X gt 1™ ope) ] S ool
< < [P
(g vooo’ A 2P+2)€' €2P+2
; cOos (“.lb(l +o oot q ZP‘F 2p_+2>0 cosse
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R

(On peut démontrer simplement les relations @

-om o+ 1 = % (E_l,-o.’ E m’ - 1)’ ( & 150_‘0’ ;t 91) ' ( 1’.'.’ g m):
o m_,%.et
o= 3(?1,0.. £ o=Lo1)s (5 gpeees & =1s1) 5 (& p5eees ©

1,-1),

~ m’
. - - O )
.}’t((cl’..f’ gm,l,l) tels que (f 19°°°? Cm)éémgo

On peut aussi généraliser .)

2) b) Premiére méthode : par raisonnement par récurrence pour ;> & //(/*

(comme les questions antérieures).

Deuxidme méthode ¢

- . ] ‘. e . - N 5 V _ (‘.1) P \ K
(smo 1"°'Sm*“<2p) sin & op+l™ et / ) ( 1) .

2p-1
: (& preenr T, ) €G o
P
. , c o _(-1)
\-.\ K ‘ '
. - ~
“'/’ . N»—‘( ) 3 Sln ( . 1~xl+oo.+ <‘ 2}_) 2 + _){zp*t].) +
- - (‘/ o
(\ l,oao,czp)< v 2p - — —
@r > (~1)-
-—~ . —l ) - ¢
-. Sln ( A 1 1+ono+ : 2p —42p 2p+1) ‘ 2P /
D N ( 4 7"‘,‘2p+1)‘* S 2 e



4. .72, Soit P (x) =2 x> - 1.

Démontrer que pour n 3 2 ¢

_ n—-1
sin 2n X = 211—1° Sin 2%. i ‘l P (.-. P (p (COS X))...).
i=1 i fois

SOILTION .

a) On va démontrer par récurrence Gue pour n 55‘4(/* on a ¢
sin 2" x = 2? sin x cos x cos 21 X CO8 22 X o.. COB Zn.lx; (1)
fans le cas n = 1, c'est évident.
Supposons 1'égalité vraie pour n, on démontre qu'elle est vraie
aussi pour n + 1.
sin 2220 =2sin P x cos 2" x - L oin x cos x ee. cOS 2L 2 cos 2%
(on a utilisé 1'hypothése de récurrence).
b) On va démontrer par récurrence que pour i e A(/* on a ¢
cos 2F x = D (veop (p (cos X))eee) 3 (2)
Te cis i =1 onacos 2 x =2 cos2x —= 1 = p (cos x)
Supposons 1'égalité vraie pour i on démontre qu'elle est vraie
aussi pour 1 + 1 ¢
cos 2-27x = 2 cos? 2%z — 1 = p (cos ot x) =
= p (p (+ep (2 (cos 2))ees) )
S
i fois

En reportant (2) dans (1) pour tout cos o' x , il va en résulter
1'égalité cherchée.
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7. 30ient S,n & ( /%, les rationnels K. P. avec 1l igdn et les
] \/ 7 4 0 Ty I S ’

q TN . - = -
¥ —3jjX saussilsisn.

Tonction. contimues f., g. 3}
- .
a) Déterminer uwm procédé de résolution pour vfquation 3

-

. X1 sn .
sin fl (Xlgceo, XS) coSs Plgl (xl’_'ea’ Xs>+...+ Sin fn (Xl""’l'ﬂ)'

P .
e J‘-COS ngll (Xl,.oc,xs) = Mo

'b) Trouver une condition nécessaire et suffisante telle que 1'équation

antérieure soit éauivalente au systéme d'équations ¢

. 1 ..n
g sn fl (leo-;xs) + see + S1IN fn (XI’..',X} n

- P
4
g cos gl (Xl, ec o»sxs) + eee + COS ngn (xl’ . .',XS) = Tie

a) Le membre droit de 1l'équation est une somme de n termes, chacun

g i E ~ - - :
oo —-1,1_’ . Donc chaque terme doit etre égal & 1, puisque sinon on
5 8 < n. Diouyliéquation est équivalente au systéme ¢

sin'le (x.

; _Lg,c“.;«xs) cos g; (xl,...,xs) =1,1i¢€ g lyieasn %,

qui estv dquivalcnt 2

X, K.
L i _ . i : -
(1:1 £, (xlso,qyxs) =1 (sin £; (xl,...,xs) 1
@) an o (1)
ﬁco“Pi ( x )=1 (cosPi (x 2 ) ==1
\CO3 gl'. X?.,oo.’ o gi 1,0.., o

avec I & 2193,;,1'1% 3
“
gui sera résolu normalement; on obtient ensuite un systéme algébrique.
b) Iz systéme de b) est de meme équivalent au systéme de (1!'). Pour
que 1liéquation de a) scit équivalente au systéme de b)s c'est-a~dire

) T, U.

& (1), i1 faut éliminer le c:s (1"), Donc, si Ki= tl P, vl ,ri,ti,
A |

U.5 V, sont des entiers; 1 <1 <my alors il faut que @

s (O . . . (
FolE gl’oaagl).{g il existe au moins un entier de % Ty ti, Ui’ Vi(

qui soitv paiio
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(A

AR

. On trace les projections Mi d'un point M sur les cotés Ai Ai+l

du polygone Al“"; Ah.'antrer que $ .

o3 .2 i f 2 ; | i 2 ; 2
“ iH Mi all +..ff” ”ﬁih. Ah.’§ = ,?Mi Azlj *j'f+%én—l Ahki +

g
SOLUTION:

Pour tout i on a s

4 i ' ' s - ' 2
Wy )2 = g ) % = fiag g % = g, 12 = (o gml

I1 3n résulte que @

2 2 2
N oo )f 2 - b =1l = 10 L pon s
>‘ (lhw, & 102 = i, b 117 =
3

~.

i 2 .2 _ :
(H MA; il T— A ) =o0.

AN/



Soit n, = {-—g—} et n, = ’ n-;l i « Démontrer que
n2 nl
4\ “Ai Anss ” = ; } Aj An+1-;i “ .
i=1 1 J=1
SOILUTICH.
a)n=2K = n1=n2=K.
Notons “Ai A == > 1L ig n-l, (1)
S ~£
Ia relation de 1'énoncé devient @ Z 4 Al = Ha2, 0250,
i= i=

X
AN -
De (1) ona (xi * X, g teest Xi+K)

=
* Topy)
le membre de gauche est égal a

X1+12+X3 +o-¢+I.K+

X2 + 13 +teoot XK'+ XK+1_

e & 6 e 8 & & * B 2 & & s o e e & o o o o &

XK + I'K+l +esst X'Zk-l
qui est égal & x; + 2x, + 3xy +o.ut Krp + (%-1) X 1t (r-2) Xp oteeet

+ Xy g e (2)
Ie membre de droite est égal a

xl +X2 +x3 + ocee +XK*1K+1 + see +12K_2 ‘H’XZK_]- +

I2+XB+. ess +X.K+XK+1+ ...+X2K_2+

¢ o a e o 8 ® & & & s e & e & » T e & ¢ & 2 & T e s 2 o+ s o

+
qui est égal aussi a (2) .

b)n=2K+ 1 => n, = K et n, + K + 1. Ia démonstration est la meme.



5.23.30it AR un triangle guelcongue ¢t O le centre du cercle inscrit dans

ce triangle. Sur le coté BC on zremd n points Al, casy An, dans cet ordre,

tels que les droitvsAAl, cees AAh partagent 1l'angle BAC en n + 1
parties égales. On procéde de maniére analogue pour les cotes CA et 4B
sur lesquels on prend les points Bl’ esssy Bn, respectivement Cl,...,Cn.
Yontrer que le point O appartient & la figure géométrique déterminée

.o

par 1l'intersecticn des d:c'oitosA_A.i 9 BBi ’ CCi s 1 £ gl, 29 ssey N P o

SOLUTTON: _ .
Tl _ | n4l-
i T2

= i, alors AAi’ BBi et CCi sont les bissectrices

des angles Ay B et C parce qu'elles paftégent les aﬁgles en deux
parties ézales. Donc O es# 1’interseétf5n de celles—ci.-

b) si -ngl %é i, alors AAi s BBi 3 CQi ne sont pas des bissectrices.

Elles se coupent deux & deux formant un triangle qui se trouve &
1'intérieur du triangle ABC. On obtient le petit triangle de la
fimure (1)

Soient AD, BE, CF les bissectrices
Ges an-les A 9‘519 C. Celles—ci
peuvent ‘tre & gauche des droite:

LA, o, BB, 4 OCy (en regardant les . <

droit-scomme partant de A vers Ai

“fc.) ov & Gucivi. Jur o Tigure (1)

on a le cas ou les droites se trou-
vent 3 gauche., On aura la meme démonstration pour l'autre c2s.)
Parce gue AD se irouve & gauche de AAi et que 0& AD, il en résulte que

0¢ /> 4L C. Parce que BE se trouve & gauche de BBi et que 0 £ BE on

=

a O g A BB

= 4. De meme, O € A CC.B. D'ot 0& & AAC N A BB AN

Y AcC. B.
1



. 34.0n donne n droites sécantes deux & deux ct non coplanaires trois

it ——

‘trois. Alors toutes ces droitespassent par le méme point.

SOLUTION?
On considére le cas n = 3,

tes droite€d1 et d2 sont sécantes en I; d3 coupe dl

d, en ¥' . Si M % Met M 5£ M, alors les trois droitessont

coplanaires., Absurde. Donc M = M' = N,

Ie cas n> 3 se réduit au cas antérieur.,

en M! et

Parmi les n droit«son en prend 3 quelconques, qui satisferont
la conclusion. Parmi ces trois droitecon en prend 2 quelcongues
et une autre parmi les n ~ 3 droitesrestées. On obtient ainsi

trois droites qui passent nar un e me point, qui est aussi M.

oz

Et le procédé continue Jjuscu'ad ce qu'on épuise toutes les droites,
_ J
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N

5.%2%,Soient n points Al’ cves Ah dans un plan, n > m = 3 , tels que

points quelcongues d'entre cux forment un polygone régulier,

fontrer due n = m,

SOLUTION.

1) Ie cas m > 3, Soient m — 1 points dans le plan. On ajoute un
point nouveau et on constitue un polygone régulier de m cotés.
Chaque polygone régulier s'inscrit dans un cercle, On peut considérer
au début que les m - 1 points se trouvent sur la circonférence d'un
cercle, Evidemment, 1l'autre point (qui est ajouté) se trouve sur le
meme cercle, et il est bien déterminé, puisque le cercle est divisé
en des arcs égauxi Mais, par les m -~ i 2 3 points passe seulement
un seul cercle, Donc & m — 1 points on peu% éjduter un seul point
pour former un polygone régulier (de m catés). Ainsi gue, le nombre
de points qui ont la propriété de 1'énoncé ne pout pas dépasser m 3
mais, aussi, il ne peut pas etre inférieur & m parce cufon ne peut
pas former un polygone de m cotés. D'ou n = m,

2) Ie cos m = 3, Alors m ~ 1 = 2, Ayant deux points distincts, pour
former un iriangle équilatéral, nous pouvéns trouver ¢

soit un point dans un demi-plan, soit un point dans 1l'autre

demi-plan (les demi—plans déterminés par la droite qui unit les

deux points et partage le plan en deux parties), A

Si A bl et A Lhk, o \

édquiltatéraux, alors ¢1A1A3A4 ’\\

n'est pas écuilatéral. Et A\ A2 i
4

la démonstration est analogue

au ces 1); ‘A



$.24£.0n considére un polygone (qui a au moins 4 cotés) circonscrit

& wn cercle, et D 1l'ensemble des diagonales et des droitesqui
joignent les points de contact de deux cotés non ad jacents.

Alors D contient au moins 3 droiti:concourantes.

SCLUTION.

'Soit n le nomtre des cotés. Si n = 4 y 2lors .es deux diagonales
et les deux droitesqui joignent les points de contact de deux
cotés non ad jacents sont concourantés (conformément au théoréme
de Newton).

le c*s n > 4 se raméne au c3s antériecur : on considére le

polygone quelconque Al ces Ah (voir la figure) cirronserit au _‘4i

P
cercle et on choisit deux sonmets 4., Aj (1 & 3) -l /\
i \
tels que A N
A e T - -~ .
43 .Aj_l ! \ _a.i.[Li_E‘l P ‘ ® ::‘:/

, , ¢

Soient B, h - ) 1, 25 35 4 C 0

les points de:contaot ) ,7

du quadrilatére PAjRAi avec le cercle de centre O.

Grace au th.éoréme de Newton, les droit«tA A_, 3133 €y
- 1 J

S nt (aaceurartes,
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£.27.Dans un triangié ABC svient les céviennes AA' 4 BB! et CC' qui se

coupent en P. Calculer la valeur minirum desl'expressiongs

oy e Hep ) i cp Il JF:P laek_ 1Pl ICPl
- <P) - 5 »,‘,’ " HPB’“‘ " ”PC'“ ? () ”PH, ”PB””PC'I/

on aie Imel , e}, cve 8] .

SOLUTZICN.

On applique le théoréme de Van Aubel trois fois pour le triangle ABC,

et il en résulie @

S PV Y Pe
i PATH tersl do3reyl
(2) i BP!{ _ 'iv?‘BA’ i fl B! ]
HED i A Jicta )
(3) fiep _ oot N I} cae i
lipct ) A sl Il B'Al}

Si on fait 1l'addition decrs trois relations et qu'on note

LT 1|}
Mot o sl oo, sl ;< o, ators
o3l i Bol ) arel]
on obtient : B (P) = (A+~——)+(y+——)+(z+——)> 24242 = 6.
X Yy z
13 valeu» minimy: sera obbtenu lorsque X =y =2 = 1,

c'est—a~dire que P sera le centre de gravité du triangle;v

%ﬁwmmww

4muu2t%lacxmlf
F(P) [x+ ) +3)+(§+—;-)+(§%+3—; >4.



5.3%,3i les points A 5 By 5 Cy divisent les cotés BC, CA, respectivement

AB d'un triangle dans le& rapport K, déterminer le minimum de

1'expression @ “AAlﬂ 2, ) BB, “? . ﬁCC1 ;‘ 2 .

SOLUTION:
On suppose X> O o qdon travaille avec des distances.

Hea ) =x lBejl;  les | = xlfeaf] 5 jlac )} =~ x|las]f -
On aprlique trois fois le théoréme de Stewart dans le triangle ABC,
avec les segmeats AN BB, respectivenent CCl 3

2 : 2 - . 2 i 30 o\er

JlaB =, ”BC“(I—K) + |j acl}®. ”BCH-K— ;;Alx.ln . “BCH=HBCH (1-x)x
ou s (1) 4&f% = (-0 ) aB))? rx fjac)® - (1) x jjmo )
Analogiquement :

(2) HBBle (1 %) | BC“Z K BA”’Z - (1.%) K”ACHZ

il

I

(3) fooy t* = 28} jjoafi® + x [f o3 }s® - (%) xfpan )
Par 1'addition desces trois égalités on trouve
Naa 12+ pmyy = ppoe y? = (B-r1) (jlas)) 2 ppze))® + ca)l?),

qui prend la valeu» mfwimwn lorsque X = —}- s clest-a~dire le cas
2

ou les trois drois s de 1'énoncé sont les médianes du triangle.

3

Ie minimm est -:;-— (“Aan + “BC”2 + h’ CA "2_);



. = 57 =~
.Dans le triangle ABC on trace les cLol‘brA.Al BBl ’ CC telles

que 18,312 + B0 2 +)cpa)® = fjasy g%+ mog ||+ floayy 2

Démontrer que celles—ci sont concourantes si au moins l'une dlelles

est une médiane. Bt réciproquement,

SOLUTION,

Ia relation du probléme s'éerit aussi ¢

a (iAB ]~ }jAC 4 ] )+ (”31C” - CA, ) +c(]ich - //ClB’l)=O,
ol a, by, ¢ sont les cotes du triangle.

On note les trois termes "4, /j et respectivement ¥ 3

1‘.{ + /' + A:. = Oo

> =a (ii4B ]} - |1 4C n);’=—~>-'-‘;- = | 4B =i &C{1= JIBC]|= 2[4,C jlou

} \ . 2 2
< = adz;! AQ'C d < = a = 2 - &5 2 T ee— AT -
8’ 8 a®eu 2PACY 23ACH et
2 2 FAC 4 HWABY .2, .,
) ”:~._\.===,_/2a-2-e. +x _a A'l ”.Donc 149 ”_a2+‘  Ie
o e haoy o -
- I B, C 35 b2 HCya 02-1- .
neme 5 I = 24 e - o — = 5 {onfornément au
el A S |

théoréme de Céva, les trois droitu.de 1'énoncé sont concourantes si
et seulement si ¢

a3y 1B O 1CA )

Aic . “?IA I e W1 s (a2 43¢ ) (0P 5 (%X ) =
e T N e | o

= (@2 - 0)(b%= )P = X ) Cmmmy ey f= O

(On a utilisé le fait que > +p +Y¥ = 0.)
Mais A = 0L ==} j{AlBH =l A._LC‘ i 5 c'est-a-dire AA, est médiane.

Idem dans les cas /5 = 0 ou Y 7—-‘0
Réciprogquenment ¢ si 1l'une de ces trois droitscest médiane, alors
¢ ou ssou ¥ prend la valeur zéro, d'ol e« 72 3= 0, et donc

elles sont concourentes conformément au théoréme de Céva.



1

5.47..Dans un “riangle on trace les céviennes AL, 5 BB et CC
sécantes en P, Montrer que .
PA PB . PC__ AB-BC:CA

PA, ) 12: ) PC; AlB?Blc:clA.

. SOLUTION.
Dans le triangle ABC on appligue

le théoréme de Céva . :

(1) ACy* BA," CB; = ~ AB,-CA;- BC,
Dans le A& A.A]_B, coupé par la
transversale :CC:L s on applique

le théoréme de Ménélaus :
(2) ACy BC.A P = AP-A,C-BC,
Dens je A 'BBlC, coupé par la transversale AAl s on applique

aussi le -théoréme de Ménélais &

(3) BA)"CKtB)P = BP+ByA:CA

On applique encore une fois le théorémg de Ménélaus dans le

A CClA coupé par la transversale BBl :
(4) AB:C P-CB, = AB- CP:C;B -

On divise chaque relation ’(2), (3) et (4) par la relation (1), et

il vient :

(s) A _ X - B
P.Al BA'l BlC |

(6) BB _ ca AP
FB, U4 T CX

(7) PC - AB . Alc
BC; ~ AG;, * LB -
On multiplie (5) par (6) et par (7) , et on a :

PB. PC _  AB-BC:CA  ABpaBCnCAy

PA
PA, ° PB; ° PC; AlB-'BlC:CiI * 4,B:B,C-C;A ’

mais la derniére fraction est égede 3 1 conformément au

théoréme de Céva,



_“’; 4 4. S0it un triangle ABC qui a tous les angles aigus, et on considére

A'B!'C', .e triangle formé par les pieds de ses hauteurs,
Dans quelles conditions 1l'expression
q . 1 . i yo i
Ha! B! 'g. HB'C }?+ ;;B'c';z . HC'A'” + ;;C'A'h .‘!A'B'[{
est~elle maximum ?

SOLUTION.
On a

> ABC ~ A A'B!C -
~, t A_‘Blcl,\. A‘ A’BC’

un note -2/ 7
P BAtH =X, YCB'Y =y, //

JAC* jj = Z . I1 en résulte B /"{S ¥ 7%;\_
que jJAC |] =a —X, [}B'4)]=b-F-
ijc'Bj; = o-Z.

N

>

=N TN - LN —, - N L~ T — T
BAC = B'A'C = BA'C' 5 ABC = AB'C' = A'B!'C 5 BCA = BC'A' = B'C'L,
De ces égalités il résulte la relation (1),
‘ i arpat
IS AVBC! < AAYBIC === AL - X (2)
a~-X_ [|jatetli
; At "
A Athif_ A.A.B’C' ___g,.___\l HA'C ” - c-7 (3)
Z i BTCY i
tnt
DB A A BBC mmy JBICUL by (1)

y A3
De (2), (3) et (4) on tire que la somme des produits de 1'énoncé

est égale &

X(a.-—X)-Hy('b—y)+Z(C—Z)=—%—(32+-b2+02)—
-(X——"‘;—’—)z—(y--%)2-(z—-g—)2quiatteintson
mximn lorsqueX=-% ’ y=-:;—- ’ 7 = —— clest-a-dire que les
A 5

hauteurs tombent au milieu des cotés, donc lorsque 4 ABC est

équilatéral. Ie maxirum de 1'expression est —%—- (a2 + 1% + %) .
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5.4 2.80ir~.r points distinets Ayyeeey A s da circonférence d'un cercle de

centre O et de rayon R,

¥ontrer qu'il existe deux points Ai et Aj tels queﬂiszi + O.KJ H ;,

o
Z 2R cos ._2'.8..2— .
n
SCLUTICN.
et i <t

Comme - S = 4 A Oh, +4 A, O + .o+ & A 5 OA +44 O4 =

1

= 360° et que N ien 81, 2, ---,né s SRR SR

LS

il en résulte qu'il existe 2u moins un angle

o300 . . . 360° ~
£ A OAJ. \/\ S — (sinon 11 en résultarait que S > —— e n =
= 360°)

— — ——— : - A o -4
Ok, + O, = OF === | R
U ' Ao \\\
If 0a; + C&j o= i O jj. /S N A

' - / F\ \*.
Ie quadrilatére ‘_»" / \ .

OAi MAj est un rhombe. ' - t‘ < \ 7- M
: \ -
Lorsque =’ est plus petit, \, R N,
—, A \A\_‘ ‘/’ A .
i} OM ” est plus grand, 1 ~__ " T
o o A . *
Comme >¢ < 320 y 2

il en résulte que ¢

R e - A
I Off jj =2 Rocos —32R cos 1800 |
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7~ 47 Déserminer le nombre maximum de points qui se trouvent dans un cercle

ou sur sa circonférence, tels que la distance entre deux quelconques

des points soit supérieure ou égale au rayon.

SCLUTICN<

Iz coté d'un hexagone régulier inscrit dans un cercle a2 la meme

dimension gue le rayon du cercle respectif., D'onr il existe au moins
7 points dans un cercle qui ont la propriété de 1'énoncé : un point
dans le centre du cercle, et 6 pcints sur la circonférence du cercle
tels cue les six points constituent les sommets d'un hexagone régu-
lier inscrit dans ce cercle,

Ies 7 points choisis sont pris d'ume maniére optimale, Par
exemple, si 1lion essaye de construire 1l'ensemble de points qui ont
ila propriété de 1'énoncé du probléme, il ne serait pas du tout

optimel de trendre le premier point différent du centre du cercle

~

ni sur la circonférence. T TN :
. T
Ainsi, dans la figure '/4:5::::::: \
géontirique ci-jointe, en [\
prenant C, dans 1l'intérieur [M‘-i-‘~ I \
1™ e T H
) T T :
du cercle et différent du -E‘ ‘~‘~‘_19;“~/ /
— e/
cerire, alors dans la portion —_— /
. NN T
b 2 - : : N T— /
hachurée (qu1 est un cercle N P
~ RN
de meme rayon que le cercle ' ‘ —

1n1u1a1, et de centre Cl’ cou~

pé par ce1u1—01) on ne peut plus prendre aucun p01nt Donc 1e
ricux est d'avoir la portion hachurée la plus petite. Il en
résulte que C1 doit etre sur la 01rconference D'ou cela impli-—
que que les autres point seront,: 5 sur la clrconference tels
gue les 6 points vont constituer un hexagone régulier et 1'autre

danz le centre du cercle, Ainsi on a constrult 7 p01nts.
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£ 44 . Combien de points se trouvent dans une sphére (et sur sa surface),
tels que la distance entre deux quelconcues d'entre eux soit
supérieure ou égale au rayon ?

i

SCLUTICY: /’7\\\\

S ) \\

On considére 1l'un des grands / \\\ N\

cercles de la sphére, déter-~ f éf?¥ig'15‘>}‘ \
. 1 - ~

1/

-~

miné par le plau.l Al 0A4’

>
™

.

ou O est le centre de la 4
sphére., Sur la circonférence

de celui-ci on prend les

points Al’ A2,...,A6 tels

qu'ils constituent un hexagone

régulier - done, la distance. -
H Ai A.,j ji;; au rayon de la sphére, pour i =3éj. On construit un
plan A2 A5 MNO  perpendiculaire au plan A1 OA.4 gqui coupe la sphére

dlaprés le cercle A2 A5 MN. Sur la circonférence de celui-ci on

prend aussi 6 points cui constituent un hexagone régulier, parmi

lesquels seront A2 et‘AS. Puis, on trace le troisiéme grand

cercle de la sphére, déterminé par A3 s A6 s Met N. Aussi, sur

la circonférence d€ ce dernier cerlce on prend 6 points, les

sommets d'un hexagone régulier, parmi lesquels A3 et A6 .E;tc.

On a en tout 6 + 4 + 0 = 10 points, et si on ajoute le centre de

la sphére on obtient 11 points qui gardent 1a-propriété de 1'énoncé,
Cette fagon de construire les points est optimle. Si on commence

la construction des points, par exemple en prenant un point A qui

n'appartient pas & la surface de la sphére et qui est différent

du centre de la sphére, alors la svhére de centre A ot de mome

rayon va occuper une grande zone dans>la sphére initiale, mis 1le

but est que cette zone soit la plus petite possible. D'od A appar—

tient & la surface. Et la démonstration continue de mene .,



-

e

__{’_;__J_.Sment n points- dlstlncts dans un plan; reliés deux & deux par une.
droite;

a) Quel est le nombre mxlmm de droitesque 1'on pourralt construire
avec ces points ? :

b) si m points seulement, 1 < m < n , sont colinéaires, combien
de droites distinctes a~t-on ?

¢) montrer qu'on ne peut pas avoir (n2) (n+1) droites,
quelle que soit la fagon dont on arrafige les n points dlstlncts.

SCLUTICNS

Somnt Al’ ...,A les n p01nts dlstlnots.

B

a) Si ceux—ci sont trois & tr01s non collnealres, alors on peut
former toutes les droites possibles ) Lz
B ¥ . . 1
Ai A,j avec i< j et (i,s3) & { lyeeeyn 2 Donc r_1__(2_-—__)___
drouites. ‘ . : L
b) Si Al’ °’”’Am'. sont colinéaires, az.lors 1es drorbesA.h Ak avec

h<k et (hy k)< gl,...,m sont les mémes, et consti-

tuent une seule droite. Alors il reste s

n (n-1) _ m (@-1) +1 = 0% —mP e +m 2

2 2 - 2
tinctes.

C)ln—2) (n=1) _ n(n- 1) -
2 - 2

droitesdis~

-1

Si les n points sont trois & trois non colinéaires, on a vu

‘qu'on a _n_%g—__l__)_ droitss distinctes. Sim points sont
colinéaires, on a -M- — 1 droites en moins.

. m (m-1) s 2 s

Mais > - 131 ¢===ym° —=m~ 4 =0 qui n'adnet pas

de solution naturelle.

Par exemple, si on a 3 points colinéaires, on élimine 2 droites
du total de n (n-1)

5 , mais pas une droite comme il faudrait.
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547 .Soient n points distincts dans le plan, trois & trois non colinéaires

Ags ;;;,An; Trouver le lieu géométrique des points M = Ai y 1<1<n,

tel que 7 'importe quelle droite ~ui passe par K et qui ne centient

aucun point A, (1 £1i ¢ n) divise le plan en deux demi-plans qui

-

contienncent 1'un {-—a-} et llautre ‘ ntl

3 } points;

SCLUTICK:
NotonsTr le plan qui contient les points A.l,;;;,An et soit of 1o lieu

géométrique cherché.

2) Sin s O A1, A ] représente

2, ok = LAl, AZJ -

le segment de droite qui unit 1es pomts A1 ct A2 .

1) Si n = 1, alors bien sur = fT % A.l .

3)n> 2,

a) n = 2K, Soit 4, la droite qui passc par A, ot 7ar un point &
: 1

2< s, £ n, telle que d'un coté ct de 1'autre de la droite dl se

1=
trouvent K — 1 d'entre les points A ,...,A ’ A ,...,A .
2 8= =1 +1

On a l 2K ‘ 2K ; 1 } = K. Evideonent o est inclus dans
L

LAl, A .\ . On procéde ainsi pour tous les points A s 1£1i &n,y

et on trouve que m ‘ Ay A, ’I . Donc, si tous ces

segients se coupent cn un point, alors celui—ci sera X 3 sinon o = d .

- n Vndl Vo
b)n=2K+l, Ona“—z-j-:K’e_zt ‘L__é_.j —»K-l-;l.
. » = A o N
Pour A1 construisons le trian-le & Aul Avl s O A cst tel que

la droite A_l A partago le plan en deux demi-plans, l'un contcnant

K - 1, 1'autre K points d'entre les points Ai restés; cependant que
AV est tel que la droite Al Av partage aussi le plan en deux demi-

1 1 . . ,
plans, 1l'un contenant K et l‘autre X - 1 points d'entre les points Ai

rostés. Ev:Ldemment XK AA’.L A, A‘; . On procédc de momec pour tous
Y V1
les points Ai 9 ls'i £ n, et on trouve que K¢ = f\AA A A .
i=1 oY
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Montrer qu'unc sphérc nc pout pds Stro inclusc dans 1l'union de doux

sphéres de rayons strictement inféricurs au sien,

SCLUTICH :

Soit S la sphére, C son grand corcle, T lo rayon dec la sphérc
(implicitement r cst le rayon du corcle C).
Par 1'absurde, soicnt 5, ot S,

sphérc ot tellos quc celles—ci sont strictement inféricures as,

les sphéres qui compremment cette

Cn note Cy (respectivement 02) lc grand cerclo de la 8, (respective-
mont Sz) ot T (rospectivenent r2) le rayon de la sgphére S, (respec~-
tivemcnt SQ){' implicitement ry (respectivement r2) s cst le rayon du

cercle C; (respectivement Cz)' .

On fait 1'intcrscction ontre S ot S; .

a) S} 8, = g P é (un soul point commun)

Soit 0 lc centre dc la sphére S. Construisons un plan ! qui contient
le rayon OP,

TNs=¢ , ¢/} 54 =»g P E' Donc S

r,3 T Contradiction,

b) S /) S, = cSsl

o N S G
celui-ci <. mn _rl,r(-r:t{r.

C _
1 o :

SS
ALlors il cxistera un grand cercle C de la sphére S qui a la propriété

230-—3}”%, clecst-a~dire

(uri cercle); I1 on résultc que le rayon de

que C /) 5y = g . ZDonc'-S2 2 Cy ot T, > T, co qui est absur.de;

c) Io cos 5, < S ot la surface de S, ne coupe pas la surface de S,

alors il cxistora un grand cercle C de 1a sphére S tel que € /3 Sy = g.

Donc 52 — C, ot alecrs rz?r, ce qui cst aussi absurde .

d) Mnc démonstration lorsque S /) S, = g ot 5, & Se



ANALYSE

£ .. Cn considére los norbres naturcls Ky eee) K qui constitucnt

et 2L 1?
une suitc arithnétique. Montrer que si 2qy seey By constltuent
wne suitc arithnétique (rospectiveront géonétrique) aloers

a a_ constituent unc suitc arithmétique (respective-

K PR,

rent géonétriquo).

SCLUTICN &

=K + (1 - 1) T, 5 1Sig P, ct ry ost 1a raison de

.

cette suitc arithméticue. .

2) Lorsque 2,y essy 3, ecnstituent unc suite arithmétique,

alcrs a"'='a—J + (K. Q-Ki) T =a +'rf1,(i - 1) 51

s K 1 2 &
oh lgig petr estla raison de la suite Byy weey By .

Donc aKi yeney Bp constitucnt aussi une suite arithmétique
P

dc raison r-r1 .

b) Icrsquo Ay eees By constltubnt une sulte géonétrique,

de raison q , alors By =g " qK' - K _ a’ . (a

i 1 ,iKi

——————

1 )’1‘—1

ou 1< i Lp. Donc aKi y esey Bp censtituent une suite
P

. : T

géométrique de raison q



4..£4.Scient les suites de naturcls X et‘Yn telles que X, = a.Yn s

Y JK/* 5 et a 5= 1. De la progression arithnétique byy boyese
on élimine les termes de rang X n & JA/*. Yontrer que parmi

les tormes restés il existe une sous-progression arithnétique.

SCLUTICH,

Cn observe que si les naturels il,...,is constituent une progression

arithnétique alors | bi 9 sees bi ont la mome propriété,. puisque @
1 s
= i- L — i = i - :—" » : .
2bij 2 1y +{1, 1)z | 2b, + (21j 2) T = 2by +( fiogt
+ 1j+1—2)r=('b1+(1j_1—1)r ) + (bl+(ij+1-l):r)=
= bi + bi
J=1 j+1
(On a utilisé le = lj—l + 1j+1) .

DOnC, on Peut erf.Yplacer bl ’ b2 9 eee PAT 1, 2, ees

I1 faut construire une progression a:ithmétigpe 31y 8y ces

telle que a, ; 4 X, Wi, n)e K= K/* o
A) Ie cos’a = 0'édt trivial. |
B) Soit a =& 0. .

a,
i+l

tels que a; + ir =+ a-‘Yn.? .Wi, n) & //(/ x K/*. | (1)

aeYn—a,l
D'ot i =& —_—

* - l .
(a.Yn — al). -I'.- \‘.:w -Z. .

On prend ¢ =a > 2 (parce que a sé Oy & 1 et X et T

=a; 4 iv, ou r est 12 raison. Donc ap =7, r="7

« Parce que i - //{/, on pose la condition 3

sont des suites naturelles, d'ol a £ /) od 2y =a -~ 1.

aY —a +1 1
Ainsi is(:--f—a—————-=Yn-l+—;- = A/ et 1a relation

(1) ost vérifide,



-~ 71 -

.5 2. Yontrer que (9 e 03 ) g
J 1 n 1+1 e e V n .

” 1-1

SCIUTICN.

Supposons l‘égalité vraie pour i=n-1, Alors

(;’7 g (fe s N = (f e g o9 )"

" dn

RSN “zl b
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fﬁ’..Soient les ensenbles ¢7é A Mifj M2, ol M_l est partout dense

dans M2, et inf A =+~ dans M2 .
Klors 3 il existe inf A dans 1, si et seulement si X < M .

Meme question avec sup A,

SCLUTICN:

Suffisance.,

i i = g T R o Ky N i 57
Si inf A = w dans It? et » = LR M2, alors evidewrent

inf A = c« dans M.L .

Nécessité,

Soit =m! = inf A dans M . Domo .t N

On sait que inf A =+x  dans M, par hypothése.
1) Sics' 3 ¢, alors inf A =ox! 5= .2 dans M, . Contradiction.
2) Siex ! < >y Parce que M est partout dense da.ns,_MZ y i1 en
résulte qu'il existe X< Ml tel que <« Yol o
Si Y & A, alors << n'est vas égal & inf A dans MZ
(contradiction) 5 dmo ¥ = A,
S'il existe v'. (o', ¥ ) tel que ' 4, alers
> sk inf A dans ¥, . Contradiction.
S'il n'existe pas by = (<1, by ) tel que X & A, alors
= 'sk inf A dans ¥, . Contradiction.
Donc ¢
et = e s Clést-a-dire - at-_:-'Ml

Dénonstration analogue pour sup A.
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7 .Montrer que, quels que soient le naturel n > 0 et le réel T > O,

- - e 73 -

il existe une fonction ,: : .3\ - u) de période T et telle que
{ {,; a la période ——E—- « Dans ce cos, si f est continue, dénontrer
due 'J{Z s'annule au noins en n-1 points dans un intervalle de

longueur T.

SCIUTICE.

soient n& /%, T‘:if—%;* - et la fonction ﬁi s i - 11, de

période T, qu a la representa,tlon gra.phloue suivante ¢

« -
Y

2,, 5.-...-“;-9.:

(1) ;

31"“1_'."'

-/ P ‘\"\,_/T' ) h 4
ot tous les n demi-cercles de (1) sont égaux entre cux.
Ia fonction jj’;i 3 ;?(-—-&}—Q aura la ccurbe suivante :

;’-—'4\."',_,““\‘ ,.-., . e+ ¢ ‘/" '~\
A

- - P——
14

(2) : : .
. - (= e ,'45'_/-_»\1‘\._:: i x
doneo la période de éélie-—bi est %,.
Evidenment, il existe une infinité de telles fonctions, parce qu'on
peut remplacer les demi-cercles. de (1) par d'autres courbes telles
que la propriété de 1l'éncncé soit comservée.
Nous devons montrer le deuxieéme point ¢ .
Ie ca3 n = 1 est banal. Soit n > 1. Soit X le noubre des points
pour lesquels ﬁ g'annule dans un intervalle de’ longueur T. Mis K
est non nul, puisqu lautrement il en résulterait que! f}- £
}ﬁ’— " sur {T{ ,cest—a—dlre que it’alaperlode T. .
Donec K) 1. (x) =0 {===> l;’(:& C..
(3) Puisque U’{(x) s annule au moins une fois (on a X =z 1), il en
résulte que ;: is a.nrml.e dﬁans un intervalle de longueur -g-— ou dans
1'intérieur de celui-ci ocu & une extrémité de celui-ci.
Yais, dans un intervalle de longueur T on a n intervalles de
longueur —%—— . Donc jf‘gs'anmle au moins n-1 fois dans un
intervalle de longueur T, et sachant (3) il en résulte la derniére

question de probléme,



e 74 -~
£.2%.80ient les fonctions positives ;V 1309 fn sur un intervalle I ,
telles qu'elles varient dans le mere sens sur cet intervalle.

Alors {;’1‘...'{:11 varie dans ce meme sens sur T.
‘3 ¢

SCIUTICH,

On considére que toutes les y, . sont croissantes. (Démonstration

analogue si toutes les g i sont décroissantes.).

Cn utilise le raisonnerent par récurrence.

Pour i = 2. Soit X ¢ X, .

(510 09) - ($1 1) ("1) v @) §2 %) - fz (") |,

=

X -
.X2 1

=%

¥

I (X:L) % o

g,

(XZ) ’%1 LXQ) -
L-%

D'ol, ; 1;2’2 est une fonction croissante sur I .

+

-
-
"}(\,

2

On suppose que ¥1° "'e(&’:n—l est croissénte, alors
¥1°...9 f _ ’); est croissante, parce qu'on peut noter

yl "'.&’n 1 =8 qu:L est pos1t1ve et croissinte pa.r 1thypothése

g
i 2
de récurrence, et /.‘ 1 ®ene } 1 f gf qui est croissante

coenforménm ent ala demonstra.tlon pour i = 2,
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£ 4£.Scit n un naturel non nul,

a) Déterminer les fonctions },’, ’ﬁ( —_— lr( , iupaires, dérivables

2 n fois, telles que la dérivée d'ordre 2n soit non négative.

b) Déterminer les fonctions g :Fe—%}};, paires, dérivables

o2n - 1 fois, telles que la dérivée d'ordre 2n - 1 soit non négative,

SCLUTICH S

a)«? (x) = —X) , ¥ Xé!k Tl en résulte que g‘&‘)(x) =

a2 g (&1)( x).

Mais (2n (%) > > C et $(m)(_x) ~ 0, cela implique que

f (2n (X) = 0 sur P
Par l'intégration 2n fois, nous obtenons 3

g« (X) Tl.+ a2n_2 in—2+ oo +a1X’+ a, 9 avia 3cm
c= 2n-—1 " '

Pulsque g est impaire, il en résulte @

on-1 " one? _ 1 .
a'2’n-—l X + a2n--2 X +..'.+ alx + a, -. a,2n_1 in_ . a.,(:n_2
-2 il i 1 o ) B
XUTE st (1) aixl *eewt ay K- —a, « On obtient a, , =3, ,=
s es= a'(‘ = Oc
‘.1 _ 2YX—1 &1‘—3
Donc g(x) =a, 1 X +a, 3 X +eoot ay Xo

) g (X) =g (<X)y ¥ X& Jj2. I1 en résulte que g(zn"l)(x) =

~ 1)2n—1 (Zn—l)(__x)

( A= 1>(X) D 0 et g (on- 1)( -X) < O, cela implicue que g(zn—l)(x)=0
sur *K .
Par 1l'intégraticn 2n fois, on a

_ 2n-2 .. . ..2n=3
g _(x) = b2n_72x szn_3 X teret DX+ byy avec b. é {\,o £ig on-2,

Parce que g est paire, il en résulte que 3

b 2 Ly 23, b xeb =b. X2 _p L

2n-2 2n-3 - 1 e n—2 - on-3

i ‘.. : t .
e |.+(—1) b-l f +nco+ (—l)bl X + bO NOIJ.S Ob'beIIOnS -bzrl—-s — b211—5 = oo
sea = bl = C.

_ 2n—2 ~4
Donc g (X) =D, , X +‘z>2n_4xzn +ooot b2X2+bo.
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4.47.Une fonctioni : ]T(‘ - ";z\ admet un centre de symétrie si et

seulerent si il existe deux constantes réelles a et b telles que
la fonction g (X) = 3’ (X + a) — b soit impaire,

Dang ces ccnditions, le centre de symetrle a pour coordonnées (a, b).

SCLUTICHS

Nécessité.
Soit C (~>’ / ) le centre de symétrie, Cn pose a = o et b =/5
~ Faisons une translation des axes, en déplagant 1'origine en C (a,b)

Ies formules de changement du repére OXY en CX'Y! sont @

(xt=x~-3a x=x'+a
/ N
~ /
%y'=y—b y=y'+b
) , P
Done y =4 (x) devient y' + b = »} (x‘ +a), ou
L

y'—g(x'-ka)—b Notons g (x!'° §(x'+a)—b,g:;l— K .
la fonction g admet un centre de symétrie, qui est meme 1'corigine

des axes. D'ou g est impaire,

Suffisance. ,

g étant impaire, il en résulte que g admet 1l'origine des axes pour
centre de symétrie. .

Cn fé,i‘l; une translation des axes, en déplagant 1'origine en C" (—a,=b).

Ainsi les forimles de changement du repére CXY en C" X" Y" sont @

gx"=x+’a x=x"-a2a
VAP
J LTy
. (y'=y+b y=y"-0
Donc y = g (x) = ‘(x+a) - b devient y" -—b=j,(x" ~a +a) - b,

c'est-a-dire y" { (x").

'Comme g adret le centre de symétrie O. (o,o) dans le repére COXY, cela
implique donc queé admet le centre de symetrle 0 (a. b) dans le repé-
-re om X" Y.,
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Dans un systéme d'ax <es orthogonaux, une fonctlon; f}g —_ /,) admet
un axe de symétrie si et seulerent si il existe une constance
réelle a %elle que la fonction g (z) = g (x + a), est paire.

Daens ces conditions, l'axe de symétrie 3 pour équation x = a.

SCLUTICY:

Nécessité.
Soit © = = 1l'axe de symétrie de 1a fonction ¥ « On pose & =€ «

Faiscns une translation des axes, en déplagant 1'or1g1ne en O' (ay0).

les dquations @2 changement du repére (0XY) enlO' X' Y') sont @
JErl=x~2 . __ .\ %X=4X’+a
) y' =y o y=Y

(X) devient y!' —(il (x' +a) =g (x'); g ¢ ‘-' - —3-‘\( .

‘{ 2dnet pour avwe de syméirie la droite X = a. T1 en resulte que g

Denc g =

\—N‘(u

ad wet _‘)cn« axe de symétrie la droite x' = o (dans O X! '), cles~
d-dire llase OV T .

Dioh g est paire.

-

Comme g est paixre, on 2 QuUe g admet 1’3xe cY pour axe de symétrie.

T fail uns mans@tlon des axes auss1, en deplago.nt 1'origine en

o" (~,0). Ie passaze Gu repére’ (0XY) en (O™ X" Y") est donné par::
)’:”=X+‘C’~ o §x=x-"—a
VT =Y S y =3y"

Domc y =g (%) = ! (= z) devient y"— % (x").

g admet pour axe de symétrie la drorbe X = O,

Qe

d'ou il en réesulte que 'f; admet pour axe de symétrie la droite x"

Q
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4£.593, On considére los fonctions continues Ay By C ¢ I == ﬂ? g o0 I

— ‘ ,
ost un intervalle formé de K , avec 4 (x) € € (x) £ B (z) ¥ x& Ie
Soiwnt ¥4y 7, &Iy X L X, 5 0 4 (xl) =}(x1), B (zz) =5/(x2), ot

P

y' cst unc fonction continmuc sur i—xl, xzj . Montrer qu'il oxiste

&

Xy €& }:xl, le tcl que C (x3) = ’? (x3) ‘

SOLUTICN$ Prcuve par l'absurde @

‘On supposc que la conclusion n'cst pas jus - . .lors ¢

¥x € [xl, izj ‘ena C (x) 7—1—-)/:(1) , o C (x) -; (x) = ©.

C ct fétant continucs sur (xl, %, l s 1. on résultc que C —f

cet Gontimuic sur iz, x . Donc ¢
vxégxl,xz} c(x)-g(x)yo,mbiennxé{xl,XZ}

r _

c (x)-j(x)( C.

On traite la premiére situation (1'autre scra analogue).

Puisque A (x) < € (x) < B (x) sur I, Cn a
4 (x) —g (x)<c¢ (x) - { (x) £ B (x) - j (x) su:r"xl, x2].
- - = rd - = . . . .

Cu C (Az) (&‘ (x29 £B (xz) (x2) 0. Contradiction

D'ol, la conclusion qu'il existe x3€!;x1 s 12} tel que

c (x3) :-:c? (13) cst justo,



€.€0. Trouver les réels a, by, c, tels que

i (273 = Z2)4b(X + 5%° — 1) + C (=3%> - X°)
x —-5-«~a(5x4 -X)+b (- X4) +C (4.5(4 +1) + %% + 5X

SCLUTICN:

Cn peut écrire

(4)  1im (2a+b-3C)X3+(—a+5b—c)x2_b
X")*,»o(sa”b+4C)X4+2X2+(_a+5)X+C

=1,

Si 5a - b + 4c <= C alors la liuite de (1) est égale & C + 1.
Donc 52 — b + 4¢ = C. Il en résulte que 2a + b_f 3¢ = Cy
parce cue sinéh‘, la limite de (1) serait égale a + oL 7é 1.

-a + 5 -c¢C

¥ T"2 ..
Donc liL. NG o) X -b 1, diol
X —5-9: 2% + (-2 + 5) X +c 2

Ainsi les réels i, by, ¢ vérifient le systeue 3

il

Svéa.— b + Lc
22"+ b = 3¢ = O
Z - a + 5b —-.Q.F 2.,f. -

Cn résout et on trouve les valeurs

2 . __46 . __14

&=~ ° T TTog

= —5=5" s ©



5.6’1.Soient les nornbres naturels a; b. compris entre 0 et 9, avec

al?é_?_?éb_m eta1+l—xl,9-a =J; s
=2, n ,et9-b3=ZJ,3=l,m.Calculer=

P m -
lim X Aaad CO... + \ OC...Q...OZ 40
i K=0 j=1 -"'*)f "o m
SCLUTICN. n
Cn pose {x = > 0,0oongy = O, Cyz'o.yn 9 et
i=2 3
P n
/:)(p) = \ \ O,C’...-..OZ. O CODOO Z OOQZ OCCZ !Olz »®
T bv’ n I ses P

kE=C j=1 n-l+j+K'm

Si on prend t='bm+l s 1'on a :

ZP = 05X1 - (N+3(P)) = O, a'looca-n blo-obm coobloocbm bl...bm—lt.
H R -~ ~ e —~—— -

1 . e D=1 P

N (1)

' = Y
Qooan (bl...bm) - -0 *®

Montrons que Y o

P z>¢> C9a1

p (¢ )6//(/, p, étant le plus petit nombre naturel

qui a la propriété P> - ___!_g___}_(_)__ ’

telaue ¥D 3>, , €M/ 5 | ¥ -2} = 1677 £ 167,10

Soit £>0. 3 p,
Pg 10"

= &£ , et donc il en résulte (1).

-



€ £2.Cn considére les fonctionsgl, 4(,’ }K > ;f( telles cue lim ; (xy' =
— XS’
= ~_ et 111?0_{ «,;) = a,. Tontrer aue

lim ( (x) ‘ —rz-—}\esnste et calculer cette limite, o . --f{rx 7}

K=y !

représente la pa,rtle entiére de ¢ ,

SCLUTICH:, ‘,
; 1
1) D 11 =+ ¢ - - 0 t x) . :
(1) ong lim | 'l(x) ou | < M no e (x) }’1 (z) :_T;T—r},
- (}, |
Discussion. A) Sia=20C, alors lim 1 =g ou = e OV ﬁ
Mo~—i X 2(Xj
- S Gt S S .o°
et de meme l:Lm :— + me ou — & D'ou 111.‘ f (x)
"'"‘%(x) 3 *Jed

ou - ~o (a'aprés (1) et 4) )ou on ne pwf rien conelwre.
Blagl eta 40 = ] 1 £ 0. Doy, aussi, Lin ,?(x) +n

~
H = -

}.—.I

ou —c/'-(d'a.prés (1) et B), clestwa~dire d'aprés'(l) et le signe de

’i)

—-.,..

a

C)a‘)l =§[-§—} = C. Cn a £2(x) ——————>a > l. Alors
- X =

il existe &« > O telquea =1+ = . Soit VT = (a =y a + . )

un voisinage de a 3 1< V . Soit une suite x AR I
- n

alors ¥ , (£, ) ~ a (conforme 2 la définition de la limite)
%« 0 (xn) est une suite réelle qui tend vers a.

T1 en résulte cu'len dehors de v, on trouve  tout au plus un nombre

1imité de termes de la suite /i 5 (xn) {==> il existe tout au plus
un nombre limité de termes cui ont la propriété gue %, 2(Xi> R 1.

Donc, la plupart des termes se trouvent dans ‘{x s d'olt 1l existe

nu:qf-‘ J/* tel que = ¥ i n_ :{,2 (Xi) > 1.

4lors 1 ite | t 1 ivante @
ors la sui (l“%f.gxn | )né//(/* est la suivante



T |
e
i --—-1-——} ooy ( - 1 ]( y Oy Oy Cy.eoj donc, & 1l'exception

. L
e

PR P . T T . ’

d'un nombre limité de termes non nuls, cette suite est"suite nmulle.

. . &/ !
T1 en résulte que la suite (/{ (xn),." ng H/* est la suivante ¢

T 1] ! 1 .
Xl(xl)' ?'2—(';;)—1 gesey Xl(xnd)- i{ [g Z(Inﬁ’) \9 0y Oy Oyeess

donc, aussi, & l'exception d'un nombre limité de termes non nuls,
cette nouvelle suite c'est la suite constante nulle.

Ainsi - Clim f,(x) = C.
,x -—);;-C'.‘v
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€.6 7 calculer (sans utiliser 1'Hospital) :

n 1 PRt
e /;

im !

XX, 4 \‘/ 'iK,—\/g

dans les conditions ou Tes racines am,erleures existent. Généralisers

CIUTICH.

Cn multiplie aque fraction au numérateur et au dénominateur par les

conjusués du nuérateur et du dénominateur.

e s ————— *. - r— ,5-'
i fy
Z te A= ’; s 3=\2 » c = ;/ :
Scit 1< i {n , on note \/ {4} 3 ‘-.‘3_/?:(".:) ’ \ Y x5,
5.-—*—-; L 2
D= Vg {,x et ona
- ; sl s5-2_1 :
LA - B (AB) ( ri=2 gl 4 at 5L 2,537 ) (csl + i7%ple, .,
— . r°—2 3 — Sqe ) 3 - 1
c-Dp (cp) (A% 1+ Fim2 gl e a) m gy (P B,

S, s -1 =2 1 =1
et CD Y 4D ) {Aﬂ-B’) (1™ S gD ) .

= - =T y
okt oy (FPigliy (i il B i) 1 > x

~—~——— i \,1 s, — T,

/ ; \ : i i
S. \ g { ) s. ;
i / 7y %) i {! S. e T,
. (:{i(zo) ) 1 1 .

[

~
7/

x —x. ‘i ; ¥4 T
-3 X4 \/ (X‘_\,)

D'ol, la limite d_e 1'énoncé sera égale 2 :
fn

\ (X (x, )) S. r
124
Généralisation ¢ "

Lo e §17 % ()7

-
i-

&ll

I‘

lim

iad]

~ X, /

} (\fg(x\ \ ‘/ (“ ‘ 0 981 n >~ m
} A G }, n'existe pas 481 n £ mj

dans les conditioms oli les racines antérieures existent,

Sin< m la limite n'existe pas parce que le deénominateur est égal a

zéro, alors que le numérateur est non nulj d'ou les deux limjites
latérales sont différentes.

Remarque : s'il existe au moins une fonction constante
g-, sy 1< i, L mn {4,y n g , alors la limite n'existe pas.
-

Meme chose pour la limite de 1'énoncé du probleme.
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{4 ,Comparer les ensembles :

n o
A=3XIX = .(. a.iKi+a.,avec (Kl,...,Kn)éZ_,et
i=1

al,.;;,an , @ sont des constantes entiéres telles que (al,..;,an)=1€

-

m

et B = ;X i X = > bj K,j + b, avec (Kl,;Q;,Km)é'lm’ et

5=1
bl";‘"bm’ b sont aussi des constantes enticres E .

SCLUTICN:

e ————— .

Tout dtabord on demon*rera que A= "Z_
Bien sur A"“'Z_ , et aussi J/ T A puaisque ¥, é,_l_ - (Ki,;.;,K;) &

7[_ S—" a..K°+a=Z

parce que le plus grand diviseur commn (al,..;,an) =1et
1 divise Z — a .
On voit tout-de—suite que B C'_l_

S5i (bl,;.;,bm) =1 alors B= Z = A, au contraire

BC A et B A
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7.£§.S0it p un nombre premier et M un ensemble de p nombres naturels

conséeutifs. Nontrer gue M ne peut pas etre ‘divisé en deux sous-

ensembles disjoints Ml et M2 g avec Ml U Mz = M, tel que le pro-

duit des nombres de Ml soit ézal au produit des nombres de M2 .

SCLUTICH.
Parce que M contient p nombres naturels consécutifs, alors M cons-

titue un systéme complet de restes modulo- p; Donc ¢

3n°€ﬁ t n, c/{gp et JZneM-gnOE ,n.-#.(/”ép;

On considére que n, = Ml (nﬁme démonstration dans le cas contraire).

Ie produit des nombres de Ml se divise par p, mais le produit des
nombres de Mz ne se divise pas par p, puisque p est un nombre
premier et qu'il n'existe aucun €lément deg 112 qui soit multiple de

p. D'ol, le produit de ¥, ne peut pas &tre ézal au produit de M, .
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_ﬁ_{,Sownt ¥ un ensemble qui contient m nombres naturels, m ; 2 , et

nc“,é(/*,n\m.OnposeK ‘m-l

'+ 1, ou {X‘ représente la

,part:.e ent:.ere de Xo .

" Montrer qu'il existe un scus—ensemble il de M, tel que ¢

a) M' contient au moins K éléments

b) 1a différence entre deux éléments quelconques de M est
mltiple de n.

SCIUTICN.

L'ensemble ¥ a 1a forme : M = ; Bpyeeerdy § , ol tous les a; & K/
¥1€21,...,m( ,a J‘/n-i-r avecriégo,‘ 19 2’ '.;, n-lg .

50it m=gqgn +T 5, a€/f/s 0L n~ 1, Parce que n <m, il en
résulte que gé& //(/* . Construisons l'ensemble ¥ C M.
Pour que 1 condition b) soit réalisée il faut qu il cont:.enne
seulement les éléments de M qui divisés par n donnent le meme reste.
les restes obterus par la division par n sont 3
Oy 1y eesy n — 1. On a n classes d'équivalence modulo n. ‘
le probléme.se réduit & la démonstration qu'il existe une classe
gui centient au moins K elements. M sera justement cette classe.
1) Cas ot v = 0. Donc K = { j+1=[-3—-!3§:—1—_j+1=

Si les m = q:n éléments de U sont distribués également dans

les n classes, alors chaque classe contient q éléments, et le
probléme est résolu. '
Dans le cas contraire, il existe au moins une classe qui con-

tient au moins q éléments et 1& aussi, le probléme est résolu.

2) Cas oﬁr%O.DoncK::[-—-—— +1 ={-L3+-TLX+1 qa + 1.
n n

les m = nq + r éléments de M sont distribués n'importe comment
dans les n classes, il en résulte gu'il existe au moins une classe
qui contienne au moins q + 1 éléments (sinon il en résulterait qu’on
aurait au meximm g-n éléments < m ), et le probléme est complétement

résolu.



7.4 7,Soient les polynomes honogénes P (x, y) et Q (=, y) de n ~ ieéme

degré enx et y. Si 'bl = —Eg— alors Qn Eal 2 ’blg = Q (a. bz% .
’ 1 2 n 19¢ “1/ n'\*o9 0
SCLUTICHNS
. n . n-1 _1 n-1 ;. n
=7 A P ol
Soient Pn (=, y) oG XNy X A e e +>y et
n n—l 1 . n-1 .2 .n
QER T =fSox X Y A v BT AT
n n =i i
aq ~ a, o ~ ’bl _,:> a B b1 o bl .
b, b, - a. b. n T n T T n1.i °*
1 2. > ) . a2 b2 ay b20
n-1 .3
ik @ b
S 5 '? sy C< i< n,
172 2

Puisque la somme des numérateurs divisée par la soume des

dénominateurs est égale & chaque rapport, on a

-x:oalz+3<’l anlb]i+ ...+wnbli _ a;l
ot dag o a -1 b; + ees +"(an; ) ay )
De méme on ébtlent 2 -
=R a.1 +724 a?"l bi toeee Hi0 b? i a’l1
P 8'121+_?1 glbé+...+/'*’n’z>1'21 ) ag ’
Pn(al’bl) Qn(al’bl)

; d7c1 la conclusion.

donc =
P lagby) Qplagsby)



7.58: Soit un nombre naturel p > 2 et une suite telle que

a,=1 ,a_ ,.=p én+ 1, ‘Vn & R/, Montrer qbe"fK';":/(/',

1
K s'écrit uniquement de:la fagon suivante :

n+l

K= t a, teoeottya R

10y ny

- 1 3 ' ,
avec 1 £ ty & p=1pour i &€ 11,2,.043l1=15 6t 1 étl < p st ny>

Solution : o R ph_ 1

On déduit tout de suite que a = qui est une suite de
N
nombres naturels , strictement croissante , illimitée . anc :

‘3 n1€ /A/* tel que anlé k é' an1+1 = pan + 1 .

D'ol K s'écrit uniquement de la fagon

K= ty. 8, *+ry £ pa, . 8vec o g r<a, o — .
1 1 1 '
: 8 . ©
Si ry=o0 . il en résulte que t = —3 et 1 £ t1:\' = 1 '.i= Pe
' - N1 L by
Si ry -7-_[-_ o , il en résulte qu'il existe n, € /(/* tel que
a  r. £ A .2 P+l oxe=S r,=t, a8 + I
np € 15 Znyti Na 712 Ty 2
k-r ket aim,
: - ——— i el
ra< e, =>np < M i =3 — &, TR SR
1_ . - . . ni . 1 n.': - . :

donc 1 & ty < p-1

> I - B : ) . 1, P -
Ainsi K s'écrit uniquement : k=t, a " *ty a,

+ry et lec procédé
, 1 2
continue ., Aprés un nombre limité de pas on arrive & r=o. On fait

la m@me démonstration pour n; > n;.4 4 1 1%'.%-3;1,...,1-1} et

et le probléme est résolu.
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7.6

- 61 PEEREEL " b sont des nombres réels positifs , avec

b %. 81 +nca+an Fl ct’ O ¢ 13‘--*’31;...,-—8” ’ "b

[

, alors

a a
= ‘oot 2

1 O( "en.

>+ b Y oX+a
Solution :

On utilise le raisonncment par récurrcnce pour n€& J(/*-

Pour n=1 , si b (\/ a, . on a b . = < o {==w==
L >+ b c-,«;+ai
{(=> e é; ! qui est vrai , en tenant compte de 1l'hy-

(¢ + B)(ed +ay)

pothése . On suppose 1%inégalité vraie pour toutaes les valcurs
inférieurcs ¢  égales @ n . On 1 démontrcra povr n+l :

b \< ( a1+..,+an) ta .40t ; conformément 2 1thypothésc dae

récurrcnce on a 3

b , (a1+°..+an) . a

n+1
A + b ,xv+(a‘1+.°.+‘a-n) : o -1-a_h__§_:L

+'..+ ) ';'. + 0@"‘- L] ‘ i l. )
mais a, a &L a4%. a, : donc si on appliqug encorgc unc

fois l*hypothése de récurrcnce on obtient :

a a a a
. +
. b < ‘1 — 2 SN « IR o 1
ol +b o~ > +a ol +a : X+ A +a
1 2 n




- p—

- =.91 -~
2

7.70.Cn donne 1'expression E (x,y) = 4x° + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + .F,

(x,y)( ?}2’2, avec les réels Ay By Cy Dy E et Fy; ot A2 + 02 % C. Trouver

une condition nécessaire et suffisante pour que E (x,y) admette un
ez:‘r_,rém.m_x;
SCLOTICH: N

mAz + ? =~ 0, il résulte qu'au moins A ou C est non nul,
soit A 3 (les résglta_ts seront analogues si C % Oj,

On supvos> gue & (x,y) admet un extrémum,

= 2 B D2
E (x,y) = & (x° + AX;y+—--:a:)+Cy +E + F = A(x+2Ay+2A)
D

2 2 .
B 2 D 28D B "
._-—4-AT-y-4A— 4Ay+Cy + Ey + F = A(X+2A +—2~‘&—-}~!—_
c2 - . 2
4AC -~ B~ -2 | 4AE ~ 2BD D~ '
+ = b= - )
a7ty + (F - )
AAC ~ B° . - : .
——m == O, parce cue sinon - 7 E (x,y)-n'aurait pas d'extrémum.
On a 3 cosp g
B 2,44 -3 i 2 BD
B (x55) = A<x+ﬂy+g> S y+24.ac_ v+
23 44C — B? 24F - BD ED \2 D° .
—————-——- — e + - = A +
2 : 7 2 2 4
B D 2, 445 - B 2LF — BD ¢, | D (2AE - BD)” &
, @
X . . AAC - B
Evidenment E (x,.‘)’) admet un ext:remum seulement si A et i ont le

>0, d'olt 4AC - BZ> 0 4 ce qui cons—

meme signe, clest-d-dire A~ Q*ZB
titue une condition nécessaire pour que E (x,y) admette un extrémun
(lorsque les deux sont positifs on a un minimm, sinon un mRximun).
Maic 4JAC - 132\, 0 constitue aussi une condition suffisante, puisque

E (x,y) s'écrit comme (1) et que L et 4AC — B° ont le meme signe.
4A



7.71.Scient les entiers A = 3. see @

e 92 -

1 o +32r1 ...8,1 etB—':al ses a'n—

-a e a; écrits en base b€ J[/+ - g 1 g . Montrer que A est

divisible par b + 1 et B est divisible par b - 1

SOLUTICN:

Calculons les critéres de divisibilité par b + 1 et par b —-1len

base b,

= (1) (mab+1letb =1 {mab-1), ¥i & f/e

Ainsi AAE, (azt1 -—a2n_1 + oo ¥ (-1)ZaK+ cooot a2 - al) + (al "'32 +

¥ oeee + (—1)K+la.K+ cee +a, 5 -8, Y= 0 (mod b+ 1),

De la méme fagon B= (a +a o + eeo +a7) = (ag 2, + cos + 2, ) =
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7.7 2.Soicnt a un naturel et p un entier non nul. Déterminer le nombre
des éléments de l'enssmble M = ) a, aa , cee 3 .o a ( qui sont

n
divisibles par p. Discassion.

SCLUTICN.
Soit a en base 1C écrit sous la forme @
a=a i, savca, & M/ 11Es 8 €

Un élément€Meost (=2 .,.a javeclgnsmn entier .

- —

n

. I1 faut trouver les n pour lesquels ©< § De

sn
lo(n—l)s ) -a 1007 -1

10° -1
 Soit & = (a,P). Llors a = d-.a,l et p = d§p1 et (a.1 ) pl)= 1, Donc,
sn
11 faut déterminer n tel que { a 0 -1, dop .
1 165 -1 ° 1

1) si (p1 , 10) % 1, alors aucun élément de M n'est divisible par P.
2) si (pl ’ 10) = 1, soit 4 1'ordre de la classe de restes de 1C

par rapport au module pl (16° - 1) . On a ainsi 3

(
10(' -1 =O(mod P, (10° - 1) ), done 10 —1=0 (mod (10° = 1) ) et

il en résulte que J = K-s, avec K & //(/*. Alors il existe exacternent

|+

= ‘ -mé—l s1éments de M qui sont divisibles par p.

a J

|
1



e

7.7 3.Démontrer quz ¥ X7 /% - ) 1 E existe we infinité de norbres

=

naturels dont la propri

positifse.

SCLUTICN.

Tout nolibre naturel A siécrit sous la Torme ¢

. ><q > . . ; (
A= ese D ; (bien sur A & 4 0, 1( )

ol py scat des nomibres puretders, 1 ¢ 1y eco s{ et P, =;é pj pour

ik ,‘X‘éﬂ(/" avec i & glf cees Sp5.8 = J(/* (c'est la forme

P o S N

cenonigue du nombre, gul est Lulique)o

Ca note d (4) = le nombre des diviséurs positifs de A.

S
" A — . -
Mors a (& = (>, +1). - T)
1= '
8
Notre probléme sc »é&dnit & la démonstration que 1'éguation H {x i+1)=

i=1
X a des solutions dens (#(/*)° ; (les inconnues sont S gau.y L, ets.).

i

Rl R _‘__" - . . - :
Cn pose 5 == L& jU/# euxl=1{-—l‘;,7(/* et on obtient K~ 1 + 1 =K,
Diol tcus les nombres n = p- ~ ; avec un nombre premicr quelconque,

ont exaciteren” ¥ diviseurz nositife {on a une infinité de norbres n
parce gu'ca a vne infinité de. norbres prewiers P)e

On peut voir aque itdeuntion (1) 2 beaucoup d'autres solutions. Par

- \

evemlo, si XK= 0, ... 7. oves %ovs les Xoat /e~ (1 g s on a la

- v <

~.

solution infinie ¢ ¢ = $,84

@

1 = I{l hand 1’ S
) o1 K, -1 - e
Aot n = p, 2 e ’ ¢l tous les P, sont des nombres

<

.9:y_‘b=Kt-l

premicrs di



7.74%.
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Sachant que ai

’ i(:"g 1, 25 ey n‘g y satisfont aux conditions

d'existence pour tous les n lagarithmes, résoudre 1'éguation 3

al logaz see 10gan X = b
SOLUTICN.
log. ( log log, ees log, x) = b
dq e ag a,
b
o= log, log, s log, x =23 ou log, (1°ga soe 1°ga x) = &
2 3 n 2 3 n
. a’rb o 2. P
{==3log. log. ... log, x =23, oulog (log. .. log, x)=a¥
a,3 a4 ah - 2. a3 a4’ _ an 2
. b
' 1
v a2 .
<=7loga log eee loga X = a3’
4 5 n
ab
} 1
an_4
) _ n-3
=== loga 1Oga x = an-—Z
n—1 n
a1’
, a'n—2
= loga X = a3
n
ap
2n-1
(== X =2,

qui est la solution cherchée;



(WL
]
(]
»
]

Sia,b(—:ﬁ%*-et bk 1et ¥°<C.Vf}a=,éb°<,alorsV
K, ,,\
%, < fQ . Et réciproquenment.

SCILUTICNS
R ————— N
Tcut d'abord on voit que ce probléme donne une extension & quelques

problémes particuliers; par exemple "montrer due 1og2110 n'est pas un

nombre rationnel", etcs..
1a démonstraticn se fera par 1'absurde.
On suppose que log.b a = —%—r—- / , avec le p.g. c.d (I‘“,n) = 1.
o =
T1 en résulte que b B = a., En élevant & la puissance n cette
éoalité, il vient WP = o, avec my n & Yo
&

Mais, ¥exe @i 2 F b 5 e qui implique que ‘V‘x(—"@ n oLt

’

ot noxt . 73 (parce que a> 0 st b > 0)e

Donc, si on ne peut pas gcrire a comme une puissance rationnelle de b,
n

on ne peut pas non ‘plus écrire a comme une puiscance rationnelle de b.

Ainsi, il en résulte que 2" =+ ¥ m & (/:} -

Contradiction.
Donc log a 4 'J‘:,\: .
Réciproquenent. Si log;b aé 0; , alors bien sure
>
a=b ¥ oc € @ , parce que sinon il cn résultcrait que
log, b = <&l -

Et le probléme est complétement dénontré.
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7 /5.801‘1& s sé 0 un norbre naturel., Dé terminer les nombres naturels n qui

- s —

vérifient la propriété cue l \/ ‘ dlv:Lse n. (on note l x“ y la

-

partie enticére de X.)

_SCLUTICEY

o /s Iveh/ sep<cng (p+ 1) =7 +Cl pSI+;;.+C§“1 i+l

. L S
Dloa n sléerit n=7p + K 6 avec

LCy P
N " Lo v $z~
I1 en résulte | \/ n {=p. Parce quet \ ! divise n, on obtient p

divise K. DoncK =:D , avee ~&/f/

0K & (p+1)° = (&° + 1)

S(P-kl)s—(Ps+l) = MK -

«»p

D'ou 0 X

~

Donc, les nombres na’ turels gui ont la proorlete de 1'énoncé sont 3

(p+1)° = (3°+1) o = N/

= p_s +exd-py avecox € A/ ot 0L >

ot aussi 1a solution triviale n = O, puisque C divise C.



7./ 7.S0it p un nombre naiurel, p > 2 et la fonction 3

Z
i/ep (x) = ‘:-%-J + )'—-52—“+..; ,XC"Y_%
Fontrer que si x = (a:_._;.—a-.;?io) , alos
/313 ) = pil zx—(a°+a.1+ ...+an) " .
SCLUTICN.

2= (3 vii B 8,) =8 D + eee ta p1+a
n """ 71 7% p n ° 1 °

"_x_.] ca PP lia L7 % 4 + a, parce que P oo ki;=o

Yp n -1 Foees T i :

)—]-:2—] =a S an;_l T a, parce que Ol ay p1 + a, <p2
L 52 3

S

b

%-—%k 0 pour tout m naturel, my n + 1.

- pA4

' -1y : 2
Donc /3P(x) =a.n.(1+ cee + D )+a.n__1 (1 4 vee +D°°) +

n

2
, R o Pl ! S
+...+a2(1+p)+a1—'an ST+ eee ¥ 8, +a) =3
=(a, pn+ U+a Dl_a_ A _a,).__l...... =
n " ees 1+ n s 10 P—l

1 -
E)"_T!.-X"'(ao‘f'a?"‘coo‘i'an)’i .



al2 a22 . ag a32 _ an2 alz
(——§+ 2)+(f-f-—2-+——-2-)+‘.'..+'('——"2‘+-—-2-> ;
a %1 a3 % a1
a 2 a a a 2
- 1 2 2 3 n 1
> + =) +( + )+ oees + + )
2 a2 ay a3 a, a a_

SCLUTICE?

I1 suffit de démontrer :
22 2
- " a
( 5T+ 5T ) =2 (4 +

2 . ~v ) ¢
b ott a, b= Ji2\4 C
2 o EBEERN T
Tn élevant au carré ot en passant sous les termes dans le meTbre

gauche et en faisant les réductions des termes sewblables il en

~ résulte que :

% N v a2 p° - o
- - > Y
b4 a4 b2 a2 =
2
a ' 2 1 1
(n note 5 = U. Onau + 5 - u “,—G— = C.
b u
2 2
1 1 - ¢ a -
Ou(u+—-1—1—)—(u+-—1;—)—25;0,u=——;2—)o.

: 1 z . : . 1
On note t = u + - > 2y onat -t -22>0C clest—a~dire

(t +1) (t - 2) > O, inégalité qui est vraie pour % 2.

/".
Donc chaque parenthése du membre gauche, élevée au carré, est

supérieure au ¢gale & la parenthése corraspondante du membre droit,

dlevée au carré.



et seulement si 1'équation B (XyseeesX s Ty coes Iy ) = t admet des

solutions entiéres, ou les inconnues sont xl,...,x ’ yl,..., Yo .

Cette équation est équivalente a:

) m
- N - = e

T/ a, X, ‘/ bj Vs t - bt a (1)

e ety

i=1" j=1

n m ' A 7

(== 2 a, X; = b. 5. - bt = -a avec t,] ¥y t,aggl,...,m§g2)

i=1 j=1
NECESSITE,

3i cette équation adiet des solutions dans Z y alors il en résulte

que le p;g;c.d. des nombres al,;..,an,bl,.... pm,b divise a.

SUFFISANCE .
o() Ie cas b =% O, Puisque le p. .g.C.d. des nombres Bygesesry ,bl,...,Bm,b
- divise b il en résulte que 1l'équation (2) admet des solutions
dans _Z_ , donc il existe te€ [/ telave E (xl,...,x ,yl,..,y ) = t.

/6) Ie o b = O, Notoms d; = (a,l,...,an) et a, = (bl,...,bm). Dol
D= (al,;..,an,bl,;;.,bm,b) = (d,l,dz) divise a. L'équation (1) devient

n / n

(3) a, x. —d [ D b'.y .t =-a, o b, =4, b' . avec
; 1% % k / 373 » 0u by =dy By
i’:l N *

. 4
1< €n |
Coume (‘b’1 gensy b’m) = 1, il en résulte qu'il existe (y°l,;..,y°m)é_z_m

n
tel que 5 ' b'j y°j =1, D'or on a ¢
i=1
(4) E a X - d. t = a , Puisque D= (dlg d2) = (al,oo.’an,d.z)

i=1 o
divise a, il en résulte qu'il existe t de 7 tel que E (Xy5eee9Xps

y1’10.3ym) = ta
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/,73.1&0!11;1‘61‘ qlle Si al + a + s e +a.n = al see a:n (ai % O, 16 %1,2,...1’1}),

2
alors @
1 1 1 1 1 1 1l
By (ot e ok oaee F ) + 8, (S F =+ eee F o =)+
1 ag a3 a, 2 a3 a a ay
n
: 1 1 - B : ,
*oeee 3y (3 + B, T Ta o/t RSE : By see By 83410000
1 2 n-1
. 1___1
SOLOTICNS . ,
le membre gauche de 1'égalité s'écrit
a a B a a a a a
(—a-%—+al+...+-ai—)+(32 %75%-+...+—a-?~+-§£-)+
2 3 n 3 n n 1
_ a a, a 2, 2, o
+ eee + ( bt ere ) 4 N = [ —— =t ..+
%1 g2 #n-1 it R
a a a a
—-I-l—)+(—5'3-'-—+-.a-§-+...+—-——)+...+( al +—a—2—+....+
% 2 2 2 n n
a 3. eeed = & a o.;a‘-a Ba00ed = 3
+d’-—£—1:-];-)+n=1 L I S S - S
a a a
n 1 2 n
—_— Tn—'
= L— aloon 5 lai+l ese & -n+n= \ aloo-al 1 ai+loocan *
i=1 - i=1

7.%¢.Soient les nombres entiers ay by a; s b;j avec iég 1y 29 eeey n % et
JE&E 41s 29 veey mé . Montrer que si X, et v (avec i€ gl,...,né et

ig 1,...,m§) sont des nombrefLentiers, l'expression @
p :

2 a. X. + a
i7i

B (xl,...,xn, yl,...,ym) = .1,,:;"‘7 ~or
SN b. y. + b
—  JdJd

T 4
a des valeurs entiéres si et séulement si le plus grand commun diviseur

,des nombres al’ see 3 an 9 bl L ) bm L] b d.iVise Qe

SCLUTICN.

L'expression B (xl, eess X5 V9 ...,ym) aura des valeurs entiéres si
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7,84.50it a, e Q s 1é’_ 31, 2 ..>., n § et la fonction /g :7[2 — [72

définie. par — ” ’ { (x -aj.; )
i) =y =1 J

4@.%&1{,, (1‘= - & 3!

avec k nombre naturel 1mpa1r.

Yontrer que quelles que soient les valeurs 8qgesesd Ia fonction n'a
pas le meme signe pour tout l'axe réel.

SCLUTICN!

Soit n = min ;ai
i {

e i Y

Nm‘:‘xlg

On a m %M (le signe = ne nous dérange pas) , (
Pour x€ (-o6, m) on a x-a<.0,’0" 631,2,...,n(et
k A : .
I\ (x - a,.)<C O parce que k est impair et tous les facteurs du

"1
produit sont négatifs.

Donc _(X) <0 ¥x & (—owy m)
De memx (x)\»c , ¥xe(l, - o) .

2
Ainsi les signes sont différents et ¥ al,...,a en pv\

la fonction est négative et positive & la fois.

= = o A s = s = ws

].SQ.Si les nombres 0(1, seey D(n sont naturels non nuls, montrer que 3

n . ._n

) o ';x' l.‘“.; = ¥ d +1 o
1+ > ? - i, lK ! ; ( h )
SCLUTICY 3 o

Soit le naturel a = 12 1.., P, n s -Olu Pl"';’-pn sont des notbres

premers distincts -deux & deux.

On détermine le nombre des diviseurs positifs D de ce na,turel tn

n
sait que D = s '
I gD

h=1



- iC3 =~

Puis, on applique une autre méthode pour calculer D ¢ on écrit
proprement tous les diviseurs ( K représentera le nombre des
facteurs premiers différents, du diviseur 4 ) : ~

=1, (n ag'ﬁ(l + eee +k>ln diviseurs 1 pi s eee s Py 1, ces

1 - n
(X RE ] Pn, sse)y Pn 3 .
K=2. na i o il")( 12 diviseurs @
s
1\\1141251&
2

1
Pl P2 9"’, pl P2
S e 8 o & o o o o o ( Sontd t)( diviseurs )
oy Py P
By Py Py "7

. .
G 6 & o & s s o & o o s & o e o ® ® & ® & & ° s & o & "5 o . o . « o

1 i
Pn:_‘lpn goee ’Pn—l P’.’l n

L] [ 4 L d L] . . L] L] - - * L

(Son o4 1 ~( diviseurs)
" o n- n
N 1 1. l}(

jY n-
n—-1 Pn ~,oo.,P -1 P'n n

L ] [ ) . . L] . . . . - L] . L 4 . L) . . . .

K =i, De mniére analogue, on a > A, el

. 8. -4 ® @ & e e & e s o s o> L]

1 £3,< .., <1< n
diviseurs.
Parce cue i prend des valeurs de 1 jusqu'a n, il en résulte que
D=1+(—— > i T oy ...0(;" . (cn’a ajouté 1 parce
: o4 2
Kvl 5§\L“<... <.‘ix$ n

. quey 8i K= 0 on a le diviseur 1 pour a ).

P e

7.83%.Déterminor les nombres naturels de n chiffres tels que l'expression :

X eeoX
1*°%n

- soit maximum, sachant que
n-1 -
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= n sont fixés, ¢t que tous les

i=o,ll,.oo,12,lm_l

nombres sont ecrlts en base b.

& .11 0Shg m-1. Dans ce cas

SCIUTICN:
Cn note z % - o
; lh+1‘ lh+2 R lh+1_
le rapport devient :
. n-i_~i
a.l.'bn 11 + a_.b 1 2+ ees + 8
R = 2 2,
B, + 8, + o0 + a :
12 m | n
3 ‘ a, c.
. n_/r——- " J 3
Cn pose cj =b v h, 13 < m. Donc R = =
T a,
m-1 ZT-'J
P a.{c. -1
> ey (o= 1) |
= l+—% s qui est maximin lorsque a_ = O (puisque c = 1).
¥ a
T
‘=1 -
- a. (¢ 1
R = L
« Dol Rma.?:1+ =7 =
A a .
)2___1 3
S om=l m-2 )
. \ a. (c.~1~ +1 a. (¢c.—c
=l+(cm-l_'l)"' el T w1t o3
: L_.__a"j ‘1 a.j

qui ést maximmuh lorsque aﬁ_’i = 0. Done

2 .-
) a, (CJ - 0&1)
et le procédé continue.

~—
Brox = %1 t )
Y e B, .
I
D'aprés un nombre limité de pas, on a 3
a; (c 3’) + a, (c ) , ay (01-62)
Rinx = ©3 * =c3+(c )+—-——-——-—
a, + a a,+a
1 " 72 . . o , 172
' - agleg-cpy_
= C, D'ou "Rmax = 02,-1— -—--;-;—-—-

qui est mximum lorsque .a,2r
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Ainsi 1~s nombres cherchés sont 3 e écrits en
Xy Xy eee Xy 0ese0
S LT
n-i
: 1
base b-

P L )

7.84. On considérc toutes lecs classes Cl"CZ“'°‘CK de restcs
modulo m. premiers & m, ¢t a, € C, ., I i < K . Démontrer que

Vmézet 0 «cs <K , s inpair , on a

m N\ 8. oe.0,
. // - i, 1S
1F£?iik<‘.;.<:i§gk

Solution s
Bvidemnent K=‘¥?(m)e Oﬁtiﬁkest l1*indicatcur d'Euler .
12) m=0 }(,U(m)=2 -~——-¥->- s=1

C,= §_1f : Cy= {_+1} ct donc a,==1 , a,= +1 , la somnec

==1+1=0 , ot o divisc 0 =«

28) mer 1 ¢ “'\ff(m)za} -‘-t-",-ﬂ%'s n*importe quel S& 7

==/
Q ’ ’ H o= ':
32)|.'m.'}>2. Notons S, j7 8y <eea; i1E
1 R
-L,élil /\eoo<ijéK
2 K. K )
(A) Construisons xy= 1 1 e N _4\K=j k=]
d ! (% ayi= . (=1) X Sj,
’ - o i=1 .
J=o0

en prenant So= 1.

Propriété 1. Si (a.m)=1 , alors (m-a,m)=1 .
Propridté 2. Sin =& + 1 , alors gﬁ (m)z,

( leurs démonstrations sont banales .)

Ll
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s { 81, o ."aklf"ak

1

K
. 1 )
(B) ‘Z(X) = ——r-} | ((x'“ai)(X+ai)) (mod m) ,
i=1

seeey —ai} at

Si on compare (A) ct (8) , on obscrve quc pour s impair,
0 <s gk s ON 8 (—1)k"s. 'Ss‘—’- o (mod m) , qui est équiwelont 2

m.’Ss ’

(On a utilisé la proprieté 3: Gi a € Ci . 8lors -a&C, ,
o} 0

N —-ak ,...,-al} conticnt
1 1
exactement un representant dec chacunc dcs 2K1 classcs dc restes

premiércs & m ., modulo m. e o

10# i, « Donc 1'censcmble {al,...,ak



7.66. Soit C;aunc pcrmutation éur 1ltenscmblc {1,2,...,6}
—— n ‘ .

Alors 1 B : - -
kf- h)-h{< —+ .
R A— (h)-! l- 2 n |2 _[

n

h=1
Solution 3
1 2.--”"‘1 n s
Pour 1la pernutatlon' R ( n-1 s 1 ) on a :
n_ - o)

S ————— S — - o~ -

‘> } HJ(h)'h5-=2 )(n‘1)+(n-3)+(n—5)+... z =2-

-—

~/
—~—
3
- 3
~N
-+

-

h=1 , k=1

P nlfn [0 _ n{n=1) i n 3
S e Ll il Dl &

Démontrons maintenant par recurrcnce sour n& M/ s n = 2,

que la somme - ‘QTIL’“-' (B; i n
2=/ N 2

h=1

lorsque C,f = \}" .

Pour n=2 et 3 on lc vérific facilcmgnt &

it

On supposc la propriété vraic pour les valcurs < 'n+2 . Mon-
trons qu'cllc ¢st vrame pour n+2 :

a4 n+2

\’J < n+2 n+1 0002 1 . .

cee n+1 ! . .
Soit (
ﬁ) Ntleses 2 > qui cst unc oernutatlon de n eléments

et pour lcsquels S aura la mémc veleur que pour la permutation -

'*-“ lees N
\‘/‘:( Neoace 1) 2



c'cst-a-dirc le maximum (\fJ s'e t obtcnu de t;{ par la réduction
de chaquc élément par unc unité ) conformenent 4 1'hypothése de

récurronce . La pcrmutation de 2 éléments 12= ni2 nIZ ') donng

la valcur maximum pour S ( conformément & 1'hypothésc de récur-
rence ). Mais \3/ s'obtient justcmont & part:.r de ‘Y ot m, ¢
\y(h),31h¢{1n+2b :

\V (h)= i"l,(h) ; au contraire .

7.87 . Soientaun nombre cntlcr ) 2 ct a(k)C F . Ou
16{1 2,.0.;”} 2 Ké\i 2,...,mf oAlorS H

< n / > m (k) \\ ‘ f > n'v : ‘..k ;)}J
L= ) s e
i=1 k= k=1 \  i=1

Solution : Tout d'abord on démontrc quec :

n _
] 1 2'...3.'_.. / 2..1_
Cofl +o%) e (et

i=1

n

i=1
" - 1
¥ > (o) 2}”5" .
N =1

On pcut élever & la puissance p cette inégelité car tous lcs
doux membres sont positifs ., On a 3
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. \ =
V- (a(i))) etf (/ (a(z) )) P
\ 1=l

. B8) si p= 2k , _alors.C:; Y4 ‘}3 2 (°<J3) '2 (( ; (5(1) ))
Cen 2), 2) 12" 2. {2 =2 }
</-——-( ag ) J P )2 { L‘__...._ i ))) ) R L4 =1d';‘d';
S 1=1

n
) \; 2 ; agl) agz) 1*avant derniére inégalité ré=-

—i=1
sultant conformément & 1l'inégélité Cauchy-Buniakouski-le'wrrtse

B) Soit p= 2k+1l. 1
. pk+t1  k ok+l _ k+1 :
a)yxX< Bo ’II en résulte ¢ Cp ,‘.,(‘“p = ﬁ }}3
/ l‘-t k+1 2’
K1 okt T = (=< P) ( NONC p\
3G Pt \ >
n I
= (1) (2)
22) % .
i= Lk etk US4
b) =~ > B . Il en résulte : a4 {f 2 Yp = >
& p 1 N
k x *% " AN | 2 e 'K 2z
n . N
7/ 2 ag_i) agz).‘ Maintenant de (1) , par raisonnement par
Ti=1

1'absurde il en résultera le probléme .

Le cas 'm=2 a été vérifieé .
Supposons la propriété vraie pour les valours <{m . Montrons

pour m 3 1

(T (T )Y ) e




p+'. ,~"\ al
. ) L (2 ) <

i=1 k=2~ /f

N

’\
TI
I\)

(_conformément é:l°hypothése de récurrence )

m n !

<7 __(2_ep)

' k=1 =1

7 88 Démontrev i'inégalité : _
Taine ™ (2R |2

-

Solution
a) n= 2k
=ynl = ( 2.4.6,...2k)e {1.3. 5,...(2k-1)] =

2. T 1,¢=3¢...h;] [1.3- g,éc (2k=1)] =2. s 5 (k- a0
>2 k k1. 2Rh ey = 27K L ket 1 K
b) n=_2k+1

n!= -204.:6.-:.»2-‘(( & 1..3 aSccon ; (2k-1).(2k+1)=

2. k1 . 1.3, 5c.b.(2 k13> 2K, k1 2.4... 2 =

oK. k1. 2k. kr = 228Kk

- De ces deux situations il s‘ensuit que 3

>t [ 1 [F] ;_



7.86G.0émontrer Lfindgalité

m 2 -1 i
T (e LY
D3 B R et B |
7 / — (t_ Z.-L 'i | s .y v .
i=o j = o - 1 Fn=h

(R
et
et
N
3
+
-
& tmpn{

\\ ’
/-.

. -

n

Solution %

.S

n-1 ] ; ( voir le probléme antérieur)
- 2

(2) iy | g 1
: | o _na 5
; - - } opt 1 ;.avec o _é\a <<_2 ,a€Z7Z/T
- 2 - "
S )
L 2P § n-a-2P 1}
Y B op+l | : avec o é a 2P, aC/H/ .
(Pour cela on pcsz n= 2 Pl K st avec K& 7T/ et Oé"*.<2p+1.)

Enstuite cn uitiliee la ~4nui-rer se pour démontisr lfinégalité ce
1*énoncé . On considare cette inégalité comme une proposition ma=~
'

théaatique qui dénend de m , donc P (m) . On applique le récurren-
ce sur m .

Pour m=o on obticnt 1'inégalité (i) .cui est vraie. On suppose
que P (=) est vraie - Cn vz démontretr que P (m+l) est vraies
Tout d*abord ; cda {1) .(2) 2t(3) il résultec cuc :

' T (n-h 1
{ ~ -2 . 1 . - .
{4) si 0 zZ h K 2P alore Neil PEETy 1
% S ~ t = t ~ 2.2 A
i 2m,+“ d . / *
i - ) N +1 ~
‘] n=h_{ | | ne-p=2 "~ k |
m-i':'_' i ' 3 e
§ 2 ‘ - { 2 { »

~ .
1,0=<"h.w2"" . on reporte (4) dans
N ~ ¢

Pour chacque h nature
P(m) , et puis on efiectue tous les calculs .
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On trouve justement la proposition P ( m+l )
Remarque 3 Pour généraliser cette inégalité on remplace 2
par-un naturel quelconque p,2 L PN et on suit une

méthode analogue de résolution . On va trouver un résultat
d'écriture plus compliqué , et 1'inégalité sera moins fine.

7.90 :

Soiant a}e«ﬂ 7'-P >o avie 1gign  eq 1$}<m'
e Y

faunrne/fv

Démontrer que

SN S Sy . S = P

(TS a2, T[S as-5 el m pwn),
i gm F o \§m 2w

ol K est un nombre naturel <m |

Solution
rr n n

P_TT < o — P P. P
On note a:' S 3-1:' } (d’?’7+3-.‘2'+..‘. +-a,"-">-.—
L1 g=4 +F {=q <7 <2

11 72 -, F“th-)\ a P’) P Pﬂm
7
éL +a 4.+ . -+a. + Lt a
\ 1% s B8 “mm . n- '

si on fait toutes les multiplications , on voit quae P, est
ung somme algébriqus qui contient m" termes et chacun d*eux
a le signe + '

P N N R N /
On note P,, ’IS- aLF > ,&L‘;):l l(am-_ﬁ +a "~
= B , I

4,.‘1 - N e <1 vk
1 ez:K*v, e |
'F{.' i+ : f’ . o
_g\jn 7 - -2 1 +. +& 1l<+4 "clf"r’)-
p ";*7 _«m P 7% 4,K+1 -
“ee \a— fl7+ _‘_a‘n.( -’a n,K*,- » a_ ”
"y
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Aussi , lorscu'on fait toutes les multiplications on ob=-
tient une somme algébrique qui contient m" termes : les uns ont
le signe + , les autres -~ . Les termes de P2 sont égaux deux &
deux aux termes de P, en valeur absolue. Notons P=P1 + Pé>.

- En P se réduirons tous les termes négatifs de P, , puis-
qutils ont un coﬁrespondant positif chacun. (Les termes nuls
qui ont le gigne - de P, seront " réduits " avec les termes nuls
qui ont le signe + de Pi et qui ont la méme valeur absolue.

Donc , sans nuire 3 la généralité , on considére les ter-
mes nuls de P1 €t 92 comme positifs ou négdétifs , en fonction

du signe + ou = qui se trouve en face d'eux .)

Ainsi, P sera égal & deux fois la sommc de tous las ter-
mes positifs de P, « Un terme positif de P, est de la forme sui-

R~ P - ~
vante ¢ é-%uﬁ .mqm B 1 i'

. < oy I1 en césulte'que P est
1434 tpdm S T '

ees a

inférieur ou égal & deux fois le nombre de termes positifs de

P, ( 1'égalité sera vraie lorsque tous aij =1).

Soit la suite b, = Kub_ ., = ( 2 l‘<-m)fbnz+ ( m=K ) mn" .

Par raisonnement par récurrence on montre que bn ealcule jus-
tement le nombre de termes positifs de P, .

Parcequ'on s'intéresse seulement au signe des termes , conve~
nons de désigner par + un terme positif , et par -~ un terme né-

gat if. .
. (1) : :
Le cas n=1 implique P, = ((+ ¢ee t = 4uo = ), donc ls
’ : : R o’ \-‘.—..'-l'z—-d
K e

nombre des termes positifs est K et'bi = K« On suppose la pro-
priété vraie pour n , on va la démontrer pour n+l ., Pour n , on

a 3 Pz(n)= ( + eoe + ~ ese = ) 4 00 b représente le nom-
Pt ST
bn m —bn

bre des termes positifs de P (n)’. Pour n+l on a P (n+1)%(+;..+
- n

m—eee =) e coe =) e

( + oee + =
n >
m = bn K m=K
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fle nomhre cdes termes positifs , dans ce cas , sera :

K-bﬁ #(m=K ) ("= b )= (Kem#K ) b+ ( meK ) b n" = (2K~m)b_>

n+1 °* Mais b, est une suite linéaire récurregnte

+ (m=K)m" =b
et homogéne . _ . .

. i | . 4, n n e ‘N .n
D?olt i1 résulte aqus b, =“,:3(m + ( 2Kem ) )s donc P<m +(2K-@3) .

r,
[ o

7.91 . Soit un polynSne P (x) de dagré r<n-1 qui pour les nombrcs
distihcts x; «ee o x prend les valeurs Yq + e+ 1Y, . Pour

1 <1 < non considére les équations

n-1 n-2 n-3 4y n-1 .
X - Sri,l X + Si'2 X + see ¥, (—1) Si,n-l = 0

qui admettent les racings X,seee o X 5 4 ¢ Xyyq0 esesXge Alors.

n n

~ T 1 1

/' Yi i,h ’ ‘ | em———— O 5 @VEC O :;h S:n-r—z ?
i=1 i=1 i TN,

]
[y
L ]

ol par convention on a noté Si

2 B BY 1]
Solution &

Le polyn8ne qui , pour les nombres distincts XqaeoesX, pbend
les valeurs , rcspectivement , y, ' , ..e; y e€st : -

( X=X, )(%-x3)...(x-xn) .y (X-Tl)(x-XS)"’(§~§n)

(x1=%5 ) (Xg=X5) +s ofXg=X ) ' (Xz‘*1)(ng*3)°l4{*2“xn3

P (x)= v,

oty ( x-xl)gx-xz)...(x—xn_l)

TN TR R e

et c'est celui de plus petit degré ayant cette propridté ( d'aprés
Lagrange ).



Degré P (x) = r<n-1 ., Cecla impliique que lcs coefficients de
xn-l, xn-—2““'xr+1 sont nuls . Mais lcs coefficients de x , avec

r+1gk§n-—1 ;s sont exactement les expressions H

n X .
Yy St T ; S L

o g L,M-K=1 j= =1" X . X oL

J#l i j . P ,L

Lorsque r+l1<{Kgn-1 , ona ogn-K-l<n~r-2 et on note h=n=K-1,

(-1 ) n~K-~1

S§ p, est la somme de tous les produits de h facteurs ( h o )
4
chacuh ; qui se¢ forment avec lés nombres >'<,l 1 e ,xi_l,)f,,....xn

( clest-a-dire la somne h-1eme de relat:.ons de Viete , appllquées
4 1*éguation de 1° dnoncé ).

7.92, Soit le polyn6ne a coefflclents entiers P (x)= 17 a. xi

i
. i=o
Montrer quc pou'r P qg;’¥ : 31 P (-.g_)io « alors
T o
|p (-—g—)f, -%‘;—;' s nENJT m >0
Solution 3
B) =1)q pn + a pn-‘-1 6 - + a;Pl' qn~1.‘+:a;qn R .
- - . e >
(3) }n n-1 T+ . 1 .o ‘ ,qn‘<
n n~1 1 n=1 n
; 1 . ) ap +a. ,4p q+ «.s +ta,pq + a.q '2  1 )
m
b4 Bd
parce que :
m>n implique que 1 S 1 ’
EIRaEdS
n © _h=1_- ' in- n ) 3 :
et aan i'-an"';_lP_ q + ...+alpq +aoq K:Z\S\ol{ et.sa

valeur absolue est > 1 . *



n. n. ‘ n. n} +...+np

Solution 3
On a ,
Lt x )M e X ) siee (1 + x )= (1 # x )ATe TR
k

N, +teset N Y
1

p

k

Le coefficient d3 x dans le membre droit est C

k

Le coefficient de x dans le membre gauche est

> ¢’ ¢f .. c.F

31+000+Sp=k

Des deux okeearvation: il résulte 1l'égalité .

7.94 . Soient k , m , n<. /(A + pe N/ et a,. & : J=1,m .

I
51 a?k" + a§2k-1)n + .. + a; 4 1 =0 pour j =1, m,
calculer : | - = S
E (8, ,.... s am) = (24400 a lp.n + 1 +
h (al...am)pn
- , .-pn




en sachant cues h

hoo Ly o~ RN i
‘em =1‘.( 11 § ees 1") t =,‘L1' sgeoegM '{’ 18 F 1t pOUf‘ ST t}

Solution :

n

On note ey =Yy ¢ J=1,m . Puisque yj;# 1, en multi-

pliant cheque égalité de 1'énoncé , respectivement , par y, - 1 on
chtinnd - ok 2k=1 2K+1"J
o=(yy~=1)(y " +y Feeety, vl )=y -1
3 ] i 3 3
_ R
Donc , quel que soit j< 1,m one vy, =cos .2,
J i 4 !
> T e ey
+isin 2, “ntl 2k+3
. ZK4A
PJ=1‘2‘0.0A,.2k0

-
L ]

On va démontrer par récurrence en fonction de m &= //* ., que

. n 1 . n 1
E (e v eeena, )= | aﬂ? LT ) eee ( ag * —%n )e
o al a m

in + 1 . Supposons la pro

a PN
-

Pour m=1o0ona E (a, )= a

priété vraie pour m , il faut démonteer , pour m+l , que

) (Pl o+,

= E ( 61 2 s s ¥ am m+1 _

E ( a4 cee an . 8n+l )
apn
m+1
. .M P, IT P_aT
Donc E ( al 2 LI 4 4 am ) - 2 Ccos ——]—-—-—-—-———- p.oo COoS m
2 k+1 2k+1

LN



P

7.95 . Dans un plan on considére l°ensemble des points dont
las coordonnéss sont des entiers . Soient les naturels n,m,p
avec p 2 4 . Montrer qu’il existe un polygone de p c8tés qui
ait n points sui- sa frontiére et m points & l'intérieur.

Généraliser ‘dans l'espace .
Solution
20_ution

La démotration se fait par construction .
. - A
On trace le segment [AB)" qui Sttt e e e

contient exactement n points . Sur la . « . « « &

ligne située au-~dessus de AB ,; on tra- a o oNr2-3 -2l L0

= b
ce le segment {CD} qui contient exac-, T\f$ "

. a o)
tement m points . - . . &

On peut dessinar les segments (AA"}
et [BB'} ( voir la figure ci~contre )
tels qu®ils ne pessent par aucun point , et tels que A’ , B’ se
trouvent entre la ligne de CD et la ligne située au-dessus de

celle-ci ; et lg segmen nt [CDj, ( c'est-a-dire les m points )
se. trouve dens l'intériecir du qradrilatére AAB’B,
p 24 5P - 3 > 1 . Parceque le polygone a p c8tés , on

2

o

unit les points A° gt nar une ligne polygonale qui contient
p~3 cGtés et qui est située entre la ligne de CD et la ligne

supérieure & cello-ci , -sans toucher aucun point .

Généralisation .

-
-

Dans l'espace e;ciidiensyﬁifg , on considére l'ensemble des
points dont les ccordonnées sont entieéres . Si n,m,p sont na~
turels . p.:> 5 ,alors il existe un polyddre de p faces qui
conticnt n points csur ca Treontiére et . points 3 l'intérieure.

L.a démonstration se fait aussi par construction : on consi-
dére les_segmehfs {AB}"ét {CDB' avec leurs propriétés anté-
rieures , mais :{AAi} e+f{33") sont remplacés par des plans qui
gardent les mémes propriétés . Puis on construit deux plans qui
pactent [~/ oo onens par les plan° antérleurs en garb
dant bien sOr les conditions demandées.
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A la fin , la ligne polygonal; A'B’' sera remplacée par une
chatne de p-4 plans qui se construisent de fagon analogue .

7.96 . Déterminer l’ensémble A<défini>par H
a) 102 & A ;
b) si x & A , elors 1 X 2& A ;
c) les éléments de A s’cbtiennent seulement par l'uti-

lisation des régles 2) et b) un nombre limité de fois .

Solution <

Montrons que A =M ; ot M . ;g;ﬁ;g o ,g;ﬁ32j/‘n e;ﬁ(/’} o

Tout d'abord , montrons que A S M .

On utilise le raisonnement par récurrence pour n& /A/* spour

e :
montrer que éiﬁ}—}’°~%i:' 2 . A . Pour n=1 on a 102€A dfaprés

la régle a). Jn suppose la propriété_vraie pour n , alors

e e e = —

d eee b 0 2 ..0 25 A et il en résulte qu'aussi
n .

T1 01 0 2 e0s 2 Z< A daprés la régle b )
.\—-—u‘\’.‘_/ * - — . et v . .
n n

. Montrons que ACC™

Soit x&€A . Si on appllque sgulement la regle a) il en résul-~
te quef x = 102 M ., On ne peut appliquer la régle a) quiune
fois . Maintenant la regle b) ne peut s'appliquer que si la re-~
gle a) a été appliquée o Si on appligque b) une seule fois , on
obtient x = 11022 . Par récurrence on démontre que si on appli-

que la regle b) n fOiS'g'alors

X=1 0001 (o] 2 e s Z%A 0P18i8.1 00-1 o] 2 se e zéb'lo
e e T —— e N — e,

n+l n+l n+l n+l

Donc ACTM, diol A = M.
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7.97 . On construit l'ensemble B tel que :

a) les éléments 0,9 et 1 appértiennent 43 3
b) si x,yEB , alors [x-yl et xy&D ;
c) tout élément de B s'obtient par 1° utilisation des régles -

a) et b) un nombre limité de fois .

Trouver B .

Solution & -

Démontrons que B = M , ou

M ={0)X1 e Xp , IO \<Xi Sgt ié%l,ooo'p} 7 pel(/. .
P k) ‘1

™

——

-

Tout d*abord montrons que ({o: 031 042;4420,9; 1} B
0<B ; |

0‘9 et 0'9 6" ~ :—;—\' .i '019"0'95 =
09et1 £8=)10,9- 1l =0,1& B;

0,9 et 0,1 =83= }‘0,9-0,1: 0,8 < B;
0,8 et 0,1&B=, } 0,8-0,44= 0,7 B;

Si yf.i'O,l,Z,...,g‘}alor‘s O‘ 9;;._(/) y = O‘l. ‘./.-:‘&}J‘.B-;—'
. ' i i fois

B,

i

puisque stobtient par l'utilisation des régles a) et b)..
Soit X< M ; si x=1 on a 1& B par la régle a) ; si X *1onae

B <x <1 ; si xéO'dn'a "0 &€ B . Il reste dons le cas x=o,x1...xb

1)
avec o < x; £ 9, 1--)( 1,e000,p° } P< JA/" . p<+xet xFo ; sans

nuire la généralité on suppose xp;E.o.
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< ) éi x1‘7t9 » alors o,xl..—.ifp = 0,W; = 0,0Yp -‘...-0,9_;.;:9 yp_l-
p-2

~0;0+.+:0 Zp » avec w1=x1+1,; yj=9 '-x; s ~ 233 Kp~1 ,et ;p=40-xp_.
p-1

Bien sOr 1<w1 < 9 puisque o <x1\< 8 ; on a o&,y‘j <9 ,25j<p=1
puisque 05 X;s,g, 2 gcjgrl ;g z, < 9 puisque 1g><p\< 9.

On a : o,w; ~ (0,0y, + 0,00y *eeet 0,000e0 Y 4 +0400.0 zp)=
-—v—‘" p b Wl o
e~z ; p-a

= 0,W, '°‘°Y2’°'Yp_1zp . Effectuons la soustractlon H

0sW, Ueeo 00 =

parce que IO—zp» = xp-; wy-1= x, et 9--y‘j = xj : 2K J & p-1.

o,W, et 0,0y, ¢ 3= l,o,wl -‘o.oy'zl. & B

lo,w1 -0,0Y, L et 0,0Y3 — B = ?;,"!. ro,wl-o,oyzl "-o,oy3 ‘,"(—: B

mais la derniére valaur absolue est égale & 0,W;~0,0Y,=0,00yz «

Par récurrence il en résulte"qué x& B, puisque

x=-"»'O;W1 - O,0y2 - see =0, 0.:-0 y -1 =0,y Odee ° Zp

e N -

p-2 ' p~-1

= “ooo’l. had ' .. -0, g CE———

N .! Olwl 0;0Y2’ 00Y3 ,.g'*-o.- 0,9.:-—.0 yp‘_iy'A'O,‘Ooooozp’
F- P-2 o 1« #

qui s'obtient par l'utilisation des régles &4) et b) un ‘nombre 1li-

mité de fois .
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1/3) Si Xl ;jg , On a 0 90..9 = '1"0,0...0 1‘,(/8 svn T /A/.
ns v n—-l :

xbo,gx2 e Xo= 10,9.. .9-0,0t5 4% .t'pg f ol t'j' = 9--x\_j VIS ES-NN I

F

o\<_tj§9 puiscaue o ijgs sour 2 < j

iN

D

1}

o

AN

Pour montrer que t = o,otz...to = D0, 0gt 9, .z2<¢<j< p ,il
. T A . 1 ‘ . ‘- . .

J
'suffit-:fdeiz'VOir que’ le, prepier cpiffre décimal de t est zéro,donc
différent de 9 , donc on utilise le cas << ).

tEDB =Y x& B . o ' Y
o ’I

g .
& [ Sk
14 .

143 -

0,9 et 1<:MC_r(o 13,« o; 0,1 0,2,...,0 93 1 M . Les opérations
de la reégle b) effectuées un nombre limité de fois sur les éléments
0,9 et 1 vont donner aussi des éléments de M, parce que:si

>, 7€M 1l en résulte quesys €M et 14~37) & M puisque

o<, !x-/ <1 et o<s<f‘ <1, etx/gu ayant un nomore linité
de décimales , alors aussi .x/’ et KV—/," }auront un- nombre limi-
té de décirales .

1

r ' ‘ ' )
{2 ja,bg 7 bEo, (bym)=1
b

7.98. Soit l'ensemble [ =

IR

B

PO

qui s'appelle l'anneau des m-entiers , m& /. fixé.

e

On cdit que x=z 'y ( mod m ). dans I, avec X,Y. de I :51 et seule~
ment s'il existe z & I tel cue X=y= Moz,
On considére 1° élement r de I ; trouver se classe d'équivalen-

ce mocdulo m dans I .
Y

Solution + 1) Le cas r<i /7 o a) m'émg’—l,'o‘,i iy

on note P la classe cherchée,.er;n l'ensemble}m_z_ . et
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{ + h {1 _ .

"}‘:) mkl k1 ) k2 s h s p& Z: oLh, n< |/my(m,p)=1 st
;c.'mkz + ps X '

hpredye-

Montrons que =M,
Tout d'abord montrons que r— M.
Soit x & M. /\lors il existe ki—,kz. h, p& _7_] avec les propriétés

écrites ci-~-dessus .
12) x&€ I , c'est-a- dlre X est un m- entisr , parceque de (m,p)=1
et k,& /7 il résulte que ( mk, + p,m ) = 1.

22) xx r ( mod m ) dans I , puisqu’il existse '}f 1 L,
"2
- ~ .
?fi = kg = rky 1—}—‘5-‘4:?.\_»_ (34 62 parce que n-rp =<}4ﬁ1 ) et
m

8-2 = mk, + p ( donc Y:l est un m-entier parce que ( B“Z,m)#l);

.. 2
tel que :
Yy mkq + hemkor=rp - __ ~
— ) = 1 2 a = x-r « Doge X< r o

Montrons que r €. M.

Soit Xe<.r o Donc x = ;g— et b = o , (b,m)= 1, ains:L que x = o
= v mod m) dans 1 Jiais b peut s'écrlre b=mk, + p , 0 -’Ap<§ m.;._._

(p,m)=1 et de m8me a‘-mk +h s 0<hgt m i, avec K, + ko + h.p

dans' Z .

x=r (modm ) dans I , 1mp11que que m} x-r dans I s donc im-
plique qu'il existe X ° “-‘ €I tel quem¥ = x-r , et ( X 5am)=1.

-- '-J

V3

Considérons ;i‘-" irréductible . Il en résulte .
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HZk ~k, P} +h-pr ' . o
= 1 2 o Parce que ( f& P 272 )= 1 et
> m(mk, + p )

X
X

( ¥, m) =1 il vient :m |m(k,= k, r ) + hepr , d*ou mih=rp,
c'est & dire x & M. ' | |

Remarque 1 « Pour m=o on a I=Z, et pour m=+ 1 on a I =@ ,

b) m=o . Chaque classe d'équivalence contient seulenent un élément

donc r Xr~ .

c) m =+ 1 , Il existec une seule classe d'écuivalence 3 donc

r = I =4\<:=a} .
2) Le Cas'"ré'I—Z . 8) m’i“;'-i‘_;'—ilo‘vls N
Propriété 1 .

Soient m«= Z} I l'anncau des m—-entiers et rq ~— L.

2
Alors - a & Z7tel que__1 _ . ( mod m ) dans I .
r .
Démonstration . '1 . —_ (r m) =1, et r,.rs <~ -
Pty . 2 L) F ] 3 — .
e 1= 1772 & Z

Soit l'equation diophantiecnne : xr,+ ym = r, (les inconnues
étant x et y ) qui admet des solutions entiéres

L
(r2,m)- 1 et 1‘?r'1 . So:Lent X=X K 7 et y=y, =

| .

_ puisque
/Z une so-

lution partlcullere . On prend a= Xq et §"1= Yo+ Ona : "1

- . A
:lﬂxmod m ) puisque mjy ( _1 -

parce cu' 11 existe
S \ i \r2

"‘XU

B i y = -
Y = 1 _'o & I tel que me. = = Xy Donc
X r = 2 2
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Remarque 2 . Il exists une 1nf1n1té d'entlerSiD(

I tels que -
1

=>¢ (mod m ) dens I , avec m o .

Ces nombres sont , pnar exemple ’ des solutions partlculléres

de l'écuation diophanticnne antérieure .

Donc , pour re I-f7 , J a ¢ ZZ tel que r=a_( mod m ) dans

I et r = 8 qui se détermine comme dans 1le cas 1 a).

b) Le sous-cas m=0 n'existe pas parce cutil résulteralt 1.27
et donc r& 7/ .

c) ms+ 1 , Ona P= I =Q§E.
| m ™n '
7.99. On considére l*éguation : 84Xy 1 +e..v a_ X =.b , avec

c o Y. — : . :
- & M/* s pour i€3° 1,..0,n;) et b & F . Montrer que
1'équation a un nombre limité dc solutions naturelles .

Solution &

m,
i
o0+« On note tous

Xy = y; « L'éguation initiale de-~
nYn=b (1)

a) b >
vient a, Yq teeet @

On.voif Ggue 3

| -—I I ( sinon on a : a,y, > b))
t .

—
S

)]
- /-..‘a---('

) = M = nombre fini.



Yom
X, =
17\

finsi , si lc nombre des sclutions de 1l°écquation (1) est li-

1/ y; o i€} 1,...,n}. (2)

mité , alors aussi ,.de (2) il va résulter qu*il existe un nombre
dimité de valeurs pour chaque Xg s

1

‘p ) b=o » Alors , la seule solution naturelle est la solution

¥) b< o . L*équation n‘admet aucune solution naturelle .

p . . - ! . « .
7400, Soient ai : b > o0 pour i&l 1,2,.ﬂ.:n3,‘-Alors R
T

1*équati : X X : . :
a on alx Foeet A = b™ : n>> 2 , admet au plus une

solution dans l°ensemble des nombres réels . ‘ -

Solution % ° _ N
L*équation pneut n’avoir aucune solution . ou bien ¢lle neaut
avoir au moins unc solution . A
Si 1l'éguation admet auv moins une solution , soit ngﬁt
X X X

. o)
1*'une de celles~ci . Donc aqo *oeeta "= 5O o

1) x, > o. Soit x > x_. Il an résulte que x=x. * t avec t > 0.

0
z = i a e ?\n
Soit z max3 g4 o . anj
X X X
X X t o t _To t o} 0 \_
31 + o0 + @ = 81 81 T ecae t A , a é Z ( 611 + ., 5 e+8 )—
X
=Zt'b o L .
X X X X X
. N ) o] o .
Si z3b =3 % ° >/ b o:::/ 810 Foost By > b D'ol

_‘ . X . . v . X Nade -
Z <b, Ainsi que =9 T.o.+a;r<f»b r VxS S
-Soit X-Cfxow‘Il en résulte que X=X -t avec £ o o
X -t X

X ’ X t o) o) btm %o X, Et
+ S, + = " +eoset P Z—.. toeet =L
aj a a, a4 | a, a s Z | ay * an )‘ b



- - : X o
Puisque 2 < b ==} £ t> b‘t. Ainsi a>1< tooat aﬁ) b ,Y-x(xo ’

d'ou,gnxc_estolaeseule'solution de 1l*équation .
2) xb<:"of.énta’}

"*o ~X L g (=X
/1 ‘ 1 -

S S SO 2 S 7o { 0
\0' ) _ o O » — B +eeat L= -——"-) .
. ) . ai -~.,+o.o'f_ an-»‘_—- b e OU( 61) S‘a }’ . . - b .

n

avec -X ’/._0 ) donc on a réou1t ce cas au premier cas .

3) Le.cas X, = o.nrest pas‘posslble puisqu*il en résulterait.a

0
a4

diction .

tooot az = b%, ou n=1 , mais par hypothése né;-z « Contra- -

7.401., Montrer qu ‘une congrunnce ‘modulo n;m:t;o 0u1 contlent
des inconnugs , admet un nombre limité de solutlons dlstlnctes

( non congrues deux a4 deux ).

Solution 3 S
Chaque inconnue ne peut prendre que les valeurs 3 0;1,2,¢0¢.

...,fmT ~1 (’est-a=dire au maxiaum imb,” valeurs (un systéme‘i'
complet de restes 'modulo) m }) . Si 1° équatlon - ‘congruence
contient n inconnues , alors le nombre maximum de solutions

o 4N
sera I.'mf & 2.

Observation: Lorsque m = o , la congruence deviert une égalité

( une équation ) qui peut avoir une infinité de solutions , -par
exemple o«x = o ( mod o ) =
7.102 . Résoudre la congruence linéaire 2x-1 = 1-6y (mod 4 ).
Solution &

La congruence s‘®écrit : 2 x+by-2 = o(mod 4) Dol 2x+6y~2=4K
avec K& 77+ Ou x+3y-2K-1 = o.

(Remargue : on ne seut pas diviscr la congruence par 2 au début
( on obtiendrait x+3y=o0 (moc2). ).,parce au‘on perd des solutlons)
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Le modulg de la congrunce reste 4 . On a :
==3y+2k+1 . Donc .x 5—3y+2k+il(mod 4 ) s0u x= y+2k+1 (mod4).

On prend (y,k)€1 0,1,2 32 . donc toutes les possibilités .
Maas il sufflt ce donner a K les Vvaleurs o et 1 , nuiscue 3
pour k= 3. ===; 2k= 271 ( mod 4) et ‘pour k= =2====3 2k= 2+0 (mod 4).

Si on donne succe:“lvcrent las valeurs (o0,0),(1,0),(2 0),
(3:0),(0,1),(1,1),(2.1),(3, 1) au couple ( y,k ) on obtient pour
Xy respectivement lcs valcurs 1,2,3,0,3,0,1,2, Mais k ne nous i
intercsse pas . Donc

(x='1 (mod 4)742) 35 70y 13) (0 [1) f2)
K -"‘..."; ‘-t"‘;v_ ".c-‘,.
(ys o (mocd 4)° \\1,, .\2,}’§5ﬁ"§0;§'1¢} Y2;'§ J
On sait que. le pqmbrg des solutions cde cette congruence est

égal a (2,6)-4 =8 .

Z

7.403. Soient ai{E'Z-;T‘ , :i.éfi 152,...,n‘}, n>2 et b&f/ Montrer

a; X; = b admet une infinité de solutions

que l°équation >
Ca ci=1 .

dans lfensemle ccs nombres naturels si ct seulement si (al,.,.,sh)
divise b et §’"1-cx1ste (1O ’3 )(:f 1,,..,n%2tels que

.

ai 5 aj <"Oo
0 (o]

(On note (a1,.,.,an) le plus grand commun diviseur de”al,az,...,aﬁ,

Solution :
S1 on met les coefficients de 1°équation au m&m¢ dénominateur
on peut ¢éliminer les dénominateurs et donc on peut dire que tous’

les a, etvb,sont,eptiers o

Nécessité . n ,
Puisque 1° éouatlon a.des solutions dans/(/.., alors elle en au-

ra_aussi dans ~// parce .que. JK/ e 7»n
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Il en résulte que ( al,...,an) divise b , d‘*aprés un théoreme

connue.

On suppose par l'absurde que tous les termes de l*équation ont
le m&me signe , par exemple positif ( dans le cas contraire on
multlolle 1*dquation par -1 ), ' ' o

-si b <o alors l‘ecuatlon n a aucunc solutlon nature lle : con~

"t radlctlon .

-si b>o0 , chaoue inconnue X; ne peut prendre des wveleurs qu®
ellecs ), donc un nombre

fini de solutlons + contradiction aussi . D'ol 1la supposition
est fausse , donc il n'est pas vrai que les termes de l'équa-

tion ont lec mé&me signe .
Suffisance .
Commé-“( al,...,'an)' divise b il en résulte que l'écuation a des

solutions dans 7 n} Par hypothése , l'équation a { termes posi-

tifs non nuls , 1 €¥ <n . et k=n-Ctermes négatifs non nuls .

Cnail1<k<n1Ln . Nlors on écrit ‘ |
. ¢ -

} 8y X - / aJ!xj=b,0L‘10 <a3=_-aj,

“h=T j=

gi E'+1,...,hi .

'(On a. suppose lés’ prenlers termes pos:Ltlfs et les k suivants
négatifs . Dans les autres cas réordonne les termés et (1mp1101-—

tement ) on les renumérote .)

Spit 0 < M-\ 1,...,an ;_ le plus petlt commun multlple ‘de
84s.2+28, + On note c; [M/a , ie ,’1,...,n }'.
Soit encore O < P =1f. ,k] le plus petit commun nultlple de e
et k . On note fl = P/L et k = P/k .
Si on pose S‘xh=f1.ch.t + xh . 1 < HL O
‘(xj=k1.cj.t + x? . 5’3.4-1;\’ j £



B e { o 7
avec t € 4/, t > max%s Xh { : | —xj . 1
had | s | o
\L 1% | L1 )

00i3<7reorésnnt° la nertie entvere de x, et ( x1 ,...,x ) est
une solution particuliére de 1° équatlon ( on va montré au dé~
but cde cette démonstration qutil cxiste des solutions entiéres),
alors on obtient une infinité de solutions naturclles pour no-
tre équation .

7.104 , Soit l*équation linéaire aux coefficients entiers
n

\\: aixi = b,

i=1

5 :
a) S'il existe ( i 0?d ) ﬁif 1 2,...,n} .tel que a; =t 1(mod aj

o

alors l'équation admet des solutions dans l'énsemble das nombres
entiers . o ‘ |

b) Dans ce cas ; la résoucdre .

Solution :

- 1 )
2) aiO =x 1 ( mod ajo ) 1 o~ Zr: a8y ~h 2, =4+1.
o Jo .
i . a2 a
Soit dv (a; - a4 ) - Il en résulte que dﬂai. h, 8y dopc
E 0 o) : 0 o)
dil+ 1, d'otd~1,
Comme ( aio ’ ajo y ~ 1 : On a ( al;...,an) ~1 , mais 11b .Donc
l'équation admet des solutions entiéres . '
b)
N a = N a X, =
/ Xy % / i1 (hja, 1) x; +oa Xy =

o)



. _ _ -
a. x, +a, (x, +h x, )zxzx, = a, X, +
/ i7i i g o "1 i Z i

i
i =i iFi
ST fs) [e]
QI i3,
+a, t+x, =b,olt=x_ +h x; . Il en résulte :
. JO _10._ . L < Jo o "10 . :
) { X =% { X
' i, ( P a; X; + aJo t—b)
l 1% 1,
} . Jo
X, = t=h_ x, =+ ( h «\
\ 3o 0%, 2 (Mot ey xg hgay x 1)e-gh)
z, 13, :
| X

{\aVec X3 EZ/,J‘ géi Qio‘joé ; ' et t G Z( pa.ramé_tres ).

-

7.405 , On donne lc systeme :-

- - ER k. o .~ . e
fj (Xi-...,xn ,“\ LRI ¥ ] t_Xn ! Fl lez ;'vczxni ) = bjG@,J=1,n F

ot f° sont des fonc tions linéaires qui .ont leurs coefficients
dansi ; et IXJ ' (Lx’ représentent respectivement la par-
tie entidre et la partle fractionnaire de X . ’

Trouver une méthode de résolution pour ce systéme .

k1

Solution ¢

(1) En écrivant x; = Ex \ ixl}( . avec 1‘: - .7. \s } < 1,

f"

i
i= T,n , on obticdnt ( anrés éliminatioh des dénominateurs- ) le

systéme équiva lant :

\2) g L le ‘ '.“., “:Xn“ : ‘\xié ’.co; g._n')>-cj 7/’ j 1,n,

ou les g, sont maintenant des fonctlons 11néalres cui ont 1eurs

coefflclents dans Z . o
. . . LT z -
On ‘résoudra’ ce systhéme en con31dérant-que-ix1$ see i ”j
sont les inconnues . Puisque : -

*
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n ‘ _
——ers ; 5
o ¢« IX., ¢ = ¢C i=1,n
Al i 1, f l > fjlj i J_( i : N

i=1 j=1
et narce cue 9(‘33 ‘:xjt!’ cy Q Z s+ 1.3, = T,n , il en résultes
—_n_
> Fij f"j?ﬁz s e T, A,

j=1 ) |

On applique la méthocde de la substitution ,.On calcule }

| | R g

d'une équation , 1 ngiééh . et 1'on remplace dans les autres
équations .Ramegons & un systéme linéaire cde n-1 équations &
n-1 inconnucs .

Procédons de m&me avec ce nouveau systéme .(Si l'on obtient
en routs une dquation impossible alors le systéme (2) n'admet
pas de solutions . Stop .) A la fin on obtient :

L J%Xjn}=h( ,:_le 100, I:Xn-] ) +y kez .

Donc @& , Y x, ‘f < Z . Il en résulte :

ij } =0, ou }LX }_: P A,- ‘p ¢ //(/_", n;ais tel qué
_ “n

7,

417 (rg‘:keZ)»'

Ces deux cas on peut les écrire comme un seul cas ¢

¢ - P ap CH/ et o/P < 1.

7xjni’ T

. . )

801t Sj le nombre de solutions nour -gx I « Maintenant on
n In

ﬂera la route inwverse JUSGU a la détermination de tous les

i,J ;, j= T,n. On remplace la (les) veleur(s) de x. ? dans
le systeme antérleur de 2 équations & 2 inconnues . On obtient
les valeurs del x i,

Ldn-1j
Soit S, le nombre de celles-ci .

n-1
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La route inverse continue jusqu'd ce qu'on déter‘mine{x‘,j }
. ' 1
qui a Sjl solutions ; (§,31 1v0 0, an = A{l,Z....,n}):

On remarque que {x } Ef\ i=T,n. Si le systéme a des solutions

i1 en résulte que celles~ci sont dens ‘A
n
Jusqu'a présent on a obtenu l | Si solutighs .

i=1

{3) En reportant toutes les valeurs de SLxlf sesey {xni dans (2)
on obtiendra un systéme linéaire de n écuations & n inconnues 3
{xﬁ 2eces ;[xn'}! qui sera résolu en nombres entiers . On résou-
dra normalement dans /R N , et si la isolution appartient a
Zn alors cette solution est juste ( on effe_c'tue gnsuite la re~
lation (1) pour obtenir X; see+s X, ) ; sinon, elle ne convient

Py
-

pas o«
On va exécuter le paragraphe (3) pour toutes les valeurs de

{Xl} govvs {xn} .

Ainsi , le systéme est bign résolu . Le nombre de solutions

de celui-ci est 7/ o et <—T—_ Sy e ?
i=1
7.106. Résoudrs dans // l'équation : 3x-7y+2 Z=—18.i
Solution @ . .
La solution générale dans Z‘est la su1vante :
x=ky o y=ky *lkp, Z = 2kg *+ Tky - 9 , avec kysks £ 7

Comme xzo + Y ZO Z/o il en résulte que kl/o , et aussi que

i =k 9~ 2k
k2>/ L__ 1 J+ 1 et kz/, -

P 2-2k '
k2>§-————}—-]+ 2 . D'ol , la solution générale dans /(/sera 3
/4 7

x=k ,y=k +2k2,2=2k1+7k2—9,a_v_eckletkzde

A/ et k27/’ e —\+ 2 .
7

]+ 1 , c'est-a-dire on a
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7.107. Rés. udre dans 4(/ ltéquation :
2 x +,45y +'9 z = 44/, . T
Solution : R

44 '
m1ao<ys[15]=2.

- A4
A)y=0====)2x+92=44-—->0,§.z<t 9
a)z=o==a=>x=22 .
35
b)z=1==m>x= él//v
€) Z = 2 =====% x = 13
d)Z=3=====>x o W
e) Z:= 4 m}‘ =4 »
B) y =.1 ===== 2x + 9 z = 29 -'#é%ogz\<3

a)Z»: === x = 10
by 2 =3 > x 1.
] L
) 202y ==> x G N

C) y = 2 ====5\, 2)(‘.4- Sz =14 #===7 oé"z él
a) z =0 === x =7 = .
b) z2 = 1 ====> xq‘: //\/
..Toutés les 's;Jlut:ioyns sont :
( 22,040, ) s (20 , 3,12 ) ;s ( 7,2,0)
(13,0,2) ; (1,1,3) ;5 |
(4,0,4) |
Doné il y 2 un nombre limité de solutions .-
7.108 . Résoudre dans 7 lfé'c}u"a’tionvz
’17)(1 + 20 Xo = 18 Xy = = 34 .
Solution :
On écrit l'équation ainsi & - -
"r20x2-1.85§3_‘+17(x1+2)=0

On note X, + 2 = t £ 7/ « I1 vient :
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20 Xy = 186 Xz *+ 17 t = 0 . 1
Clagst-a-dire s 20 Xy = 17 ( Xz = t ) ~Xz = 0
Onnotex3-t=h€Zl.D'ou:
20 Xy = 17 h -~ Xz = 8]
Donc Xz = 20 Xy = 17 h.

"\.x1+2=t V ) _

i ‘m::)x1=t_2=(x3~h)-2=

La solution générale est 3

= 20 k1 - 18 k2 -2

X
>
1

ky

x2= : - R .
1)(3;20 kl—A17k2 o k1 ’ k2 )€ Z‘Z .

7.109 . Résoudre dans-l'ensemble des nombres entiers l'équation:

15 x - 17y + 9z =04
ol o est un pearamétre entier .

Solution :

L*équation s'écrit :
15 x + 9 ( z=2y ) + y =ok
ou encore '

(1) 15 x + 9t +y=el_, 00 t =2 -2y (2)

11 suit de (1) que = y = = 15 x =9t +L . (3)
f1 suit'de (2) que ¢ Z = t+2y o
I1 résulte de (3) que Z = ~30x - 17 t + 2.

La solution générale entiére est :

x = Ky ‘ ey 2
Y=-15k1_9k2+& !.aveC(kigkz)ﬁz,

\Z = - 30 k; - 17 k, + 2o{
( on a noté x = ky et t =k, )
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7.110 . Réecoudre dans 7 1l'équation 3 3 x + 70 y = 35 Z + 6m. =
= 76 °
Solution :

L*équation peut s'écrire :

1]
[EY

3 ( x423y = 12Z + 2 w = 25 ) + ( y+z )

ts . to
Avec ces notations . ona : 3 t; + t, = 1 , équation qgivgad-
met la solution générale 3

Yl
)

Donc v + 2z = t, = «3 k+1 , d'oll y = =Z -'3k+1 . avec Z € 7. (1)
Y 2 Y 4

= k

=3k + 1 . avec K g 7 .

Demanlereanaloguex+23y-12z+2w-25=t1=k,ou
x-23z-69k+23-12z+2w-25=K(onautilisé (1) ).

Ainsi, x =35z 2w+ 70 k + 2 ,

La solution générale de l'équation dénsr Z/4. sera -
{x 35z -2 w+ 70k + 2 ; Ty

y = -~ 2 -3 k +
\avec zZ.w.k gZ.
7.111. Résoudre l*équation x.y + 5 - z=2 = 0 dans l'ensemble des
nombres entiers .

Solution :

"

X
1]
n

‘\V"x € 7 . on peut écrire
c

r € 101234} (1) o .

AVLyC 7 + on peut aussi écrlre ty=5K #r,, 3V9¢_K2E V4

et rzc’ {’0:1f2:3:4:j - (2)

En reportant (1).et:(2) dens l'équation initiale , on a
5 (5 K. !’2le r2+K2r1+Z)+_|»~1 r2-2=0 .

ky + ry + avec Klf /4 .et
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]

I1 en résulte que 5 divise ( ry rz =~ 2 ). Donc , (ri oo )6‘
¢ {(342)1(211)1(304):(413)} « {(3)

D'ol , la solution générale sere ¢

X = 5K, +

g 17N
\ Y =.5 K2 *ry

I SR : : 2er, s
Z =e 5K1K2 - K1r2- K2r1+\ 1'2
t ‘ ‘5
‘ avec (Ki', Ky ) Q 'Z/za( des paramétres arbitraires),

Pl ¢ "

et ( rye ro)g 4\( 1,2) 5 (344) 4 (4:3);
L*'inconnue Z a été obtenue & partir de 1'équation initiele puis-
que on a su les valeurs de x ct de y &

. N

-~

7.112 ., On donnc 1l'équation x2.'+ 3K, + 2= (3K, +1 )Y. Mon=

trer que l'équation n'admet pas de solution naturcllc , quels
que soient ( Ky ,» Ky ) € 77 . Généraliser .

Solution :

Ona 1t 3 K1 + 2 =2 2 ( mod:’» et 3K, + 11 ( mod 3 ),
donc (3K, +1)Y =1 (mod3 ) ,ouct X2 2 122 = 2 (mod 3 )3
2

o) si x =My + 1 ==—> X = 1z=2(00d3).
b) si x =My + 2 ====== e 1 == 2 (~mod-3 ).
s o2 (mod 34

Dot , Fx € A/ x2 5%2( mod 3) . Ainsi 1° équation ntadmat
pas ‘de solution natureclle , ' L o e

]

c) si x -Jﬂs ====== X

"

Généralisation : . ’
L'équation x2 + 3y + 2 = ( 32+1)_W ntadmet pas de solution en=-
tiére . _

- La démonstration cst la- 'mﬁme . Tout d’abord on montre que si
K, #= 0 alors y)O , parce que si y £ O il en résulterait qu'un
nombrc entier ( le membre gauche de l'équation ) ast égal a un
nombre non entiar ( lc membre droit ) .



7113 .« Résc idre l'équation xy~* 4t - 7w + 14 = o0 dans l'gmsca=-

bld dgls nombnes enticrs s

Voot

Solution :
On écrit : xy + 4t -~ 8w + 12 4 w ¥ 2 =>o
On note t-2w + 3 = v , qui sara unc nouvclle inconnuc
L!équation devicnt ¢ xy + 4v + w + 2 = 0 , ou

W2 =Xy = 4y = 2 , Et t= v+2w«3 = V-t 2 (~xy - 4v-2 )=3 =

a =2 Xy = 7v=7 . Si on change les notations ( pﬂr souci d'cse
' thétique mathématiqus ) on a;la_solut;on générale cntiéras

N x = Kl ) | . ",‘ ) . v ‘.‘ ' .“

to= =2K . Ky = 7Kg = 7
Wo== K, e Ky = 4 K 2, avee ( Ky, Ky i Ky )(_ 7}!

. ( paramétraes ).

7.114 , Montrer que laéquétioh -

2x2+5xy-12y -2x+3y-1=o
n'a pas de selution dans l'cnsan>lc des nombres onticrs

Solution i
'équation s*écrit - ’
2 x2 + 8 Xy = 3 xy = 12>;y'2 -2 x+3 ya=1
oo cncore x(2x=3y ) + 4y ( 2x =3y ) =1 *(2x = 3y ) = 1 .
Donc 1 (2x=3vy)( x + 4y-=-1 ) =1
Comme x, y £ Z? il en résultc qu‘on g lcs possibilités suivane
tes :

8) soit ({2 x =3 y ).
) | x + 4y =1

Y]

. (1)
1 (2)

(2)====»  x = -4y + 2 , gt an reportant -dans (1) il vicnt 3
-'-‘-:~’11'y=-'-3 ====-§=} y»=—i-1-¢_7{.
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'b) soit{2x =3y = -1 (3)
1 X + 4y = 1 = =1 (4)

(4)===>x = -4y ., ct ¢cn reportant dans (3) il vicnt 3 ~8y - 3y =
= =1

_—

==,

1
y ==
11

~.

A

Donc lféquation n'a pas dec solution dans y/4
q p .

7.115 . Démontrer quc 1*équation ¢

5 x2 + 80 y2 - 26 xy + 8 x - 46y + 15 =2 0

n'admct pas de solution dans 1° ensemblo des nombras naturcls .

Solution I 3

L'équation s “écrit

( 4x2 + 49 y2 + 9 ~ 28 xy + 12x - 42 y )+ ( X2 + y2 + 4 + 2xy=-
<4 x -4y Y+ 2 =0 . |
- 2 5 A2
ou ( 2x - 7y + 3 ) + ( x+y - 2)Yy +2=0

Mais cette equatlon n*admct pas de solution dans /A& , parcc-
que ( 2x - 7y + 3 ) + ( x+y = 2 ) + 2 > o .Donc clle n'admct
pas mon plus dc solution dans A/ +

‘Solution IT

'équatlon stécrit :
5 x2 + 2 (-13y + 4) x + (50 y - 46 y-+15 ) =0

a.’.2‘ . 2
A=t -ac=169y + 16 = 104y = 250 y° + 230 y - 75 =

= L~(9y -7 )%« 10 V< o
Il cn résulte que 1*'équation n'admct pas da solution dans[k
Donc clle nfadmet pas non plus de solution deans Y/ VA
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7.116 . Résoudrc dons lianscmble des nombres cntigrs ltéquations:

x> -3 y=2.
Solution ¢

3y.
« 2 @gst divisible pa} 3 ;
051:23 k C‘;Z/

k
3 -
he===) x° =% g&J@S + 2

-
. o z P ~
L*équation écrit ¢ X'~ 2 =

Donc x c'gst-a-dire

+r . T =

Soit x = 3
3

X =
P I '
X = 3 k"".’.-—- : }{\ —L‘M3+1 #‘MS + 2 b
x =3 k+2m== x“;k}{3+8' = Mz +2
Donc x = 3 k+2 , k& // . diou =
3 y 4 7L 3
y =Xz, ((3k2 ) -2 9 k3 + 18 k% + 12
3 3
Ln solution dc i1'équation cst : | x= 3k#2
\{y= ok> + 18 k2
kK 7 e
76117 Dér ~ntrer quc l7équation x4 -7 =
[ ; 3 [l 1 aug ! ipon Yloocyn

n 2;1 n*admct aucunc solution cntierc .

Solution :

4
On pout écrirgc : X = 7 ( Yqeeoy, = 2z -1

x* 23 =7 (ygeeey, =221 .

4 R . 4 |
Dol 7 divisc X - 3 , c'cst-a-direc x =J%7 + 3
Soit x =M r vas o+ 1, +2, 43 % Alo 4‘J‘[+
oit x =M, + © , avec r£40.F 1. *e, I35 7« AlOFs X =Sy r i

- 7 /
‘mais r4éf{ o) 14: 21~

4 & -
donc X #F Mo & 3

solution entiérc

2 4
: 3?} . Mais on voit que r

x3=‘)‘{3+20

k + 2.
+ 12k + 2 ,
14 Z + 10 ,

3 , ou gncore

4,

g 3 ( mod 7),

. T1 cn résulte que l'écguation n'admct aucunc



\,., v»-..'., . - B Doa . . . - }
7. 118 . Résoudre dans 1° enscmblc dcs nombrcs ‘enticrs l*équation:

5x4—'6y 20

Solution :

5 x7 - 6y = 20{====> 6y = 5 ( P
Donc ypst;d}yig}blo‘par 5‘.

Soit-y = 5 z z€7

L equatlon dovient

A —— " 7

Donc x4 = 4 ( mod 6 )

Il c¢n résultc s
x = 6 k¢2 ou fx=6k+4,ke77
Tow s

Les . solutlons entlercs de 1t équat;on sont {"

6 k 2 o “A .. . . ( 6 A _4 R
y = ( 2% : y = 5 (B k2)
5 , ®
€7 ‘ (| ke Z |

7.119 . Résoudrc dans 1'cnscnble des nombrcs cnticrs 1l'équation

4 x"n 72 5. -

Solutwon B R

4 xY =7z +5 ; puisguc z € Zon a4 <Y ¢ . )

e Y.

Donc xY =P<~ € Z ou xyet'- s 1T 4 |3 mais® = g '

drot xY eie ou XY C(_ 77. Unec solution cst x = =2 ,y==1,
2
w1 '
=-1 puisque l°équation x¥ si—  admct la solution cn nombre

L2
enticrs x = -2 ot y= -1,
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‘ -':S:_i:,.'_»xy: £ = ZZ! 1.’:équation nitialc devicnt 4a<¢ =7z=5=0 qui

admet la solution généralc cntiére ..

Ces = 7k+3
_J;\ z = 4k+1 , aveec k & # ( paramétrc ).
Donc xY-7k=3=0 , avac x,y,z de 7/ JIl cn résultc s
K= xy; » Mais x =J'(7 + r , avec rC‘ 0,1, 2,...,6‘ .
On écrit x= ;."s+r . s(—;z . ¢t alors ( 7,s + r ly- 3 (” Zsi

: 7
et sculement si r= 3 et B
X= 7g+3 ==mm==) y=6t + 1, t S/ (VAR
+

=/ VA

Donc les solutions cntlercs de 1lfFéquation sont 3

X= 75+5===m==) y=6t

{ X = =2 /X= 7s+3 : S & 7/, | X=7S+5 ts..-71
y = -1 )' 6t+1_.t€//(/n y=6t+5:t<./(/.v
’ 6t+1 t+5
\z = (z 4 (7 s+3) -5 o o A 7et5 y© 5
7 v . "7

7.120 . Réssudrc dans Zl'équai ion : xY + 52z ~-2=0
Solution
‘Be-1féquation on tirc : xV= 2 =‘;l“{5
x a la forme ¢ 5k, +ry k1€Zet ry & :{0.1,2.3.4}
I1 faut avoir : xY = 2 ( mod 5 ) , ou ( 5ko*ry )Y = rly 2 2 (mod §)

Ainsi que 2] #= o , ry =,&=1,r1v=,e= 4

Pc;l.l.f;"ril=20n‘62"y"41 1o ( mod 5 ) ct
{ Z

Pourr1*=3on63"}vl'~o+":.-;2(mod5)‘.
Donc (x=5k1‘+2 : kié'{,z

y=4k, +1 . K& M/ (1)

Ak
;;=2—(~5k1+2) 2 + 1
<= -

. 5



) ‘ |
ot{x =< ky +3 K & J
y =4k, +3 .5k < N/, - (2)
4 ko+ 3.

2 - (5ky +3)

N

i

On obscrve que z & Z en (1 Yet cn ( 2 ) atissi « Il an
sésultc quec : '

4k + 1 4|<2+ 3

2 Kz = 2 (mod5)at3 = 2 (mod5).

La solution générale cntiérc s’obticnt en réunissant (1)
at (2)
z

7.121 . Résoudrc dans // l'écuation x| =y~ .

~

Sol"u.tio'n : R
X = 0 =:==='=\/ i y=1 ct z é/.’/(/
,\y 6 //(/Q ct z=0 - )

’-o.
34}

(

1

}x=1====>fy—1 ct z = N/

\1 \y C/(/’ctz-~"

\3( >/ 8 ====3 y=x! et z=1

Démontrons la derniére afnlr"watlon s parcec quc lcs’deux pro-
miéres_ sont banalecs . On suooosc ( par lt*absurde ) quc z= K > 2.
On a x!-—y . On exclgt lc cas x=2 qui impliquc y=2 ct z=1 .
Donc x > 3 . Dol x! conticnt au moins deux diviseurs precmicrs
(2 ¢t 3 ) . Donc yK admct aussi au moins deux diviscurs precmicrs
(2cet3 ), dol 'y admet au moins deux diviscurs premicrs (2ct3)-

Soiecnt x, _..”,‘xp tous 1cs nonbros premicrs 1nfer1czurs ou égaux
1 - e e,

“

3 x (ona montré que p>2 2 ). xi = X4 ...xp"‘,“’"'i = N/",

o8 y
. . . 1 =< z N - RN . ) .
1< i S p o Ainsi x4 ....xpp = y~.D%00 il Taut que >, 3 z, 4(2:2,
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On considére xp . lc plus grand nombre prcemicr inféricur ou

égal & x « Conformément 4 un théoreémc dg Tchébycheff , antrg

x @t x il cxistc au moins un nombrc promidr . Donc X <:xp<<
AN
2

oy x x 1
Q; x « Alors =K = a t eyl 4eee =1 Il en résultc
Pt x ¥ I x“°!
te X5 3
que z = 1 . Ainsi ( s ) représcntc toutcs les solutions do
1*équation .

7.122 ., Déterminer la formc générale de la solution dans l'cn-

semble dc nombres enticrs dc l'équation 3
Py ‘

<:_Jl___
L1
1=1

=1 'OL" m. n‘ pi b ] rj é—l(/.l

.

j=1 i
m < n ., rj <pj r J & %1,...,mj . OU tous lcs py sont das

npmbres pairs , ct tous lgs r, sont impairs .

Solution :

one yet— 4 | rj el B
. ~ pi I BN <
l : X3 ’ = . X 5 f; /. ’xJ -
i=1 { j=1 { j:l
= :;—ﬂ—— rj < L Py <:—Q—-F Py
/ |5 | ¢t 172 | T4, x| 7 >
j=1 i=1 i=1
m | -

\Y;



Dol < l "11 Z 1 x _' ", il on résultc
1=1 -
SR S r’j" _{_,_1____ Py
" : = 0
) (_!"jf byl ) 2y |
j=1 RN P. : r. B j=m+1 :
Puisque ‘xj | 2 ‘xj} J> 0 et jxj }pj*/; : : ’)d:l Gé {1:---m§;

onaxj=opourjE4 m+1,...,n7 . Ct ‘xjt i }xjg J=o

1
pour j & 1,...,m + Donc xﬂ.\__ «(o 1 -1} pour‘jC—_Sll,...,m} .

La forme genéralg de la solution cn nombres cnticrs de 1'é=-
quation est

= ﬂ see = 3 . =Iooo= ‘= : v ’ = Jt

Xq Ela @ X ym.xm*_1 xno,avecfj ooul,
m .

/: & j# o ; ct

o 1 '

? _f Qe x = £ m * xmﬁs..z: n‘=o ’ avcc?ji&éu ‘,1,et
m - . v

\ : j # O o

. m
Le nombrc dcs solutions cst 2 (Cm + C +eeotCo ) =

o m+l”
=2(2"-¢c Y=2 -2,
m

7.123 ., Détecrmincr 1'équation linéairc qui admet la solution

dans l'cnscmble dcs nombres cnticrs suivante :
S)(l: 3 K1 - 7K2 +. 5

o= K1 + 2 K2

Vi
)Xs— AK. + 13K
\ 3= 4Ky 2

oxllk1 ct K, sont des paramétrcs dans Z .

- 71,
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Solution ¢ L'équation a trois inconnucs : X4, X5 ct XB‘

PRI

Sa forme généralc cst ai X, * aé X5 + ai X5 = b ,”
- ]

2 r ~
avec a, , b.,e¢f , i= 1,2,3 , Ou : - a: al b*
i i~ 2 3
17T ;
1 1 a,

En notant différcmmcnt lcs cocfficignts , a~t-on 3

On pcut écrire pour K, ot K, quclconqucs dans _7_7

’ 3K1 - 7Ké + 5 + A2K1 + 2'32 K2 + 483K1 + 13a3K2 - 71 az = b,
Pour K1 = K2 = 0 === 5771 ag = b (1{}
Pour K, = 0, Ky=1 =me=) -7+2a,+13a; = 0 (2) N (4)
\ Pour Ky ;.1, ké=o e’ 3;62¥463 = o (3) j
-

( On a utilisé (1) pour obtcnir (2) et (3),3

Mais (4) cst un systémc do trois ¢équations & trois incénnucs
que lfon ve résoudre normalement .

Dg (3) il vicnt 52=~4a3 -~ 3 . D'apres (2) , il on résultc me in-
2

tenant =7+13 ag = 8 ag - 6= 0 . Ou as =ﬁ§———, donc a,= -.67_.
Dc (1) il viont b= 25 - 925 _ 838 .

5 5
Donc , l'éauation cst

-




7.125 . Qn considere. un-naturgl n > 3 et ag{//? « Résou~

dre 1'inégalite : - o
l%?_‘._*__"”__ + [ x=g ])/ | x|« Discussion.
n 7w . N

Solution :
Soit x = ng + r , oLrLn . f'é/»”/;:ﬂ » a& 2 -

T) Si‘a = th.’ 'qa(g.'_7_7 . alors l'inégaiité du problémc devient

2 X
n

Bixi(1) + co qui cst équivelent 3 (2-n) @3 o

[ 3
-
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Donc x¢ My "{V"I y=ng +r ; odrn , re /R qgo, qéZ/}

11) Sias»-‘-unqa ,qaé,zaalors a s'écrit =
asng +tr, o, 0<re<n ,raéi?,qaéZ/.(Z)

On pcut supposcr oga<n , puiscuc , avec (2) , l'inégeli-
té du probléme devicnt équivalcnte &

. + - - - -
ca, #X T Ta o g &%, N
8 n '8 n 4 X

t t

ona .{x;;} ana ";> [x)] )

qui cst équ:.valent a (2-n)gq + E (r)/l { (4)
- \ N
_lrta + Ir-a ) -1; si r < min ' a,n-aj}
ot E(r) g J + i j 0. si min ; a, n-a} Lrgm ax{a,n-ad

(+1 s si r2 max {a,n 7,

1) o€ r< nin >a, n-al . Alors . (4) {===3 (2-n)q -1 [r}-
Ougg -1 . ) (g= ~132 aEbE(n-3 2 (r] ) )

m====ey X & M, = {y/fy = «n+r , o £r <_min 1 a n-a} et .."} N= 3}
P) (q= -2 )=z (4) (====p(2n-5 > [ r] )
====3 X €& M, _{y‘y -2n+r, o , 'r < min {a,n—a} et {r‘j&2n-5} .

‘J)( q € -3 )=m==> (4) cst vrai . '
datmy XEMy = {yj;Y = gn+r ;, o < r<min{ a,n-a}, q€ =3, € Z} .
2) min{a, n-al{r < max‘}aan-al . Alors (4) -f:n:)( (2-n)q > [,-.9

M)(q= -1 ) ===, x&Mg =§\, {y = =n+r , min é .n-Aj < r<
kY A
Lmax 18, n—al : [rig n—2}

P) (a 4-2) ===y x & Mg = S' yiy = gn + r , min {a,n-—a}gr<
/}?H'\ga’n-a} 2 q < -'2 2 q é Z]_L L]

3) max fa, n-alcr <n ==y (4) {=====> ( ( 2-n)g+1> ,,{r\)

{

=R xéM =Sy/1/- gn + r , maxfa n-a‘i L r<n g, q<-1 P qé7}

ct on a discuté tous les cas .
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7.127 .
Trouver unc méthode de résolution an nombres naturcls

pour l*équation :

- m
7 x. +a=>b . ' L E.
,— h % - C * ’ ‘ . v. L4

avac @ . by, cEM/ P € H/*

Solution 3
L*équation aura une infinité do solutions naturclles lorsque
b*%cC # O



v h é{l,...,n-li{_ on_‘prcnd,yhé J(/ quchconquc . Construisons
Yo tel que ceyyene y, = KP avac K& A/ . (1) )

Soit yn lc plus pctit nombrec naturcl qui a la propricété (J;2

(Il existe un tel yn parccacue , si on écrit chaque Yh = T_ P '

- avec = hé /(/ et Py étant lc 1-—1eme nombre premicr ( positif)
h&il,...,n-l? . on prcndy = | lp PLin -
. » avec B, € A/ gt

i
B 2 o(:'ih +uBim =§Mp ,oﬁ
{1 h=1 .

l'on¥écrit ¢ = T | p; avec ¥, € N/ ot By ( pour chague i)

. , ; .+
losbﬁln sont choisis tols quc ){ i

ast lc plus pctit nombre naturcl qui vérvifio"cotte propriété.)
Construisons y_ = A t_p . avec t € J(/° , t étant un paramé-

m . P
E X; +as= b:-Kst , ott les incon-

oa

trc . L'équation devignt
i=1

nucs sont Xqas soes X ct t « On a gncorc :

m : -
E, x, +a=ndt , ona nuté bK = XEMN/

i
i=1
— f 4 P
A) Si byc = 0 ; alors l'équation E x, * & = o n‘admot pas
i=1

de solution cn nombracs naturcls

B) Si btc 5= o , alors 9(#’ o . L*équation admct unc infinité de

solutions naturclles sé{l,....m-l‘t Xg =& W, + r  , ol

o £ g < ¢ -1, re G//(/ et w_ est un paramétrc naturcl , ct
=X + 5 ¢ T - . i > 'l 'l y
X e % Fo ot 0o K L L o =1 mais r, cst cho:&.s:.:tc_l qua

m

et

7 : V
r, +a =-J'C ( on a noté .}4@, un multiple de X ) ct aussi
I=1 e X o #” o - : .

rmé/(/ ¢ W = paramétrc naturcl .
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7.126 . On donnc l°éguation P Qxl ' ...,xn)=o. avcce P(xl,....xn)

un polynéme du deuxiéme dcgré en Xqse.e X, @ coefficiants réels.

Montrar cque A, c¢st un carré parfoit si ct sculcment si Zix est
~i
un carré parfait . (Pari_ on a noté lo déterminant dc 1*éque~
/\h

tion initiale de dcuxiémec degré rapportéc a 1'inconnucvth} )
Solution :
Nécessité .

( La démonstration réciproqua scre anzloguc )

N

v Y P * - . v “ =
L'équation s*écrit & A.ex, *+ B, x, Cxi o . (1)

ot A gst una constante ¢t B. unc fonction linéazire de promicr

degré cn Xq coeese Xg g 3 XgogeeecoXy o (/s est unc constantc ,

dee L [}

parcc que sinon il en résultcrait que P a un degré strictcment

supérigur & 2.)

ﬁ}x dtant un carré parfeait . cela impliquc que Z)x =
. i i
Ki(x1,...pximl:xi+13ﬁe.;xn) : ev ¢ K, fonction .inéaire du pre-
miar degré cn Xqoees: Xy 4 Yigqicee Xy o

(1) . devicnt ¢ A

x Y { o~ e > --o ‘ou
D e e A b - 2
~ + 2 A hN * 2 A

A 2A.txy + By - Kioo. 2A-r0 + By + Ki

2 A 2 A

“Puisque 2A°x. + By % K, sont decs fonctions du premicr degré en

Xqseee:X, ON peut c«lcglar Xj cn fonction de xi""'xj-l"xj+1'"‘xn

i g v N
(2) de\/icn: 2o :" X—} ‘1 \'\1:?"'2/‘»:;4_1) Xj+1:-..,xn)‘: ).

-,

Y X3 - Fo (XqaereaXy g Xgpqre-ecy )) pas  naation

\ 2 A
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par notation

“r 4

B (/\_i i gl '\;(1gsoong~1 F ] Xj+130003xn) )o(X:j-

o

-4a( xl,...,.xj__1 . xj+13,.ea Xn ) ) = 0o , ol 949 9o sont aussi des

i indai 3 (X .
fonctions lindairgcs cn RgaeeecXy g9 X944, 00, x, + Donc A «

est un carré partait .

7.129 , Soicnt a xn *oest B X+a = 0 toutgs lgs
— g (n) d(1) T (0)

équations obtenues par pcrmutations circulaircs das cocfficicnts,

sur l'cnscmble {an:°°‘”alfao§ - & J§> ®, 0 < i < n, n pair.

2

a) Montrcr que ces équations admettent unc racine commune réelle

si ¢t sculemant si A Foeeta, v r

|..s

b) Soit Xy la racinc communc réclle , S la sommc de toutcs lcs
racincs des équations , P lc produit de toutes les racines das

équations . Alcrs 3

-2 a
P —-.r.]._..._.__ - a a
S..xo + (n.;— :/‘V ot = 1{ \’ n-1i + o + 1 )
~o ) -L__.—.,_. a n-1 an
i=0 Nei~2

Soiution :
En tout &rn 2 n+l éguaticns -

On & bhi edr a X 4eocot@n X+ aA o o/’K n.(1

Soit donc x_ la rawinc communc iréelle . On fait la sommeg dg¢ tou-~

o)
I3 . PRRY o . - . » -1 1 y
tes les rélations (il. ot il vient 3 S gxn + xN toeaetx + 1)=0.
S iV o o o}
¢ ~ n n"”:’— o 1 - . '] o
Il ¢n réaulte 81= 0 ou ¢+ ¥ e ot X + 1=0 , mais il n'exis-

- 7 . . . n i
tec pas d“xoé{ /2 qii annule l?équation X +...+ x° + 1= o, avac

n pair ., Dfol 81 = 0; mais S,= a toseta, + ag -
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’ 3 . - ) n
Réciproguement & S,=0 - Cela impligue quc a e« 1 ' +e0et @

L n) 1)

1+ a, (0'5-9:0, o £K £n . Donc toutecs lcs équations admct-
K

tcnt 1a rac1ne communc récllc Xy = 1 .
a, a8, as _
b} S-x = (- ——— - 1) + (=~ -1) + (~ e =1t es et (= = ~1)
a a a
n n=1 Ne 0
a a - A a
P= 2 . an Y an—i X 61 = 1 .
n n-1 n=2 7 ao . | ne2
Donc S-xo + (n+l)- P =,-< ao + al + E 21 > .
X0 n-1 n i=o0  n=i=2

7.130, Résoudrc dans 45 1l'équation s (x+1)x+ (x+2)x= (x+3)x
. ( frmsns ﬂAexﬁ.Ahwdﬁ%}”ﬂgqg\
golution 3 !

Evidemment x » =1 , puisquc les bascs dcs puissances doivcnt
8trc non négatives , ¢t quc pour x=~1 l'opération o—1 n'a pas
de secns .

Si on a (x+3)x # o , divisons l'équation par cclui~ci.Il cn
x+1 xX+2

résultc quc E ;;3—3x + (;:3—?X= 1.

3 +1
Soicnt g4 (x) = ( > ) et g, (x) = g{%g?)) ct ég(x)=gl(X)+92(X):
r
]

qui ont lc mé&mec domaine dc définitlon_f-l, + o~

Yy

Montrons quc g, ct g, sont strictement décroissantc~ , d'ou
il résulte quegé cst aussi strictement décroissantc .

On omstrult lcs reopréscntations graphlqucs de g4 et gy -
"(.
<+3

.

Pour g, = x +

-2 R -2 1
xi.)im 91 (X)"’ 11m ‘( 1 +—-;(—_'-:3—-) =,~'é ké’g‘(r
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x = 0. 9m=p .gy(0)= 1 ;

La droitc d'équatib"n" y = --%-2- cst unc ssymptotc horizontale
e ¢

quand x tond vers + >

. La dr‘o:.tc d‘équatlon x=-1 st unc esymototc verticalc quand x

tend vers + >4 - I '

Le graphique de g4 sc trouve sur la flgurc (I)

RS 1 . X+3 T '_-1 x )
X o 2 »rX-;'x, Q x* = 0*‘_._:1 _{
-~ e @ 4-. .

Dot la droitc d'cc;u t:Lon \ =—1-?—- est ‘unc asymptote horizonta-
lc quand x tend vcrs o oo, ) - ‘ o
Le graphique dec g, sc trouve sur la figurc (2).

Do (1) ot (2) on tiro que g, ot gy" sont strictcment décroissan=-
tas sur f -1 , +e,5{ . donc on a la mémc propriété'pour%. Parcs
que 5(2) =1 il con résultc quc x=2 cst la scule qolution réclle

de 1'équation . |

:&. A (1)
. -
LA )
—— o T -

{

-y

~

v

w W
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7 131 Sachant que b - 4 ac ¢st un carré parfait , trouvgr un
procédé de rés olutlon dans 1 cnscmble dcs nombres entlers de’

1'équat;gn,;Aax2§¢ bxy + cy + dx + fy + 2= 0, avec a,b,c,d,

f,c, cnticrs .

Solution 3 Essayons dfécrirc l'équation sous la forme

v bxy + oy? ¢ dx + fy + o = (sgx ¢ By ¥ X ) (px ¢ By +
A*xz) *6{ ool Rg: By oo )5". Je @ 1€i1,2] Lona

> ”‘2 ?‘ oKy Boxy +&4 ‘—) 2x * Pq DK oxy *.PJPZY +uBl 2Y +

+h, o px + By + 3, Bp 0 = e+ bxy + o+ dx £ fy ¢ 0.

Par identification il cn résultec :

‘ ‘ ; -
;?ﬁ:i CxtzA, a ‘ }fl-}(2.+:gl.3 2 = d-
Y SR z. '« - ) ( ' b,,:‘\ : .
(1) Pl BZ = ' ot (2) ) UBJ- : + @2 \[ = f ,
1‘_92"?1 > =b l 5 Do g = e

qui est un ¢ 'stéme du deuxieéme Jzgré , dc 6 équations a 7 in-

W,

o . N ~ { L
connues 3 X, , "X, ’gPi ’ FZ : %40+ 8 5: 9 «Da (1) on tire
o : / % : o . -

a C
0(27= —_— uBZ = P ct 1 ..r-h__.__..uaa,LI]_ an resultc
= . 35-1 Y , ’
a . \ - ey h Dot 2 . = .
que €z + ———-= b, ot 2 = "( & ol cz - bz + a = 03
B
;7 1
w 4

mais'il faut que -,ZKZ soit un carré paffait., c'est-a-dira que

b2 - 4 ac = K2, K 5;225 ce qui est satisfait par hypothése .
Ko + '

Donc z= 2= 2K Ators L?l = . ct By = br K
pl 2 c ) biK o z:’("‘"_l .

L" PO Y .



t on obticnt

0

On rcemplacc cn (2) .

a : 2c ., w . bxK 1
¥, sol, X 5= d ol, X+ 228 =1
1 u‘ 1{2 b+'< 1 2 2 [ ] ‘—1 ¥ g
1 - 1
d'ol on trouve —— QL 64, N 5 COMMG des rationncls, (3)
ey 1

1

puisqu®on 2 un systémec lindaire de 2 équations & deux inconnucs

b

(w = ——;iL—-—qt't =X, %, ) - Dc (3) , 11 résulte qu'on pcut cx=
i .
N . N ) i . e 2 o
primer Yi ct ;f._,_ ‘en fonction de 0(1 s Dc l*équation 31 Xz +d€=c,
on fait sortir A on fonction de 0(1 . On donnc una valcur con=-
- vanatlce é'cﬁl gt on détcrmine ainsi toutcs lgs inconnucs. « On a:
3 ~
(X 4x "'fl‘/ 84
ficicnts au mémc dénominatcur ct on éliminz cclui-ci ., Puis on

’ ¢! ’
?gz ) =

- s avec<>(1 .

{
3

(cizf +LF2y + X’Z) = - 5 « On mct les cocf=~

trouve (™ ,x ’rfiy L

Pic¥i

| .
J en factcure cnticrrc.ce cn:asuaye toutcs les possibilités , ce

P
2 2’ z 4 ¢
sy s Py 2Bp 0

i
<

qui donnc un systeme dféquations

? 8 = 1
A X Py tE =F

7.132 .

cocfficicnts récls , e,

Montrer quc si ( n-1) ai_l

n*a pas toutes sgs racincs

Solution :

S= (x. - X )2+ (324 ~ Xz
1 2 S R ¥

2
+(Xn--:i."xn) =

On considére liéquation ¢

diophanticnnecs :

ETY A 1 e f1.2]
di o = T% 4 ot 1 & 132 y*

s
D a, X~ = o avcc tous les

|

o. ¢t lg naturcl n

<

=2 .

<

-2 ‘ 1A : .
n-a_a > < 0 alors l*équation

dans /& .

2 ]
o+ (xz"'xs)z"'e e .+(X2~Xn)2+. oot
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(n~-1) xz'+ cos ¥ xi } - 2 (xixz + xzx;"i§x1x + XpXgzteeet

tXoXy teeot X g xn? —(n~1)} +...+x2“} + 1-2-2 (n-l)][-xix2

n -1
+--o+)_(.1Xn ? xe:;) + a.f+ xen+O‘0+ Xn_l Xn J "(n-l) 2 +
' a
n
+a . -
ne=2 2
+ . (-2n) = 3 (n-1) a, 4 -2n82,5 Ia{ 0
n a L -

n

(On & noté;xij Xéae..: Xn les racincs de lt'équation .)

Il ¢n résulté cuc liéquation donnéc n'a pas toutcs scs racines
dans 2? . puiscuc sinon il cn résultcrait quc S ;5-0 .
Remarqueg : pour n=2 on obtient lec résultat trés connu quc si lc
déterminant d'unc équation dec dcuxiémc degré , D<o, alors

1'écuation a des racines complcxcs .

7.133: . Résoudrc: lg systémc suivant :

S A . :

S x, =, , 1L 3 L£n ,avcen > 2
ﬁ 1 J e
i=1

is= ]

Solution

On écrit éxplicitement lec systémc

Xo + X3 +=...+xn“1 + xn = o 1
X ' - <A
Lo X teeetXpg T T T2
=4
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On fait la soustraction cntrc L premiérec équation ct chaque

autrc équatlon « On a :

~x, * =Q€ ..;x;.,\. , 2 £K < n.

On rcportc xK = xi + 041 -:>(k , 2< K< n, dans 1la premiére’

équation et on obtignt :(n-1)x, + (n=1)X,= 0(1+‘3(2+A..+mﬁ

- ——

I “(n~2)a(1+:>(2+oos+ )I-nlo

H

-

D'ot =
ou Xi

e}
]

—~

On déterminc da fogon analoguc los inconnugs XoseseaX, o La

solution du systemc cst ¢ X 1
-1 ne1 1

Feoet N

n '1\<ién .

| U

[ Qe L A -} +,..+""(‘
l-.

_( n—~2 )3( '3&

7,134, Réséhdrc dans 1l'cnscmblc decs nombres cntiers lg systé-

me & i £ _17x + 52 y = 130
)

35x = 27y é 26 z 84 .,

[}

Solution : Résolvons cn nombrecs cnticrs la prcmiére équation

du systéme , qui est unc équation diophanticnna

générale scra :
X

(1),{
{

52 t - 26
En rcemgplagant lecs valours de x bt y dans la

17 t - 6 ., avec t & 7/

<

tion , on a :

(2) 1361 t + 26 z = 832 , avec (t ,z)(—_'ZZ

On résout cctte déquation cn nombres cnticrs
néralc sara t= 26 K,

\.z=-1361 K + 32 , avee K& 7 »

3

sa solution

deuxiémc équa=-

.
s

sa solution gé-



Colle-ci est rcportéc dans (1):

———
%
]

52 *« 26K -~ 26

17 .#26K - 6 , avac K& &

e
<
]

Donc , la solution générale du systémg initial ost 3

1352 K-26

X
n

vy = 442 K- 6

éz =-1361K + 32 , avec K& 7 .

Obscr&atidﬁ : La héthode qu'on a utiliséec cst la sabstitution -

normale , qui s'utilisc aussi pour résoudrc cn nombrecs récls.

7.135 o Soit un systémc linéairc homogénc ayahf poﬁr métriéé.éé—
sociée Aé){(m,n; (/'3) 2 qu:. admct lc rang r (A)Y<L n .kA(Lc-‘ rang
d*unc matricec c'est l'ordre du détorminant non nul lo plus grﬁnd
q;lrait de catte matrice .) Montrer quo lc systéme admet dcs sO.

Jutions entlércs noen triv1alcs .

Solution 3 On con51derc lc systemc 1nitlal:< aiJ xj = 0,

j =1

114 < m. avec tous lcs aiJ (,ﬂ\ « On mct lcs coeff1c1cnts au
m8me dénominataar ct on éliminec colu1-ci ; On ‘obtient un syste-
mc qui a tous les cocfficdénts cnticrs . On notc r (A) = r < h

( conformément al’ hypothéso ) Si on &liminag les équatlons sa=
condaires alars 1l reste r équatlons principales . Resolvons nor-
maloment dans A& ", en apolicuant 1a méthode da Cramcr . Sans

nuirc & le généralité on supposc que xl,...,xr sont lecs variables

‘principalgs .
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Ainsi Xpgpgt oo ooXy seront lcs variables sccondaires . Comme
r<n , il existc au moins unc variable sccondaire.. Lcs solu=-
tions récllcs du systémc sont :

"
4

*h She X¢ o

/

'}

1< h $ r , avec tous lcs bht at A\
t=r+1 |
enticrs , ot A cst lg détcrminant qui conticnt les colonngs N

1,00, ot lcs lignes 1,cee,r.

Si on - pose Xy g-A’LKt ,r+1<t (n,avac K 2
( péramétresﬂ) d*ou E o R ‘
n
..xh=\/ 'vbhth,l(\'hsr'
t= {(+1

11 on résultc unc solution cntiérg r = indétcrminéc pour notre
systéma . Si on donnc des valcurs non nullcs aux paramétras

K cesy Kﬂ on obticnt unc solution cntiérc non triviale par-

r+l1?
tiquliérc .

7.136. Détcrmincr lcs matrices A ct B d'ordrec n telles quc :'

(1x x? (EX "y A = (1 1ex 14x% ... 14x™1 ) ot

=1y, B2 (1 .x x° eoe x""1)

(1 1+x 14x% ... 14x
quel que soit x réecl . .
a) Calculcr A" ot o™ . pour m& M/%e

b) Mentrer que ak ge _ pg¢ Ak at ( AB .)9_-{..51\}9 7K,e p& 4/°.

c) Montrcr quec si -2 ki T":1
E ; .§ “alors ’ ' A~D
‘ i=1 i=1

=1, . o I cst la matricc unitaire dfordro n; ot Kyo® < I(/’
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Solution : Soit 1; matrice A = 5f911"‘alj"'aln \

!

{ 821 o e anJ X .a:\n
! :'

*

\
4
i
i
v : c
\anl LN J .anj LN J .ann '/

Notons v = (1 X xz,..x“fi...xn'l ) et u=(1 1 +x 1+x2...1+x

n=1
)
En multiplient v par la premiérc colonnc de A nous obtcnons 3
-1_ N 7 e eaie
511 + a21x +...+a ni x" ﬁrkt— « On fait x=0, ct il cn

résulte 611 =1, donc 821x + see *'O_ ni x"'1= O, ifX<E iE} 3
c'est a-dire quc cclui-ci cst lc polyn8mc nul parcequ'il a plus
de n=1 racinos ) 3 d ou 621 cee= 8.4 = O

On pultlpllc v par 1a colonnc h| de A (2«{3 < n) ct on obtionts

8 + By, X + ee0e t 2 + a..X% teeet a__.X 1+x
13 23" - 3-1.3% 33 nJ !
v’x € B .
Pour x=o0 on trouvc a,.= 1 , Donc a,.xt...ta xj'1+ (a .-1)xj'1t+
1j , 23 3=1.] 33

ﬂ..+anjxn'1= o,‘tfxiEEJP $ Cc polynBmec , aussi , cst nul , ainsi

= e e e=8 N T eeae=a "b t a,.~1l= =1
82J J-l.j= j+1,3 nj o ¢ i3 1 é s0OU ajj s 2Vee
2<(j £n . Il cn résultc quc A -fl l1eeel s
( g
‘9 1 ‘O...O‘
SR o I
\C

‘O....."Oi

bllioobij oaobln ;
Soit B = \

bgl"RPZj"'b?n i Hn multiplic u per la prcmiére co-
\bni"'bnj"‘bnnf

lonne de¢ 8, ct on trouVe:b11+b21+...+b ¥ b21x+...+b -1'#;
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Pour x=0 , ccla impliquc by, + bpy + eeut by =1.L'n e aus-

-1 - . - 7 N
si b21x+...+ bnlxn 0, ’VX 6//‘\’ e« Diols b21= see= bnl Ooe

En multipliant u par lo colonnc j de 5 , nous obtcnons 3

et 3 ne1l_ _j=-1 -
bIj + sz"'ooo"' bnj + szx +..."ijjx +ooof bnjx = X» JV;Q/K
2:‘/j<\‘n K Si x=0 , on trouvge b1j+ b2j+ooo+'—‘b/n'j =0 « Donc
: i-1 A=1_ '
b23x+...+ bjjx +...+bﬂjx
= xi=1 & tooo -Z & ...1 J- 1+,..+ n"1'=

X b?Jx +b 1 j ~+ ( b )x b, ny*

= 0, %fxé; Ak' .
La m&mc chosc 3 b2j=...= bj-l,j= bj+1,j Zeee = bﬁj o et bjjfif—i
?u bjjé i. Commg b1j+ b2j+...+§nj§ blj +1 =0 ése? bigé-lsD‘ou

.A"_!A 1-1 e "‘,1 Y

B = i o1l o.-0 \

K. ‘.-ﬂ .6

- 1‘_\“)‘.s() 1
. . . . EEE “m jlm'o-"s-,h\

" ” - . A -
e) On montre par récurrcncc que { ° 1 o...o }
. . . N . S v { Vs .
r - .

Le cas m=1 cst ev1dcnt . _ \ . . ‘o J
* o TOeeeD’ )’ 7

On supposc la oroarlcté vraic pour m, on la mo

; m+1 ooo; m+.1 -
ARt AM A =fo \

f
ontrc pour m+l:

L .
i SR
. . i
t’ i z-‘ .'. !
;(: . [ 0 / . P
\: o,“, /" . 1M see =my
0eeeite 0T i o 1 o...o\
Dec fagon analoguc on démontrc quc o" = R

b) On voit quec AB= BA = I . P

-
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AK B2 2 AvvlA BeueD = AyeeA DA DeeoBmoere= BAK Pl .- 02aKp 2
) R . PR—— e

e Sy . : - . o
K Te K-1 B %]
=ese= D3 e..AK. AB = BA === (AB) (Bf\)P.

o) A 0% AKE %, aKe s AK~‘ AK? St a’z...AKS 3= A Dt |
(AD)* = I7 = I, ol on & noté t= Z: }i

7.137 137 . Soit la matr:.cc A =( ) avec a,bé-/x .

1) Calculer le matrica AP ’ ou ngs (/%

2) Discuter la limitc s

Z det ( ANy
lim K=1 | ‘
""3'3‘-"
'y - det '(" 'vn'-—' K\
’\ e A )
VAN ,/
K=1

Solution

I) Qn démontrem par r'\:.sonnemont par récurrencc oue

> ©
Al 1 Pal‘ ‘T‘
{ s avec: :"n = N C21 gt~21 bzi : (1)

n “n/ /
i=o

\n+1J : C e
et By =< 2i-1 _p-2i + 1 , 2i-1 X
E o a b (2}
, i=1 o
»oﬁ'-[xJ rapréscntc la partic centiérc de x< -

Le cas n=1 c'est évident . Supposons la propeiété vraic pour n ,

on démontrc cu®clle est vraic aussi pour n+l.
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b /a dni' b@n b‘-yn-{-aPn \

o, P
ANFLL AP, A- ‘{( B} 1= o 1
( ® \) & bed + ?}3“ ap(n-rtign/'

£
r

¥4

n+l Pn-bl\
o 1 .1l faut montror cuc oc -_; a > + Hp =
n+1/ ! n -,pn

’n ‘ n+1 1

E =2 - - '
€T A2i _n+1-2i . 2i < 2i~1 ne=2i+l ,2i_ _n+l
=, Cn a o b + / Cn a b = a +

i=o i=1‘

r n ] ) . 3

H( - 21 ' 21;-1 , n+l=2i , 23 2i=1 n+i=2i, 21
. fC *+C ) o bt 4 5 c al "= %% (3)

z - n . n : n = v

2".~
si 2l ¢ 7

2
i} si n=2K , elors __r%l___éz , donc la dcuxiémc sommc dc (3)
est égale a zéro , ct’-—g—éi Y%—l—-l il ¢cn résultc l'cxprassion
2 b i

de °"~’n+1 de (1) .

ii) Si n= 2K+1 , alors 9—53.'3 7 ct la dcuxiémc sommc de (3) est
égalc & Cg a® Pt p+l . d'oll résultc l'expression do ‘qe1 90

(1) parec que la prcmiére somme do (3) aura dcs tcrmcs de i=o

Juscqu®d 1 =I—g—j .

|8

Aussi , il faut montrcr que Bi,1 = bdn + apn= 7
" n " n+l -
| | o

=T——Cn -+ n

=§ Cii-Z an--2'j_+2 b2i_-1 + N\ Cii-l ar‘l--2:i.-.|'2 b21--1=

ST GRi-1 gne2i42 g2i-1




- 165 -

. 2 o
- .- - i .- \ : 2.-2
- N ( C21 2 . Cil 1 ) an+1 2i+1 B21 1f _ j (bnl .
iz:i » :‘_':‘A n;z
~2i { - . : i n+2’
gN=21+2 p2i 1); (4) si n2 e Z

1) 8i n=2K + 1 , alors QE-Z—-— Q}-‘;Z/et donc la deuxiémc sommc de (4)

cst nullc & Aussi} n+l ’= { n+2 } . d*oll résultc 1'exprc§§ion de

v 2 - b 2
an+1 da (2) -

ii) si n=2K , alors

. 2 - e 1
I n n_i- - n | '
gst éga lc 2 Ci}:T“ + 2=2 an-zg‘ri -7+ 2 b2[2J+2—1= bn+1 .

¢7Z . d'ol la douxiémc somme dc (4)

Atnsi que dans (4), si on fait l'addition cntre les dcux sommecs .

il cn résulte quc pour la premiére dommc i prendre des valours
_’ n+2

N.

de 1 jusqu'l . © olt résultc 1l*cxpression defn;l

| U

de (2)

n
2) dct (A ) 3( - p'/ ) . det ( AK)=

n
~ 2 .2
/ ' 4 (o= P )=
K=1 =

n
- 2 (ed ,FK) (% B = (a-b) K(asp)®s ‘) (az-bz)K°

i

.n

(c1) si a? - b% # 1, clors } ( a2-= b%)Ks (2%
T

b )(__:‘_E_L.__
a -b




n )2_ n . !r T‘D""‘f n \/\n -
ol Y ~ 0N TRy TR~ B ) SR
(2 o) {2 po VLT L P
1 KA
n n n

n i

~ K da-ky -4

02) Si a-bzh1l alors u: ’me)':;: {c-p = A
omm -5 -4 7

n ‘a+ 0 g
c3) si a+h=k", alors ™ PR R Bk s o
{(a+h) - *

/ ER L

s
-

~ Discuseion -
Les cas =«
A) Lcs conditions €1 . C2 ¢t C3 so3t . ~complizs o«

B) Il gxistc au moins ur . ~-~ T*%ca de celies~ci qui nfest pas

acconolie ﬁ B

- 2 . 2.n
(a™=b")Y -1
ﬂ- x—"‘“‘““‘“‘ ~ N - ‘
; . » ? 2 42 2 (0%b7) Tm(a=b) D (a4b) 1
L et K] 2% BT o1 VS
\ det \\ A /‘l

On a les sous-cas :

AoIe iaa" ‘32{, < 2

“l:)

A.II. 1‘a2- b

N

[T

. 2 ] B - 2 z - i~
A.III. |a“~ b™} = 1 we=:d S p%=el porcs ue lfon a C

Ad. Admet les situatrions ¢
Lan —‘1 ‘ a-‘-b"‘l )

82~ b - 4

A.I:1. “la=b '9(1 at laib | {1 === L=~



A.I,ZQ,}a-hﬁ<1 et ja+b§?>l ==e=> - Leo

A.I.3. . |a-b-j41 et  jorbA=t {====>!.a=b, {1 ot a+b=-1, parce

qu®on a C3. Il co résulte que la limite nfcxiste pas. . . .
A.I.4. Fla=b {>2 ot  Ja+bl. £ 1 ====> L=o oL

AoIoSn.‘ic—b!i>1 et Ya+bl/ > 1 ( cc cas n'est pés.bossible‘.
puisqﬂ‘iiﬁeh;résulterait %ézu bzt > 1 , qui est gn contradic-
tion avec A.l:)

=1 ( c¢c m8mc cc cas n'ast pas pos-

' C o N
A.I 550 ia“‘bi / 1 33 ie"‘b

sible ).

A.I.7. Ja-b| = 1 et Josb [<1 (e==== a-be-1 et) a+b, | <1,

parce quon a €2 ., Il en résulte que lo limitg n*cxiste pas .

Yy, ) N
AQI 089 :'la'-b 2= 1 c‘?: ) '!a'!-b !=1 . : , . R
ces deux cas n'cxistent pas'en

A.I.9 b=l et lashls 4 .
I.9.§ a=b, ¢ R j raison de A,

AJITI. odmat lgs situations :

AIIol. Jo-b|5i ot Jorl v n ssmad, L= 8zB=i)(abel)

>
25~ b% - 1

olim \© _ (g=b=1)(a+b=1)
W= o0 .1 s 1 2 2 _ 4 2
1o - - R a~ = bh -
(a+5)7  (a-b)"  (a7-bT) -
i
A.II.2. ja-b |>1 et jasb i ==s==L =o0 .
AJII.3. le=b I>1 gt Jasb =1 Leme==y !’2-b/)> 1 et atb=-1 ,

parcc qu'on a C3 .Il crn rdéculte que la linite n'cxsste pas .
A II.4.] a=bis1 ct JYo+b |>?1 &===> a-b=-1 ct Ja+b, |>1 , par=-

ce quion a €2 Lil cn résulic cue lo limitc n'cxistc pas .



A.II.5. fo=bJ=1 ct Ja+bi =1 )

AJdI.6, [a=bj=1 ct RN P!
' ces quatrc cas n'cxistcnt pas cn

AJII7. 1 a=b}¢1l ctfo+b] =1

) raison da AL,

AJII.8, ba=b }{1 et . |o+b '}(1j

AMIILO. homb )1 ot ath | > 1 me=ss Leo.
AJIII, I1 ¢cn résultc ¢ L = (a-b-l)(9+b—[l 1im (’11»'1
g2l 2l g e (F1) Ni1-(a-b)2(a+b)"
| 2,2
Mais a=b qéo ot oth =—mtZ = - , donc
-b 7 a+b
Le (_a-b-i)@+b+11 1inm L= 11" 1

n

: a2 - b2 -1 n-« (-1) +1—(o~b) —(—

T3
a- H
-a-b‘éi § -1;1} cn roison dc C2 ct puisque si a=b=-1 1l cn rée-
sulteroit -1= a2 b2=(a-b)(a+b)==(a+b), c'osy & dire a+b=1 , con-
tradiction avac C3. |

AJIII. admct lcs situations @

v

/—\III .1 * x a-b' .' < 1 =‘?‘i-

AJII.2, Va-b">1 =3 4..

/\ .III .3. 3 a-b' 1-'-'-1 '(__

411 amwe=> L=0
a=b

5> a=b=1 ou bicn a=b=-1 , qui n'cst pas

possible .
B) Il cxiste au moins unc condition d'cntrc C1, C2,0u C3 qui

n 'cst pas accomplic . i

9
-~ si 1a condition C1 n'cst pas accomplic ., alors az-b =1 .

= n
/: det ( Ay = n .
L

- si la condition C2 n'cst pas accomplic , alors a=b=1 .

caaa=) /: (a;b)K=

Tea——

1
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~si la condltlon C3 n'aest pas cccomplie , a1crs a+h=1 ,

m——— T—(a#o) =n .

Analysons toutcs lcs possibilités de co cas

8.I. a=b = 1 ¢t a+b %= 1 £ Il on résultc az- b qé 1, a= b+1 at
' e
(82_b2} [(eu_ b2)n_ 1! 1 a+b=1

L = lim . - - =2
q-gg . 82_ b2 -1 n (a+b) (a+b)n-12
(%= b%)(asbe1) ., (28 + 1 )"-1

lim o - - - 2 0O«
(a+b)(0°=b%=1 ) 7ipee N (25 + 1)"-1

CdIl. 2=b=1 ¢t atb=l ====; 8 - b 1 ====> a=1 ct b=o==)L= .

; L2 n .
1) =" 0
o NN

0TI 05 e 0t oubm 1z 0 b ok 1, ot e
aeme L=1im L2 %-b lrL bi -1/ ri) o a=bel .

. g—7z . 2. -1 (a-b)‘(a-b) -q
_ (2%-b )_(a-b'r-'l_l. im L. (1=26)"e1

(82-b2-1)(azb) N N (1-2b)"=1

B.IV. a<b %= 1 ot asb 7 l===> 8°~ b= 1 on reison do D).

m===y L=lim 8=b-1 - atb-1
 noe (a=b) f(a—b) -11 (a+b)" [(a+b) -1}
- La-b—i)(a+b-1) Yim o n -
2%~ b® n e ( a%-b" )"-(a-b)"-(afb)“u
. . . .
= (a-b-l)(a+b-1) lim — - = = 2(1=a)lim ———
n-a‘2n(a—b) ~(a+b) N 2-(a—b) (a+b)

0.Vl o a-b |41 et lé+bj[>,1 . En applicuent lc théoréme do

Stolz - Césaro , on obticnt



n

noso (a+b)’

L= 2(1-a) lim n,‘-2 .

. . i.8=b
((a+b)" “Laen
B.IV.2, | a-b |{1 ct Jatbl. = 1 {==== | a-b.]{ 1 ot a+b= -1,

Cc cas n®existc pas parcc qu'il cn résulterait gaz- b? 141,
donc ._a?- bz_qé 1 . Contradiction abec C.IV,

D.IV3. fa-bj <2 ot] as+b] < 1)

B.IVed  Ja=b 7j=1 ot) a+b |1

N ) l“ T 3
i>1 ccs cing cas n'cxistant pes

“ A —t

B.IV.S fa-bi=1 ct , |a+b,
B.IV.6 Ja=b > 1 ct , }a-l-b," >1. en. ra:r.son de D) .
B.IV.7..fa-b | > 1 et Yatb |=1 |

VT

B.IV.S.Aa-b,fxl et ‘ja+b '}4_1"hq?==>*L=0‘

B.IV.S. fe~hi=1 ct ['atb], =1 {(=====> a=b==1 gt atb=-1 ===)pa=t ct
b=0 ====) la-limitc n’'oxistc pas . .

Et voila , yous.lecs cas sont étucdiés .

Ea disCussioh"‘de' limtc cst trés longué . mais clle néccssitc
un bon arrangemcent des ces { qui dépcndcnt dcs par_'amfetrjcé*,récls

actb).

7.138 , Soicnt Qg 8400 ~._'.‘,an dcs nombrcs recls + 8,5 0,N Q/(/.
n considérc lc polynbmc P(x) = a x Faeot a4 X .jP_ ao tel que @
s'il cxistc ai<o: _:Léig_n-l .vgua’lors lc prcmicr coefficmcnt non

dul CI 1£Kgn-1 antéricur a a; o vérific s Vai}/\ 1+K

: Sixlh ,ﬂ.,..,xm G/R: ; détepminer lc minimum de 1l'expression 3

m
[ S
E Lo o 0 = 1 N
(x4 'xm) Z {‘P(xj) + P (-—)—(:-)) ct lc point (xi....,xn)
J=1 0 B
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oll sc¢ réalisc cc minimum .

Solution :

_ i 1

: $ o~ 1 1___3,____,_
Si x>oct i > 3 . alors X + ;1‘4‘ f X}/zZ . lcs deux égalités
ayant licu lorsquc x=1 .

A_(a ( x +;T§">+""+ al(xj+

j=1

E (x se e X ) = ‘
1? 2 )+2 ao)a
Soit F (x.)= P(x,)¥P(——) = a_(x] + Loyeaaot 8y(x, ==)*2 o
h| J % s n*"j n ¢ 1Yy X o
3 X3 J
Si 61,/ o, 1 ig =1, alors min F(xj)v= 2 (ao+al+...+an) ct

NS
celui-ci cst réalisé -sculcment pour,xJ 1.

s*i1 existe a,<o0, 1{ign-1", elors de 1*'hypoth&sc du probléme

) o ., , ot pour les autres cocfficients
on tire . Ja | Lo s 1KLL ,

i+K 1 ' i 1
On @ @y .4 = see= By g ¥ 0 ¢ Donc 81+K( o m—— )4 ai(xj+ —T)

i+K X

X j

- J .
= a i+3 i+K, 1 S T SR
B ( ai"l’K— !c‘ii )'( Xj 1.,.K ) +‘ai'( x + G-T;K-' ’ Xj— —XT-)4
xj Xy 3

(é - Iai ;) 9+ o —Z(a +ay, K) l'egalite ayant licu scu-

lement pour xJ- 1, et dc mémc 11 cn résulte qua mln ﬁ@‘x ) =
= 2(ao+a$é...+an') qui sc réallsc sculcmcnt pour xJ-i.

On troubic quc = m1n (xl.e..,x )=2m (8 +oq*esetag ). ct celu:-

//Qa

j (:l' 1;--0;1’“ I’
: i

ci sc réalisc sculcmcnt pour (xi,....xm) s (1ye0e,1)
S Co b

m



ébiég « Montrer que

a) La sommc decs puissanccs dtordre 2p+1 de 2K+1 nombrecs naturcls
consécutifs cst divisible par 2K+1 .

b) La sommc des puissanccs d'ordrc 2p+1 d¢ 2K nombrecs naturels
consécutifs cst divisiblc 2K si ¢t sculcgmont si p > 1 ct K cst
divisible par 2 .

Solution . |

a) Soit S, la sommc dos puissanccs d'ordrc=2p+1 de 2K+1 naturcls
consécufifs . Las 2K+1 nombras naturcls consécutifs constituent

un systémc complct de restas modulo 2K+1 . D'oud S,= 02p+L 12p+l,

+22p+1+...+ K2p+l 2p+1 2p+1 2p+1

2K=iz ~(i+1)(mod 2K+1),pour ogigLK=1 .

+ (K+1) +eeet(2K=1) +(2K) {mod 2K+1),

S (2K-1)29+1 (1+1)°P*T (mod 2K+1), o<1 gK-1.

2p+l_ =1 2p+1

Donc (2K) (mod - 2K+1 )

(2ke1)2P*1, _22p+1 (mod 2K+1 )

2p+1§‘;K2p+1

(K+1) (mod 2K+1)

+12p+1+22p+1 2p+1 2p+1 2p+1

+e400tK =K - a0 e -12p+1§ o]

\n

Donc 815 2K+1
tbc méme soit S, la sommc des puissances d*ordre 2p+1 de 2K na=-
turels consécutifs . Les 2K nombres naturcls consécutifs cons-
titucnt un systémc complct do rostas modulo 2K , D'ou S,=

= 02p+1+ 12p+1+22p+1+."+(K_1)2p+1 2p+1 2p+1

2p+1

+(K+1) +...+(2K;2)

+(2K~1)"P" (mod 2K).

Mais 2Keis= -i( mod 2K) ,nour 14 (K-1.

2p+1+
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o=y (2K—-i,2p+1§ ~i 2P0 nod 2K), 1 1K1 o

Donc (2K—1)2p+15 -1 2p+1(mod 2K)

(2k=-2)2P*2 22P* 1 n0g 2K )

(K+1)2p+1 (( 1)2p+1 (mod 2K )

e 82;.o+1 2ptly 22P+l, (k< 1)2p+1 2p+1_ (K-i)zb*i-...-

3 2K)@:$
(—a:;=‘:..> (sz? 2 ) i:m::)( pzl ct KE 2 ). V /

7.140. Montrer que si a ot m sont das cnticrs , o #=0, alors

(2 9m{ a ) (Imf-1) g cst divisible par m .

Solution :

I) m cst promicr o

a) a=¢M% ~ f\lors aymj- a=h}%ﬁ et on en tirc la cobclusion . -
}mp

b) a %%N%- On a . d'aprés lc théorémc dc Fermat, & = .

II) m n'est pas premicr , m F=0.

a) bmi= 4. Alors

Ea(e' M ma)(Jm -1 1= 2a(e! "L1)z 22 (a%-1)(mod 4).

Si a =J"i:.Q :

Si a-LMn +1 , il cn résultc a3~1 "aﬂé ; d'oll Ezo (mod 4).

il cn résulte E= o (mod 4)

b) fmy == 4. Donc,—!a,b '—7-10:-1 +1j= mi={a{. |b{.
silay=&b!, puisqucioj<L!lal-1 , {blim}-1 , 11 cst clair

que ] 2} et ! bjse trouvent parmi les factours dc (l m{=-1)1, donc
(! mi=1)i=o0 (mod m), d’ol la conclusion .

Si | ad='b}, puisque Lojs= 4 ct Vel <lmf-1 , Ibj<tmi-1 , on e

2phiL)ril; ainsi bafct 2411 sc trouvent parmi les factcurs
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de (Jmi-1)1 , donc (Im}1)izo (mod m), donc E = o (mod m).
R}iméfguo : En II on a démontré l'asscrtion suivantec

Csim cZ- f-jio,_f_ 2}_- , alors (fmi~1)! = o (mod m).

o/o
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