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Motto: Iubirea este telul,porunca sacr-a firii.
Minati de ea vulturii se cautia prin spatii,
Delfinele iau marea in piept si-gi afle mirii
Chiar stelele in ceruri se-njugid-n constelatii.

CVasile Voiculescw

CUVANT INAINTE

Ne bucurim exprimind multumirile noastre fati de toti acei,cuno-
scuti sau mai putin cunoscuti,care de-a lungul Qnilor ne—-au ajutat
si4 ajungem la aceasti carte.Sunt.mulpi,sunt‘foarte multi cei care
ne—au ajutat... Unii ne-au dat sugestii,alt{ii ne-au oferit idei,
uneori ne-am stréddit impreuni sa descifriam un amanunt neldmurit,
alteori invitam din intrebirile mestesugite sau poate chi#r naive
ale interlocutorilor nogtrii’

Devenirea spre aceasti carte este un foarte bun exemplu de altru-

ism,de bunitate si diruire,de mers impreund pe drumul descoperirii

frumusetilor vietii.
Cine.gﬁndeste nu doar la mama sa si la tatial siu,la sine si

la familia sa,descoperi o familie mult mai mare,descoperi pretu-,



tindeni viata.pe care incepe s3 © iubeasci tst mali mult in tcate
formele =i de manifestare.

Matematica ne ajultid pe acest drum.soliciﬁﬁﬁdu-ne $i imbogatin-
du—ne nu doar capacitégilebintelectuale.géndirea,logica $1 algorit-
mii nostrii de decizie,dar in multe feluri contribule i la imbo-
gatirea noastii sufletsascd. Ne ajutd si facem ordine $i lumind ace-
lo unde la Inceput simteam c3 este posibilid doar o evolutie empi-

rica — in nei insine.

Ve

Pentru elevi i profesori,pentru candidatii la concursul de ad-
mitere in invitamantal superior;pentru toti cei interesati,oferim
aceastl succesiune de metode i(ntilnite in studiul analizei matema-
tice de liceu,care 53 le permitld reducerea a cit mai diverse pro-
bleme noi la it mail multe scheme de lucru deja»eunoscute.

Am urmdriti prezentarea initr-o manierd metodici,avantajocasid pen-—
tru cititor,a celor mai frecvente metode de calcul intdlnite in
studiul analizel matematice la acest nivel. )

Astfel ,1n aceastd carte puteti gisi:
- metode pentru demcnstrarea egalititilor de multimi,
- metode pentru demonstrarea bijectivitatii funcpiilgr,

- metode pentru studiul monotoniei sirurilor si functiilor,

- ‘metode comune pentru calculul limitelor de siruri si de

- metode specifice pentru calculul limitelor de siruri,
- metode pentru studiul continuitdtii si a derivabilitatii,
- metcde pentru a determina existenga(rédécinilor unei ecuatii,

- aplicatii ale teoremelor lui Fermat,Relle,lagrange,Cauchy,



~ metode

- metode

- metode

pentru
pentru
pentru
pentru

pentru

demonstrarea unor egalitati si inegalitatl,

a arita

a arata

a arata

a arita

cA o functie are primitive,
cd o functie nu are primitive,
cid o functie este integrabili,

cid o functie nu este ingrabila.

Pentru imbunitAtirea acestei prezentiri suntem bucurosi sa pri-

min sugestiile $i cbservatiile dumneavcastrai.

C. Dumitrescu, Cisuta Pogtald B11
Craiova (11003 ,Rcocmania

F. Smarandache, P.0C. Box 42561
Phoeni x, Arizona,U. S. A.
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1 TEORIA MULTIMILOR

0 muliime este determinati cu ajutorul uneia sau mai multe pro-
prietiti pe care cerem si le satisfaci elementele sale.

Cu aceasti definitie s-ar pérea ca putem considera ca ﬁulpime
orice totalitate de obiecte. Totusi lucrurile nu stau asa.

Daca presupunem, prin absurd, ci orice totalitate de qbiecte
formeazid o multime atunci totalitatea multimilor ar forma la ran-—
dul ei o multime, pe care s3 o nctam &e exemplu cu M.Dar atunci si
familia P(M) a partilor séle ar forma o multime. Am avea deci
P(M) e M.

Not;nd prin card M numirul elementelor lu: M. vom avea @

card P(M) < card M
Dar o teoremi datorati lui Cantor arati ci avem intotdeauna

card M < card P(M)

Prin urmare, in mod surprinzitor poate, nu orice totalitate de

cbiecte poate fi considerati multime.
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OPERATII CU MULTIMI

DEFINITIE: Se numests multime totali, notatd cu T . mulglmea
obiectelor matematice cu care se lucreazd la un mement dat.

De exemplu,
- desendnd multimi pe foaia de caiet, multimea to-—
tali este foaia de caiet;

- desendnd multimi pe tabli, multimea totalld este

multimea punctelor tablei.

Prin urmars multimea totald nu este unica,. ea depinde de felul

obiectelor matematice cu care lucram la un moment dat.

iIn diagramele urmatoare vom reprezenta multimea totalid printr—un
dreptunghi, iar submultimile lui T prin suprafete interiocare aces-—
tui drehtunghi. O astfel de diagramnd se numeste diagrama

Euler—Venn.

Avem in vedere urmitocarele coperatii cu multimi :

1. INTERSECTIA.

a6nEBE={x=T | xehA si x €87
Decarece la un moment dat lucrim doar cu elemente din T , con-

ditia x € T poate fi subdnteleasad, deci putem scrie:

AanbB={x | xeA s3 xe€B3}

14



Mai general,

A = { x ] ¥YielN, xie A}

i=1 i
S3A observam ci:

X EeANDB <(===> x g sau x « B

2. REUNIUNEA.

AUB=({({x | xe€ehA sau x B )

Ca $i in cazul intersectiei, putem considera:

A =¢{x | 3iel, xiéA}

i=sg i

Se observi ci:

X €« AUB {===> x aA =i x B

3. DIFERENTA.
A-B={x | xehA si x&B}

A-B=CHBHB
A

Retinem cia:

X @A —-B <===> x a«aA msau x e B
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4. COMPLEMENTARA.
Complementara unei multimi A este diferenta dintre multimea

totalia si A.
CTA ={x | »2eT s3i ¥ | xe&A G

¥ & A 3=
Complementara unei multimi se mai noteazi cu CA sau cu A .

53 observam cid
®x € A

% & CA <(===>
LA

Mai general, putem vorbi de complementara unei multimi fa

de o alta multime,carecare. Astfel,

xeB gi x & A}

C,B = { x ]

este complementara multimii B fati de multimea A.

S. DIFERENTA SIMETRICA.

AAER=(A - B U(B-A)

AAB

Avem x &« A AB <(===> x a@«aA -B si x&«B ~-A.

&. PRODUSUL CARTEZIAN.
y «B 3}

AXB={ (x,¥) | xefA si

Produsul cartezian a doui multimi éstg deci o multime de pe—
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rechi ordonate de elemente, primul element fiind din prima mul;ihe,

iar al doilea element fiind din a doua muliime.
De exemplu, R X R = { (x,y) |} »eR, yeR} , 12ar o

imagine intuitiv3d a acestei multimi este dati in figura 1.1.

L J

R x R
Fig. 1.1

Prin analogie, produsul cartezian a trei multimi este o
multime de triplete:
A X B XC={ (x,Y,2) }] »eA, vyveB, zel3}
3

0 imagine intuitivi a lui R =R X R X R este data in fi-

gura de mai jos.

(Xe¥52)
zZ - - - - - - =
§
!
|
’ 1
y. } y >
- 1 7 b4
} i v
’
i ¢
V;
X e e e e e e - - - .

RXRXR
Fig. 1.2

Mai general,
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X g gneugi X € A pentru orice i € 1,n 3}
{(71,25 ’l’\) ' i "p .

METODE PENTRU DEMONSTRAREA EGALITATII A DOUA MULTIMI

Dificultigile-sivsurprizcle int3lnite incercd@nd siA definim
riguros notiunea de multime nu sSnt singurele din teoria multi-
milor.

O alti surprizi este ca binecunoscutul ($i intuitiv evidentul)
- procedeu de demoristrare a egalititii a dou3 sultimi prin dubla
ingluziune este — la nivelul definirii riguroase a multimilor -
doar o axiomi.
A=B <===> ACSB si B<SA (1.1)

Accept3nd aceastd axiomi,vom exemplifica in cele ce urmeazi
urmitoarele doui metode pentru demonstrarea egalititilor de mul-
timi: A |

CA) DUBLA INCLUZIUNE (exprimata prin echivalen@a (1.1))

CB) UTILIZAREA FUNCTIEI CARACTERISTICE A UNEI MULTIMI

Dam mai intS; cidteva detalii ale acestei a doqa mefode, care

in practici este mult mai rapidi, deci mai comod de utilizat decat

prima metodi.
DEFINITIE. Se numeste functie caracteristici a multimii A func-
tia P, T —_— {0,1} definita prin :

pA(x) =
O daciA x & A

{ 1 ' daca x € A
Dupi cum se observi numerele O si— 1 falosesc penﬁru a im-
pérti elementele multimii totale T in doul categorii:
(1) o categorie contine acele elemente x in care va-

loarea lui R este 1 (elementele lui A) ,

(2) din a doua categorie fac parte acele elemente in

18



care valoarea lui p‘ este O (eiementlle'carc
nu sunt in A).
Procedeul (B) de demonstrare a egalititii a doui n&lgimi se
bazeazi pe faptul ci orice multime este determinati in mod unic
de functia sa caracteristici, in sensul ci:

existd o bijectie de la multimea P(T) a submultimilor

lui T 1la multimea JF(T) a functiilor caracteristice

definite pe T. (vezi exercitiul VII)
Agadar,
A=B (===> U (1.2)

PROPRIETATI ALE FUNCTIEI CARACTERISTICE

i

pi) ] (x) pA(x)-pi(x)

~

X

~
i

¢3) pA(x) + p.(x) - p (%)

pAUB AND
?,) Popt®) = @ (x) — Pare X .
?,) ¢CA(X) =1 -9, (x)
ps) pAAB(x) = pA(x) + pn(x) - 2-pAn'(x)
pd) pr‘(x,y) = p‘(x)'vn(y)

2
07) pA(x) pA(x)
ph) pa(x) =0 , p5(x) =1
pb) ASBHB {===> pA(x) < pn(x) pentru orice x e T.
S3 demonstrim de exemplu p‘). Pentru aceasta si observam ci
multimea totalid T este impirtiti de multimile A i B in cel mult
patru regiuni :
1) pentru punctele x care nu apartin nici lui A nici lui B
8

avem pA(x) = p (x) =0 si p (%) =0 .

2) pentru punctele x care sunt in A si nu sunt in B avem

19



EXERCITII

pA(x) = 1 , yn(x) = 0 sgi pgnn(X) =0 .,

3) dacd x &« A 3i x =B :
egalititile rezultid analog.
4) dacd x €e B si x & A

I. Utiliz8nd metodele CA> si (B) aritati ci :
1. A-(BnNnC)=(A-B) UA-T)

2. A-4{BULT) = (A~-B) Nnt(hA-0C)
3. C(BnC)y =B uCC

4, C(BuUCLC) =CBnCC

5. An(B-C)=(ANB) - (ANC)

8. AUV(B-A)=AUB

7. A - (A-B)y=AnNBS8

8. C(CB} =B

9. AucCA=T,ANCA=G0
REZOLV ARI :

A (dubia incluziune)

S3& observam ci pentru rezolvarea unei probleme de matematica

raspundem succesiv la grupe de dould intrebari 5

(q).

{q) CE AYEM DE ARATAT ?

{Q) CUM ARATAM ?

Ragpungand la intrebarea (Q) putem ajunge la o noui intrebare
Astfel, pentru exercitiul 1 rispunsul la intrebarea (q) este:
(ri) : avem de aratat o egalitate de multimi

iar réspunsul la intrebarea (Q) ests :

(Rx) : putem arita aceasti egalitate prin doui metode : utili-~

za8nd dubla incluziune, sau utiliz3nd proprietatile functiei carac-—

terigstice.

20



Alegem prima metodid s$i ajungem din nou la (q).De data
aceasta raspunsul este :
(fz) : avem de aritat dould incluziuni,

iar raspunsul la intrebarea (Q) corespunzitocare este

(R:) aratim pe ra8nd c&te o incluziune .
Apoi, -
(rs) : avem de aritat o incluziune
(Rs) : ardtim c3d un element arbitrar din "multimea inclusa”
este in "multimea care include”. A
| Sigur ci de obicei tot acest rationament este mental, rezol-
vitorul incépe prin:
| a) fie x € A - (B - C) , ocarecare [pentru a continua citim

ultima opefatie (diferentad] , <===> x €A $i x€eBNC [ci-

tim operatia devenita ultima Cintersectiad] <===>

X &« B ‘ X e A $i x = B ‘
x € A s$i sau ===} sau (1.3)

x & C XehA si x «C

Din acest moment nu mai avem operatii de explicitat i putem
regrupa enuntul la care am ajuns in mai multe feluri (multe impli-
catii rezultid din (1.3}, dar numai una ne intereseazi - concluzia
exercitiului) de aceea trebuie si actualizidm concluzia:

xe(A-B)U(A-C) <===> xe€A-B sau x efA -C

Observam ci din (1.3) rezulti imediat aceasta concluzie;
deci incluziuqeg este -demonstrata.

Pentru a doua incluziune: fie x & (é - B) U (A —-C), [citim

ultima operatie Creuntunead] <===>

x € A—-B
{ sau <===> [citim operatia devenita ultimal] <==a=>
x eA—-C

S
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xefA 1 x«B X &« B
sau {===> x € A i . sau {(1.4)
xefA si xe&C x = C

Nu mai avem operatii de explititat,»dnci detaliem concluzia
la care vrem si ajungem: x € A - (BN C), adicaA x e A si

x ¢ BnC , afirmatie care rezulta iﬁediat din (1.4).

S. (ri) : avem de aritat o egalitate de multimi

(Rz) H arétéﬁ dould incluziuni

(rz) : avem de aritat o incluziune

(Rz) t arsatam c3 fiecare element din muliimea inclusi

este in multimea care include.

Fie x e A - (A - B) , varecare [citim ultima operatie Cdi-
ferentad]l <===: x €A g$i x & A - B [citim operatic care a
devenit ultimal] <===>

X & A .
» e 4 si sau {1.95)
' ¥ € B

Nu mai avem cperatii de explicitat, deci reactualizam
concluzia:
#* €& ANB adicl * A si x e B.

Observam i {1.3) este echivalent cu :

sau

xefA i x & A
X ef si %x B

FPrima afirmatie este falsi, iar din a doua rezulti x « A n B.
Vom rezolva aceleasi exercitii utiliz8nd proprietitile functiei
caracteristice $i echivalenta (1.2).
1. Avem de aritat ca pA-mhm = pm—a —o
(r1) : avem de aratat o egalitate de functii

(R‘) : deoarece domeniul $i codomeniul celor doui functii

22



éoingid, mai trebuie aratat ca valorile lor coincid, adica

(x) = p (x) pentru orice x e T

(rz) * (A-BAKA-C)

pA -(BNCY

Raspunsul la intrebarea (Q) corespunzitoare este

(Ri) : explicitim ambii membri ai egalititili precedente.

pAwnnch) = [citim ultima operatie (diferentad si aplicam
preprietatea p;] .= pA(x) - QuWachx) = [citim operatia devenita

ultima st aplicam proprietatea pxl =

= pA(x) - pA(x)-p‘(x)-pc(x) ; (1.6)

‘Membrul doi al egalititii devine succesiv:

p(A-B)U(A-C)( x) = ¢A—l( x) + pA—C( x) - v(A-—B)fXA—(D( x) =

/

( P (x) — @ (x) )+ ( p (x) =@, (x) ) - _(x)p (x)=

( P, (¥) — @, (x) 2 () ) + ( p (%) — o (x)p _(x) ) =

- ( p, () —'@Ahatx) ).(PA(x) - pAmc(x)) = 2.p, (%) — éA(x)gpi(x) -
'pg(x)-pc(x) - pi(x) t e, x)re, () Fop (X} (XY =
@i(x).pggx).pc(xB =.pA£x)-pB(x)-pc(x).

3. Pentru a demonstra egalitatea pAqA_BJx) = pArD(x)

observam ca :

14 (x) = pA(xl -

A~(A-B> (x) = ?A(x) = PA(X)‘PAmB(X) =

AfXA-B)
pA(x) - pA(x)-( pA(x} - pAﬁn(x) )»= ¢A(x) - pA(x)-( pA(x) -

P, (x) @ (%) ) = p, ) e (%) = p (%),

II. Aratati cid :
1. (AN B)Y X (CnbD)=(AXC) n(k XLC)
2. (AUVUB) XC=(AXC)U(BXLC)

3. (A-B) XC=(AXC) — (B X C)

4. AA(BAC) =(RAB)AC
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5 AN (B AC) (AN B) A (AnNC)

(A XC) A(BXCO)

6. (AR AB)YXC

REZOLV ARI.

Matoda (A) (dubla incluziune)

1. Fie x € (AN B} X (C n D), ocarecare - [explicitan ultima
cperatie Cprodusul scalard] <===> x = (a,ﬁi s cu ae€ANB si
f el ndD <===> I[explicitan operatiile care au devenit ultimelel

===> X = {(a,3) cu aeh ,aeB si felC, Fed [nu nai
avem operatii de explicitat, de aceea actualizam concluzia:

x € (A XC) N (B X D), deci x apartine unet intersectit Cultima
operatied] <===> x = (a,f3) cu ae€eh, el s$si aeB,

feb <==> xePMAXC si x B X D.

3. Fie x € (A — B) X C , oarecare <===> x = {(a,f3) cu
ae€eA—-B i pelC <===> x = (a,B) cu ae€eA si ae«B 31
f € C [detaliind concluzia deducen urmatorul mod de a continual

{ ===

x (a,f3) . e , el si %= (a,3) , a&B , R eC ===

»« AXTC si xe&BXC.
Reciproc, fie x € (A X C) — (B X C) , parecare <===>

-

x = (a,3) cu (o, e AXC si (a,B3) «B X C <<===> = = (.3}

aefA si pefl sit- .
o & B aefA si felC i aeB
sau {===3 sau
B eC aehfh si pelC si pfe=C (fals)

===> (a,3) € (A — B) X C.

Metoda (B} (utilizarea functiei caracteristice)

1. 9o

(An‘m“r“»(x,y)=pAna(x)-pcno(y)=pA(x)°pn(x)‘pc(y)-pn(y)
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¢(Axcﬂsxb>(x’y) = prc(x’Y)'paxn(x’Y) = pA(x)-pc(y)-pa(x%pb(y)

3. p“_mxc(x,y) = pA_.(x)-yc(y) =

= ( P (x) - ot *) )pc(y)v= P () p (y) - ¢A(x)-p8(x)-pc(y)-
P (X,¥}) = ¢kxc(x,y) - p

(AXCI~(BXC) (Axc>r‘xaxc>( #ay) = quxc( Xs¥) -

- prc.,(x,y)'p“c(x,y) = PA(X)'PC(Y) - qu(x)-@n(x)-pz(y) .

4. pAAmAch) = p}(X) M pbAc(X) - 2¢A(X).pnéc(x) =
P lx) + g‘(x) + P (x) - 2@, (%) p_(x) - L@A(x)(cpa(x) + o (x) -
- LPs(x)'pc(X)') = p‘(x) + ph(x) + pc(x) - Z-pA(x)-pa(x) -

- 2-pA(x)-pc(x) - 2-p8(x)'pc(x) + 4~¢A(x)-¢n(x)'pc(x) .
Explicitind analog pe pmAmAc

Daci ocberviam ci explicitarea 1lui PAAmAcf

(%) obtinem egalitatea doriti.
X} de mai sus este
Simetrici,utilizd@nd comutativitatea adunarii si Inmultirii egali-—
tatea ceruti rezulti mai usor.
S- Padmxc X7} = pAAn(X)‘pc(Y) = ( pA(x) * pB(x) B
= 20p, (x)B (%) )@c(YJ :
. _ .
Paxosmxe ¥s¥) = o, Ohy) + Paxc!*+Y) < Paxc(XeY) -
2
= . - - 3. v - -
Prc{XsY) e, (%) Py} + LS P (y) 2rp, (%) P, (%) e (7).
Egalitatile 4)-93) s—au demonstrat usor utilizind functia ca-
racteristici; ele sunt mai greu de demonstrat utilizand prima me-—
todi.In general functia caracteristici este de preferat, datorita

comodititii cu care se utilizeazi si rapidititii cu care se obtine

rezultatul.

III. Demonstrati echivalentele:
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1. AUBcC <> AEC si BcC.
2. AcCBNC <> ACB si BcC
3. ANBcC <> AnC UC
4. AacBYC <=>’Anc_cc

5. (A - B) UB <=> B YA
REZOLV ARI :

t. r : avem de aritat o echivaleanta
R1: aritam doua implicayiik
r:AUBCcC => Acte si Bc¢ccC
RZ: aritam cA A cC si B cC ¢ doué'incluziuni )
Fie x € A ocarecare [ nu mai avem cperatii deexplicitat, de
aceea actualizidm concluzia: x € C ;3 dar acest lucru nu rezulti
imediat din x € A , ci doar cu ajutorul ipotezei ]
xe@A => xeAUB => [ prin ipotezi A yB cC 1 => x €C
Fie acum x e B ocarecare => x e A }yBctC => nwetC
Reciproc ( a doua implicatie ):
r, avem dearidtat c& A UYUB ¢cC { o incluziune )
Rz' fie x € A|JB oarecare { explicitim ultima operagié):

sau N
»«B => x € C ( datoriti ipotezei )

.

{ X €A 3> x el ( datoriti ipotezei )
> .

5. r,2 avem de aritat o echivalenta
Ri: aratam doud implicatii
r: (A-B)UB=A => B CA
R:: aratidm concluzia { o incluziune ), utilizind ipoteza.
Fie x €B oarecare => x e (A -B) B => x €A
r,: avem dg aritat implicatiat B cA => (A -B) yB=a
sz aritim o egalitate de mult{imi ( doul incluziuni )

Pentru prima incluziune fie x € (A - B) YB oarecare [ ex—

plicitam ultima operatie ] =>
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X € A - B xefA Si R &8 {a)
=> sau =3 sau
x € B X &« B (b}

{ nu mai avem operatii de explicitat, de aceea actualizam
concluzia].Astfel, observam ci din (a) rezultid x € A ,

iar din (b}, cu ajutorul ipotezei, B € A, se obtine de asemenea

¥ € A.

Metoda 2:

1. (AyBCEC => AcC si BcC } <= ( Pam $ Po =

=> e, <P, St p < ¥, )
Avem-de aritat doui inegalititi intre functii. Prin ipotezi,

{ intr-adevir, {=>

si in plus e, £ 4 Pals

Pam ¢ Pg e, < P

{= + —_ == - - "
> ©, £ ¢A °, pA ¢’ <=> p.(l : pA) 2 9 adevirat deoarece
functiile caracteristice iau doar douid valori: O‘si 1).

Rezulti pA 4 ?aUn < L 31 analog L 4 pALB 4 pc .

Reciproc, pentru implicatia inversi, trebuie aritat cas

pAL‘ T4 pc « adicd

pA(x} + p.(X) - p‘ns(x) < pc(x) {1.7)
in ipoteza:
p, S P, s1 o K @, {(1.8)

Dar pA s Pp s P, pot lua doar doui valori: 0 i 1. Din cele

opt cazuri posibile in care trebuie verificati (1.7), datoritid lui
(1.8) mai ramin urmitoarele patru:

_—

a) pA(x) = pb(x) = ph(x) = 1

b) pA(x) pc(x) =1, pi(x) = 0

c) p’(x) pc(x) =1 pA(x) = 0

d) e x) = p (x) = g (x) = Q

tn fiecare din aceste cazuri (1.7) este indepliniti.

s. Avem de aratat ca



:ﬂA—nxm(x) = pA(x) <=> pn(x) < pA(X)

Dar o (x) = pA(x) -

(API&E(X) = ¢k-n(x) + pn(X) - ®

(A-BXB

T ParptX) T P =, (x)-p (%) = p (x) = p (x)p (x) + @ (X)-

- (pA(x).- P (x) P (%) Jrp (%) = @ (%} + o (x) ~ p (x)'p (x). (1.9)
Fentru implicatia directi, prin ipotezi, avem:

FLX) + o () — p (x)-p {x) = p (x) , adicas

pD(x)( 1 - pA(x)') = 0 . Prin urmare:

[ p (x) =0 => o (x)  p (x) ( datoriti valorilor O si 1 pe
B B A - )
care le ia functia p )

I sau
1 - pA(x) =0 => pk(x) = 1 deci ps(x) < pA(x)

Reciproc, daci pn(x) 4 pk(x) « nNu putem avea ¢B(x) = 1 '$1
pA(x) = Q0 , diar din (1.9} deducem :

p(A_m'uB(x) = ¢A(x) {=> pA(X) + Pa(x) - qDA(x)-pB(x) = pA(x)

<=> ¢a(x)( 1 - p, (x) ) = 0 - egalitate adevarati in cele trea

cazuri posibile rimase: a) pA(x) 1, pg(x) =Q

b2 pA(x) = ¢Bix) = 1

c) pA(x) = pa(x) = Q

IV. Utilizind proprietitile functiei caracteristice, si se

rezolve urmitcarele ecuatii si sisteme de ecuatii cu multimiz:

1. AU (B~-X)=BuUZX

A-X=B
2. dacd B cA si AnC=¢9¢
AUX=C

ANX =8B
3. . dacA B cACccC -
AUX=C
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Xuy=A
4. XNY=DB dacd B cA.,CcA,BnNnC=2¢g
X -Y=2¢C
Rezolvare:
i. AU (B-X)=BUX <=> ¢ (x) = p (%) <=>

ALXB-X) BUX

9‘(x) + p._x(x)-— pA(x)-»p._x(x) = p.(x) + qox(x) - p.(x)-px(x) <{=>

<=> pA(x) + p‘(x) - p.(x)-fpx(X) - pA(x)-p.(x) +
pA(x)-p.(x)-px(x)i= ;p‘(x)‘** ¢x(x) - pa(x)-px(x) {=> -

=> p (x)(1 - pA(x)Tpn(x) ) =e 0(1 - px) ) <=>

<=> (x) (x) T (1.10)

px(x).pbufu> = pAﬁCB
Avem de anlizat urmitoarele cazuri:
a) dacix ¢'A si‘ x ¢ B avem:

Pears,'®) =1 §1 e, L (x) =0 deci pentru a fi 1ndepl;n1t

{1.10) trebuie si avea px(x) = 0 . Asadar orice punct care nu

apartine lui A $i nici lui B, nu apartine nici lui X.

B) dacid x €efA si x ¢ B, avem:

Poars'®) =1 §i e o (x) =1 deci pentru a fi indeplinit

(1.10) trebuie si avem px(x) = 1 . Agadar, orice punct din A - B

este in X .

€) dacd x ¢ A $1 x € B pentru a fi indeplinitid (1.10) tre-—

buie s3 avem px(x) = 0 , deci nici un punct din B = A nu este
in X .
d) dacA x € A si x € B putem avea px(x)\= Q0 sau p*(i) = 1

Deci orice punct din A N B poate si fie in X sau si nu fie.

Asadar X este de forma X = ( A\ B ) UD unde
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DcANB arbitrar.

2. A-X=B <= o _(x) =g (x) <=> g (x)-p (x)e(x)=
= P'(x) <=> px(x)w‘{x) = pA(g) - p.(x) {(1.11)
X -A=C <= g (x)- P, (%) p (x) = p_ (x) <=>
<=> px(x)( 1 - e, (x) ) = p (x) <=>
{=> p*(x)-pc‘(x) = ¢c(x) (1.12)
Avem de analizat patru cazuri, dupd cum se vede din tabelul
urmitaor:
Cazuri pk(x) pn(x) pc(x) p*(x) (1.11) (1.12)
Xx ¢ A o o-o=0-0 {(A)] o-1=0 (A)
si 0 0 0 a
x ¢ C o 1 1'0=0-0 (A)] 1-1=0 (F)
X € A 0 o-1=1-0 (F)}] o-0=0 _(A)
si 1 0 0
x ¢ B : 1 1-2=1-0 (A)}] s-0=0 (A)
0 o-1=1-14 (A)}| o‘0=0 (A)
X € B 1 1 O
1 1-1=z2-¢ (F)] 1-0=0 (A)
0 o-0z=0-0 (A)}] o-1=2 (F)
x € C o O 1
1 1-0=0-0 (A)] 1-1=2 (RA)
Deci X =(A-B)ucC.
V. §E& se determine multimile:
, 6n — 7
1. QS{XCZ'X’-E‘-—:T, ned}
g 3n®-2n + 1
2. A= {xelN | x= s N elN}
n- 1



2

‘ 7
3. A={XQZ|X'—3F+_1-, neZ}

x2-"3x + 2

4. A={xe2 | TR «e2 }
5. A={ (x,y) eN xN | 9yz— (x + 1)%= 32 }
B. A={(x,y) eZ x2Z | x2- 2xy + 3y?= 8}

7. Fie P € 2(x) un polinom de grad n si q e 2 . $tiind ca

P(q) = 15 , siA se determine multimea:
| P(x)
A é {x eZ | g e}
: a’*- a + 1
B. A={xeR | 3aeR, x= - } -
+ 1
Indicatii:

1. Se pune in.evidenti o parte intreagi maximali.Acest lucru se
obtine fic3nd impartirile:

e 10 . 10 - .
x =3 5n + 1 s deci x € 2 <=> -z—n——:-—i—ez {=>

10 este divizibilecu 2n +1 <=> n {0, 1, -2}

2
. x = 3x + 2 1 2_ _ 27
4. E= o =-3—(§x 2x - 11 + s} ,

deci E € Z2 <=> 27 este divizibil cu .. 2x + 1 si ax® - 2n —11 +
-5;2%—37 este multiplude 8 < ==> Aef{ —-14 , -3 ,~2 , -1 , o,

1,4, 13 3.
2

5. 9y?— (x + 1)2 =32 <=> ( 3y - x - 1)(3y + x + 1) = 32

deci x si y sint soltii intregi ale unor sisteme de forma:

3y - x—-1=u
: cu u si v divizori ai lui 32.
Jy + x + 1 =v
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B. x2—2x + 3y’=8 <=> (x - y)+ 2y*= g =>

X -y =0 gi 2yz= 8 .

7. P(x) =C{x){x —q) +R <=> ax+a x '+ ...+a =
n N1 (o]
: - P(x) . e
= C{x){x - gq) + 13.Deci i . Z2 <=> 13 este divizibil cu
x - q. y
az— a ;Vl
8., Metoda f: Pentru a = -1 avem x = =% 1 <{=>

<=>» ax + x = a’*~- a + 1 <=> a*- a{i + x) +1 - x =20 <=

2 .
+ —-—
<=>» a = 1+ x 2 1;x + 6x S deci trebuie si avem

x2+ bx - 3 > 0 . Cum ng = -3 +* 2¢v 3 , deducem:

X € (o , 3 -2y 3 1UL -3 +2Y3, +) .

-2
a—-a+ 1

Metoda -2: Considerim functia  f(a) = 3+ 1

$1
A= (D) , cu D=R\N { -1} domeniul lui f. A se obtine din

tabelul de variatie al lui f.

Vi. S3 se determine multimile grmétoare, cind a,b e(m H
{rez 1 [=]-[3]}

2. A={xev2 | —9————1‘—]={%}+1}

{ ) ? . .' :-2, ] ; o }

unde [t] este partea intreagd a lui t.

1. A

o+

o+

3. A

Rezolvari: Folosim inegalitiAtiles: ([t] { t < [t] + 1, deci:

a + x a+x , [a+x
= [25=] « 5= < [25~] -
a a + x a _
X € A {=> [—6_] 2 4 B < [-b—] + 1 £=>
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<=> b[%]i-b-—a(x(b{—b—]+2b-—a.

VII. #Aplicatia f:2(T) ——s 3} definiti prin f(A) = e,
este o bijectie de la familia partilor lui T la familia functiilor

caracteristice definite pe T.

Rezolvare: Pentru demonstrarea injectivititii, fie A,B € P(T)
cu A>B . Din A = B deducem ci existi X, € T astfel incat:

a) %o € A si X ¢ B sau b) X, € B si X € A |

in primul caz pA( xo) = 1 , ph( xo) = 0 , deci pA# Py - in al

doilea caz, de asemenea, pA# pa -

Surjectivitatea revine la:

]
A

Yo e 3} I3 A e T a.i. ©

Fie deci ¢ € 3} ocarecare. Atunci pentru A { x | pix) 1}

avem p = g .



2 FUNCTII

DEFINITIA FUNCTIEI

0 functie este determinati de tre: elemente D , E si f . avand
urmatoarele semnificatii: D g1 E sunt multimi, numite respectiv
cdomeniul si codomeniul functiei, iar f este o lege de corespon-—

denta de la D la E care face ca:

fiecarui element x € D sa~i corespunda un element
CF2
i numai uvnul y € E.

Deci se poate spune cid o functie =cte un triplet (D,E,f)., ele—
mentele acestui triplet avand se@nificatile de mai sus.
Acest triplet se noteazd In mod frecvent prin f : D — E.
Doud functii sunt deci egale dacid sunt egale ca triplete,adica
atunci c3nd au cele trei elemente constitutive respectiv egale{(si nu
doar legile de corespondenti).

Pentru a sublinia importanta pe care o au domeniul si codome-
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niul In definitia func;iﬁi vom da In cele ce urmeazi exémpi. in
care pastrd@nd legea de corespondentid ¥ neschimbati si modificand
doar doMeﬁin sau (si) codomeniul, putem iﬁtSIni toate situatiile
pqsibile, de la aceea In care tripletul nu este functie pana la
o functie bijectivia.

Pentru aceasta este nevoie si detaliem mai Int3i conditia (F),
ce caracterizeazi o functie.

Putem considera c& aceastid conditie este formati din doui
. subconditii, $i anume:

(f1) flecarul element x din domeniu it corespunde un element,

in sensul de "cel é@tin un etement”™,in codomentiu.

Cu ajutorul unor diagrame de %elul celor de mai jos,aceasta

conditie se poate exprima prin propozitia

"Din fiecare punct al domeniului pleaci (cel putin)

o sageati.”

13) ¥ > E D f » E
x ' > % X ®
. \\: N N \ X
X > A b \ X
a) : b)
D f y E D Li > E
X > b4 x x
. \ b4 X > ®x
X / ) . x
c) d)

Fig. 2.1
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iar mai r;guros conditia se exprima prin
(fi) ¥ e€eD 3y €eE , v = f(x)
A doua subconditie referitocare la f in definitia functiei este:
(fz) elementul din codomeniu ce corespunde unui x este unic.

Pentru o diagrami de felul celor din fig.2.1 inseamni ci sigeata

care pieacid dintr-un punct este unica.

Aceasti conditie are formularea echivalenta:
» Daca doua sageti au acelasi punct de plecare atunci ele au
st acelasi punct de sosire.”

adica

(fz) V_x1 = X%, === f(xi) = f(xz)

Conditiile (f£) $i (fz) sunt necesare $i suficiente peniru ca
o lege de corespondentd f si fie functie. Aceste conditii sunt
usor de utilizat in practica.

In figura 2.1, legea de corespondenti de la a) satisface (f‘)

$i nu satisface (fz); la b} legea de corespondentid nu satisface
(fx)’ dar satisface.(fz). In diagrama c) nu este satisficutl nici
(fz) nici (fz), iar in d) legea de corespondentd satisface si

(fi) si (fz), deci este (singura) functie.

O functie este deci un triplet (D,E,f) in care legea de

corespondenta f satisface Cfl) si (fz).

84 observam ci aceste doul conditii se referi doar la domeniul

functiei: ' -



(fx)_ din fiecare punct al domeniului pleaci cel putin o asigeati:
(fz)— sigeata care pleaci dintr-un punct al domeniului este unica.
Se gtie cd graficul unei functii este format din multimea pe-

rechilor de puncte (x,f(x)), cind x parcurge domeniul functiei.

B, ={ (*x:f(x) } | x eD}

CuUM RECUNOASTEM PE UN GRAFIC DACA O LEGE DE CORESPONDENTA

ESTE FUNCTIE ? (deci dacA satisface (fz) si’(fz))

Pentru a rispunde 1a aceastd intrebare vom aminti mai intii
{pentru cazul D , E ¢ R) rispunsul la alte doul intrebiri:

1. Fiind dat x, cum obtinem - cu ajutorul graficului - pe f(x) ?
(adici imaginea lui x (saﬁ tmaginitle, daci sunt mai multe,
si desigur in acest caz legea de corespondentid f nu este
functie)).

Raspuns : Ducem din x o paraleli la Oy pana cand aceasta int3l-
neste graficul, iar din punctul (punctele) de intersectie cu gra-—
ficul ducem apoi paralelér(paralele) la Ox. Punctele de intersec—
tie ale acestor paralele cu py sunt imaginile f(x) ale lui .

2. Reciproc, fiind dat y , pentru a obtine punctul (punctele)
X avind proprietatea f(x) = y , ducem prin f c paralelé la Ox, i1ar
din punctul (puncteie) de intersectie cu graficul ducem apoci o pa-—
raleli (paralele) la Oy. -

EXEMPLE: |

1. Un cerc cu centrul in origine si-de raza r nu este graficul
unei functii f: R -%———» R , decarece nu satisface nici conditia

(f1) {exista puncte in dbmoniu care nu au ntcf o imagine, $i’
anume toate punctele prin care paralela la Oy nu int3lneste gra-

ficul) si nu este satisficutid nici conditia (fz), pentru cid exista
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puncte in domeniu care au mai mult de o ilmagine {toate punctele

X € (-r,r) au doui imagini)

f{x)

(acest punct nu

f(x) are nici o imagine)

w— e s el ver e e e e e e

Fig. 2.2

2. Un cerc cu centrul in origine $i de razi r nu este graficul
unei functii f 2 [-r , rl] — R .deoarece nu satisféce conditia
(f;) {de data aceasta nu mai existX in domeniu puncte fira nici o

imagine, dar continui siA existe puncte care au doua imagini).

3. Un cerc cu centrul in origine $i de razi r nu este graficul
unei functii f : R — [0 , ) , decarece nu satisface condi-
tia (f‘). Codomeniul ftiind [0 , ) punctele au cel nult o imagine.

Sunt insi si puncte care nu au nici o imagine.

4, Un cerc cu centrul in origine si de razi r este graficul
unei functii f :[-r ,r}] — [0 ,1] , decarece toate punctele

din domeniu au ¢ imagine si nunal und.



3. Un cerc cu centrul in origine si de razi r este graficul

unei functii f : (0 , r] —— [-1 , 0O].

in toate aceste exemple legea de corespondentd a rimas neschim-
bati (un cerc cu centrul in origine si de razi r, avand deci ecua-—

2,472

2 s de unde obtinem vy = 2 (r2 - %) ).

. 2 2
tia x" +y =r

Modific3nd doar domeniul si (sau) codomeniul am pus in evidenti
toate situa;iila;pasiéile, incepind de 1la a nu fi indeplinitd nici

una din conditiile ce definesc o functie, p3ni la a fi indeplinife

ambele conditii.

CU AJUTORUL PARALELELOR LA AXELE DE COORDONATE RECUNOASTEM INDE-

PLINIREA CONDITIILOR (f‘) 81 (fz) ASTFEL:

a> Un grafic satisface conditia (f;) daca si numai daca O{ice
paralela la Oy dusa prin punctele domeniulut intilhestg
graficul in cel putiﬁ un punct.

o3 Un grafic satisface conditia sz) daca si numal daca or{ce
paralela la Oy dusa prin punctelg domeniulul intilnéste

graficul in cel mult un punct.

INVERSA UNEI FUNCTITI

Inversand legea de corespondenti (inversand sensul siagetilor)
pentru o functie carecare f : D —— E nu se obtine totdeauna

o functie. Astfel, in figura 2.3 f este functie, dar £t
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(obtinuti prin inversarea legii de corespondentid f) nu mai este

func}ie; decarece nu satisface (fz) (existiA puncte cu mai mult de

o imagine).

D L s E D e— o E
¥ & x
X » X
4 ' X - ®
/ %
X
Fig. 2.3

Cu ajutorul acestor diagrame observim ci inversa nu satisface
(fz) ori de cdte ori existi puncte in codomeniul lui f care sunt
imaginea a cel putin doud puncte din domeniul lui f .

Altfel spus, f-‘ nu satisface (fz) oridgcate ori exista puncte

diferite care au aceeasti imagine prin f. Deci:

Pentru ca inversd@nd legea de corespondentd sd fie satisfacutla

conditia (fz) este necesar si suficient ca prin functia directa

puncte diferite si aibid imagini diferite, adicia

(fs) v X s%, eD , x‘f X, ===) f(x‘) # f(xz)

0 a doua situatie in care +™ nu este functie este atunci cand
ea nu satisface conditia (f‘) H

f 7t

+» E D e E
*x v X X € X
y» X X e X
X x
Fig 2.4
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Observam ci aceasta se intimpli ori de cate ori prin functia

directi existi puncte in codomeniu care nu sunt imaginile niciu-

nui punc£ din domeniu.

Pentru ca invers3nd legea de corespondenti a unei functii sa
fie 5atisfacuta conditia (ft) este necesar si suficient ca prin

functia directa sa se consume toate punctele din codomeniu, adici
(f‘) Yy €B I3 v eD f(n) =yYy

In concluzie,

+* satisface (fz) daci si numai daca f satisface‘(fa)
f‘r'satisface (fz) daci si numai dacid f satisface (f‘)
! este functie daci si numai daca f satisface (f) + f)
Dupi cum se stie, o functie carevsatisface (fa) se numeste
functie injectiva, o functie care satisface (f4) se numeste
functie surjectivd, iar o functie care satisface (fa) + (f‘) se
numeste functie bijectiva.

Vedem deci cd afirmatia:
"0 functie are inversi daci si numai daca este bijectiva.”

are intelesul c& inversa + ' (care existi totdeauna, ca lege de

corespondenti, chiar daci f nu este bijectivi) este fuanie>dacé

si numai daciA f este bijectiva.

Cu ajutorul paralelelor la axele de coordonate recuncastem
dacA un grafic este graficul unei functii injective sau surjec-—
tive; astfel:

Ccd un grafic este graficul unet functii injective daca st

numatl daca orice paralela la Ox dusa prin punctele co-
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domeniului intilneste graficul in cel mult un punct Cadi-

ca f-l satisface Cf JD.

Cd> Un grafic este graficul unel functii surjective daca st
numat daca orice paralela la Ox dusa prin punctele co-
domeniului intilneste graficul in cel putin un punct Cadi-

ca £ satisface <f22.

EXEMPLE;

1. Un cerc cu centrul in origine $1 de razi r este graficul

unei functii f : [0 , r] —— [0 , ©} care este injectivad dar

nu surjectiva.

2. Un cerc cu centrul in origine si de raza r este grafiqul unei

functii f': [—r s,r } — tO ,rl , care este surjectivd dar nu_

injectivi.

-~

Z%. Un cerc cu centrul 1n origine si de razd r este graficul
unei functii bijective f : [0 , r] —— [0 , r].

Deci modificdnd doar domeniul s$i codomeniul, cu ajutorul unui
cerc cu centrul in origine s$i de razi r se pot obtine toate si-
tuatiile, incepdnd de la a nu fi satisficutd niciuna din cele doud

conditii ce definesc o functie, pan3 la o functie bijectiva.

OBSERVATIE:

! e obtine prin inversarea legii de corespondentid f, adica
-1

b4 _.i.___’ Y ===y X Q_f___._. y
cu alte cuvinte
y = f(x) <===> x = f '(y) (2.1)

In cazul func;iei exponentiale de exemplu, echivalenta (2.1)
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devine:
Yy = a <===> X = logoy (2.2)
deocarece inversa functiei exponentiale se noteazid prin
ty) = log y. Relatia (2.2) defineste logaritmul:
Logaritmul unui numidr y intr-o bazi data, a , este expo-

nentul x la care trebuie ridicati baza pentru a obtine pe y.

GRAFICUL FUNCTTIETI INVERSE

Daci D si E sunt submultimi ale lui R si se figureazi pe axa 0Ox
domeniui D al lui f (deci codomeniui lui f°1) s lar pe axa Oy cado-
meniul E (deci domeniul 1lui f-‘) atunci graficul lui f si +* co-
incid, deoarece f ! nu face decit si inverseze legea de cores-—
pondenta (inverseazd sensul sagetilor).

Dar daci figuram si pentru +™! domeniul pe orizontala, iar co-
domeniul pe verticali, deci figuram E pe Ox iar D pe Oy, atunci un

punct oarecare de pe graficul initial G, (care, firi conventia a-

f

mintiti este grafic atat pentru f cdt si pentru f-t) un astfel de
punct (x,f(x)) devine (f(x),x).

Punctele (x.f(x)) si (f(x),x) sunt simetrice fati de prima bi-

sectoare, deci pe la3nga G £

mai obtinem un grafic G, , dacid si do-

f

meniul lui f ' este pe Ox.

Convenind si figurim domenijle tuturor functiilor pe Ox rezul-

ta ca G: este grafic al 1lui f-‘.

Cu aceasti conventie graficele lui f si +* sunt

simetrice fati de prima bisectoare.
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METODE PENTRU A ARATA cCA

0 FUNCTTIE ESTE BIJECTIVA

1. Utilizarea definttiet.
- pentru studiul injectivititii verificim dacid functia

satisface conditia (fs"'
- pentru studiul surjectivititii verificam daci este

indepliniti conditia (f‘).
2. Metoda groafica.
- pentru studiul injectivitatii utilizam propozitia co

- pentru studiul surjectivitatii utilizam propozitia 4o

Observatie importantd: Daci utilizim metoda grafica.este

esential, pentru functii definite pe ramuri, si trasam cat mai
exact graficul in jurul punctului (punctelor) de legiturd dintre

ramuri.

2% + 1 dacid x =<1
1. Functia f :R —— R , f(x) =

x + 3 dacd » > 1
este injectiva, dar nu este surjectiva. Graficul este in figura

2.5 a}. .

o 3x — 1 dacid x £ 2
2. Functia f : R —— R , f(x) =

2% — 1 dacd x > 2
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este surjectivid, dar nu este injectivi. Graficul este in figura

2-5 b)-

3. Functia f : R — R , f(x) =

Y

{ 2x + 1 dacd x =< 1

x + 2 daci x > 1

este bijectivd. Graficul este in fig. 2.5 c).

@~ /
5 b

3 7
|
1

|
'
|
|
2

v

a) ‘ b)

L 4

c)
'Fig. 2.5

3. Utilizarea tecremei : 0 functie strict monotond este inject-~
tiva.
Pentru studiul surjectivititii verificam daci func;ia este con-
tinuid si in caz afirmativ calculim limitele la extremifé;iie do-

meniului.
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Exemplu: S& aratam ca f(x) = tg x , f: (- il -g-) — R

7
este bijectivi. a

{1) injectivitatea: deocarece f°'(x) 1

cos X

este strict

pozitivad, deducem ciA funcitia este strict Crescatoare, deci este
Vinjectiva.

(it) surjectivitateg: functia este continuiA pe tot domeniul de
definitie, deci are proprietatea lui Darboux si

lim f{x) = — s lim f(x) = =

X ~+~7T/2 X —T/2
x >-f1/2 x < -2

de unde rezulti ci este surijectiva.

4. Utilizarea propozitiet : Functia f : D ——— E este bijec-
tivad daci si numai daci ,

VyekE ecuatia f(x) = y are o soclutie unica

(vezi manualul de algebri cls. XII)

Exemplu. Fie D = @ x Q@ si matricea A = ( : : ] Atunci
functia 1" : D D £ = (3x, - ax + 2
unctia Al — s A(xt,xz) = (ox‘ %, s A% xz)

este bijectivid (algebri cls. XII).

SA observim ciA in propozitia utilizati la acest punct, afir-
matia “ecuatia f(x) = y are solutie " asiguri surjectivitatea
functiei iar afirmatia "solutia este unicid" asiguri injectivi-

tatea.

5. Utilizarea propozitiei : Daci t,g : D ———s D éi
gef =1n atunci f este injectivid si g este surjectivi. (algebra

clasa XII1).
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] . Atunci functia
-1 -2 ,

EXEMPLY. Fie D=2 x 2 si A= { 2 3
fA : D — VD definita prin
fA(xi,xz) = (2x‘ + 3x2 . —x‘ - 2x2) satisface on fA = lD . deci

este bijectivi. (algebri,cls. XII)

S4 observim ci propozitia uti}izata la acest punct poate fi ge-—
nefali;ata astfel :
“rie f: D ——a E , g2t E —— F astfel Iin-
c&t g-f easte bijectivid. Atunci f este injectivd si g

este surjectivi.*™

EXERCITII.
I. 84 se traseze graficele urmitoarelor functii $i s3 se spe-
cifice in fiecare caz in‘parte daca funcgia respectivd este injec~

tiva, surjectiyé sau bijectiva.

min { x + 1 %2 + 2 s 3I% )

1. f(x)

max ( 3x — 1 4, 2% + 3 , x° - 2% )

2. f({x)
3. f(x) = min ( 2x — 3, 4x> - 5 , [x1)
4. T(x) =min ( % — 3] , 4x )

8. f(») =_‘g%

1
ﬁ

x

6. f(x) = inf ( t2+ 2t + 3 )

s

) 2
7. f{x) = inf fr+ 1)
) tex

t? + 1
, o : ..
8. f(x) =_pig ( t° - |t - 2] )
4
8. f(x) =_min t
—~2< ¢ <
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10. f(x) = sup t1In
oLl <x -

13. f(x) =  max (t - 2 arctg t )
~981Sx

12. f(x) = max sin t
~fl/ 4S5t Sx

REZOLVARI.

Se stie ca:

Q(x) si u(x) < wix)

IA

ui{x) daci u(x)

min(u(x),v{x),w(x)) = v(x) daci v(x)

1A

u(x) si vix) < wix)

IA

w({x) dack w(x) u(x) si w(x) < v(x)

Pentru a explicita mai dsor condi;iile din inegalita;ilé asupra
lui u , v $i w procedam astfel :

1. facem tabloul cu semnele functiilor u - v , u - wsiv-w

2. utiliz3nd tabloul explicitim usor inegalititile, deoaréce

de exemplu u(x) < v(x) <===> u(x) — vi(x) =0 .

1. Pentru u(x) = x + 1 , vix) = x2 + 2 si wix) = 3x avem

~

tabloul urmitor @

1 Pl
- 5 1 2
u(x)=-vix) - - - - -
u(x)=—w{x) + 0 - - - -
vi{x)—w(x) + | + O - - 0 + +
deci:

a) x (—co s -;—] - Uf{x) < vi{x) $i u(x) Z wix), deci f(x) = wix)

b) x @ (-é— ’ 1] — ulx) € v(x) $i ulx) < wi(x), deci f(x) = u(x)
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€) x € (1 , 2] — ui{x) < vi(x) s$i u(x) £ wi(x), deci f{x) =u(x)
d) % & (2 ,@) —s u(x) S vix) $i U(x) < wix), deci f(x) = u(x)
Asadar,
{ 3Ix dacd x < 1/2
t(x) =

X + 1 agacd x > 1/2

5. Pentru explicitarea lui f procedim astfel:

-{1) facem tabloul de variatie al functiei y(t) = &2

(2) considerd@nd pe x in primul interval de monotonie (dedus din
tabel) la dreépta lui -1 (deocarece ne intereseazi doar valorile
t 2 -1) calculim aminimul lui y(t) pentru t € [-1 , x].

(3) consider3nd pe % in urmitorul interval de monotonie calcu-

1am din nou maximul lui y(t) pe intervalul t € [-1 , % ] etc.

£ — -1 x o X +oo
T T -
y* —l—0++l+f+
1 1 ,
4 1 Ny | N0 /! .

a) pentru primul interval de monotonie , x € (-1 , 0) , functia

t? are pe intervalul [—-1 , x] un singur punct de minim,

-

y(t)
in t = x ;3 valoarea sa este y{(x) = xz . Fiind un singur punct
de minim el este si minimul g&nbal (absolut) al lui y{(t) pe in-
tervalul [-1 ,x] , deci valoarea lui f este f(x) = %2 s pentru
x € (-1 , 0].

b) pentfu al doilea interval de monotonie , x € (0, ) , functia
y(t) = tz are pe intervalul [—1\, %] un'sinqur punct de minim,

in t = 0 3 valoarea sa este y(0) =_0. Fiind un singur punct de

minim, avem f(x) = O0- pentru x € (0 , ®») , deci
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{ x* daci x e« (-1 ,0]

foo = (o] dack x € (0 ,om)

SA observam ci din acelasi tablou de variatie putem explicita
functia g(x) = ‘g?gxtz. Astfel :

a) pentru x € (-1_, 0] functia y(t) = t? are un singur maxim, pe
(-1 , x} in t = - 1 ; valoarealsa este M = y(1) = 1 . Deci g(x) =
i1, pentru x € (1 , 0] .

b) pentru x € (0 , + ») , y(t) = t? are doui puncte de maxim, in
t1= -1 si tz= X 3 valorile IOf sint H;= y(1} = 1 si

ﬂ£= yi{x) = xz. Valcarea lui f este maximul global, deci:

g{x) = max{1 , x ) pentru x e (0 ,+wm).

1 dack x € [-1 , O]
Rezultia gi{x) = 2
max(i , x) dacid x > 0O
» 1 daci x e (-1 , 0] 1 dack x € (-1 , 1)
Deci gi{x) = 1 daca x € (0 , 11 = ‘
' 2 %% dacia x >-1

» dacid x > 1

8. Din tabelul de variatie al lui y(t) = t 3
' (t + 7)
t -2 x 0 x +00
1 . [N
y'(t) - - = - 0 + + | + +
vy o N N a s ;! /

1. pentru x € (-2 , 0] , y(t) are un singur minim p@ intervalul

4
[-2 , %], in t = x 3 valoarea sa este m = y(x) = X
p 3
{(x + 7}
2. pentru x > 0 , y(t) are un singur minim, pe [-2 , %1 .
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in ¢

0 3 valoarea sa este m = y(0) = 0. Deci-

4
X

—_— dacd x € (-2 , 0]
(x + 7))

t(x) =
0 dack x > O
t‘
Analog, pentru g(x) = _2 223 ——— avem
il £ 2 )
16
== dacd x e (-2 , 0]
g(t) = .
max(-l—%-g—, t ) dacd x > O

(x +7)°

10. Din tabloul de variatie al lui y(t) = t° 1n t

t 0 X 1/{e x + o
T
y' () -~ - | - - o] + + E + +
1 1
y(t) 0 N N —y/2e / . 4
deducem :
(a) daca x e (0, 1 ] .fupctia y(t) = t% 1n t are, pentru
e
t € (0, ®x] un singur supremum S = %{go y(t) = 0,
t>0 :
{b) x e ( —1 . m>) s Tunctia vy(t) are doui valori supreme:
C e -

S‘= 0 si H‘=.y(x) = x%*ln x .

Deci f(x)

max( 0 , x“ln x ) x,‘e(-l y © )

II. Si se studieze bijectivitatea pentru:
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0 x =0
) |
1. f(x) = T xeﬂ,x#O
X xeR -8
2. f(x) = P(x). , P fiind un polinom de grad impar.

3. f(x) =log(x+7x>+1) a>0,ami.
a . . .

' 2x + 1 x € Q
4. (x) = '
2 xeR \ Q
X - |

8, f i1 R —— R f(x) = Ax unde A = [ i § ]

: - 1 01 1
6. f s RP—— 4+ R f(x) = A-x unde A = 2 3 4
_ 4 9 16

7. ‘f:Ri — Ri‘ fi{x,y) = (lg x + 2-lgiy ,'3-lg.x = 2-1g ¥}

I1I. 84 se studieze inversabilitatea functiilor hiberbol;ce:

1. sh(x)

{sinus hiperbolic)

2. ch(x) = {cosinus hiperbolic)

x -
8 - e
-,

w

3. th(x) {tangenta hiperbolica)
et + e
e“v+ -

4. cth(x) = " ' (cotangeta hiperbolicd)
e - e :

i si ae scrie inversele lor.

IV. 1. Aritati ci functiile T(x) = x - x + 1,
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sy ®) ————0wu—3 R i q(x)_=%+ X - =

. ab) ————— R sunt inverse una alteia.

Nlo-s Nli-

2. Arita.g,i €32 f(x) = —i—-;——-:— coincide cu inversa ei.

3. Determinati parametri a,b,c,d astfel incst

b . . . .
T(x) o< v d siA coincidid cu inversa ei.

4. Aritati ci functia f &£ (0 , 1 ] —— R definiti prin

f(x)=4—n—’x,dac5xe[1—, 1
3

3h sn-t

] este bij et_:tiva -

5. Pe ce subinterval functia f : [—-17,_@) - R

f(x) = /% - ¥Ix =1 este bijectiva ?

INDICATII.
4. Pentru a usura rationamentul, se schiteazi graficul lui f.

5. Se utilizeazi formula de descompunere a radicalilor supra-

pusi: A+ YB = ﬁ_%_ci. _A_;_C,_’

unde C = AT - B .
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MONOTONIE SI MARGINIRE PENTRU SIRURI SI FUNCTII

Un sir este o functie definitid pe multimea numerelor naturale.
Domeniul unei astfel de functii este deci multimea numerelor na-—
turale IN. Codomeniul si legea de corespondenti pot fi oarecare.

in cele ce urmeazi vom considera doar siruri de numere reale,
adici siruri avind drept codomeniu multimea R a numerelor reale.

f : N

R SIR DE NUMERE REALE
Pentru asttfel de funciii, domeniul s$i codemeniul fiind tot-

deauna aceleasi, mai trebuie precizati doar legea de corespon-—

dentd f , ceea ce revine la a preciza muliimea valorilor sale :

f(0) , f(1) , f(2) , ... , f(n} , ...

™. i

0 * 4w

1 \\
\ f(0)

2

- £(2)

- f{n)

n £(1)

v -

Pentru comoditatea scrierii se noteazi de exemplu:
f(0) = a s f{1) = a, s «-e s f(n) = a s .-

Deci pentru a cuncaste un sgsir este necesar si suficient s& cu-
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noastem multimea valorilor sale: 8 5 @ 5 c-e s A 4 ean= =
™

Aceasti multime se noteazi prescurtat cu ( a_ )nem .

Prin urmare un sir este un caz particular de functie. Trecerea

de la o functie la un s$ir se face astfel:’

(51) inlocuind domeniul D cu N
152) inleocuing¢ codomeniul E cu R
(5’) inlocuind variabila x cu n
(sau cum , sau i , etc )
(s‘) inlocuind f{(x) cu a
DOMENIUL |CODOMENIUL VARIABILA LEGEA DE CORESP.
Functie | D E 2 f(x)
sir N R n 2

tn cele ce urmeazi vom utiliza acest mod de trecere de la o
functie daf&care la un sgir, pentru.a obtine notiunile de monoto-—
nie , marginire gi iimitk ale unui sir drept cazuri particulare.
ale acelorasi notiuni pentru functii.

In mod frecvent putem atasa unui sir Can)nem o
functie, obtinuta prin inlocuirea tui n cu Xx in expre-—

sta tul a (an devine fCxJJD.

EXEMPLU: Sirului a_ = -;’-;-’T:— 1i putem atasa functia:
- - x + 3 ‘
Tx) = 2% + 1 -

Totusi existid siruri cirora nu le putem atasa o func;ie prin

nt

acest procedeu. De exemplu a = ——
n n + 1

Cu ajutorul functiei atasate unui sir putem rezolva mai usor

problemele de monoctonie, marginire $i convergenti a sirurilor,
1 3

asa cum vom vedea in cele ce urmeazi.
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Utilizarea unei functii pentru studiul monotoniei, mirginirii

$i a limitei unui sir oferi avantajul utilizirii derivatei si

a tabelului de varia;ié.

Pe de alti parte, este util si observiam ci atit monotonia cit

si miArginirea si limita unui sir

sunt cazuri particulare ale

acelorasi notiuni definite pentru functii. Aceasti particularizare

se obtine cu ajutorul celor patru etape

(s‘) - (s‘) mentionate.

IatiA cum se obtine aceastd particularizare, mai int3i pentru

monotonie s$i mirginire, apoi si pentru limiti.

FUNCTII MONOTONE

SIRURI MONOTONE

a) functia f : D —s R , D ER
este monoton crescitoare daci:

< <
Vxl,xze D,x‘_xz-—» f(xi)_f(xz)

a’' )sirul f:N —-s R este monoton
crescitor daci:

<
n n

1 2
Dacid este indeplinitd conditia (1)

i ,n € N,n =N ——a a a (1)
1 2 S 2

luind in particular n‘=n si nz=n+1
deducem

pentru orice n (2)

n+ g

In concluzie (1) — (2)

Este adevaAratad si implicatia re-
ciprocid. Demonstratia ei se poate
deduce din urmitorul exemplu:

dacid este indepliniti (2) si luim
n1=7,nz=11,ayem n‘Snzsx din aproa-

<a

e in aproa a €a ,a <a ,a
P p P& a_Sa,s8458,03,32 o

a

Si <a ,deci a_%a .
10 11 ?

14

Prin urmare (1) <—> (2) .
Decarece conditiile (1) si (2)

sunt echivalente,iar (2) este mai




b)functia f:D — R,DSR este
monoton descrescitoare dacas

. | < = >
V’x‘,xzeD,x1_xz > f(x‘)_f(x2

)

comoda , pentru definitia girului
monoton crescitor se utilizeazi
aceasta conditie.Dar nu trebuie
si pierdem din vedere ci ea este
echivalenti cu acea conditie care
se obtine din definitia monoto-
niei functiilor,prin particulari-
zarile (s‘) - (s‘),ce caracteri-
zeazid trecerea de la functie la
Ssir.

b')sirul ¢ N ——+ R este morio—

ton descresciAtor daci:

== (3)

a 2
n

1

a
n

Yn .n_eN.n =n
1% 2 1= 2 2

Se poate arita ci aceasti condi-

tie este echivalentia cu:

a Zz a pentru oricen e N (4)
n n+t
FUNCTII MARGINITE SIRURI MARGINITE
a) f: D — R , D < R este a')lsgirul ¢ : N — R este
marginitid inferior daci nu marginit inferior daci nu are
are valori spre — o ,adica valori spre - o , adica
JaeR,¥xeD , f(x) = a JaeR,VnelN a_ Z a
b)f : D — R, DR , este b lsirul * : N —s R este

mﬁrginité superior daca nu

are valori spre + © ,adici

. 3belR,V¥xeD f(x) < b.

<

D R este

c)f D —s»y R

m3rginiti dacid este marginita

marginit'superior daci nu are

valori spre + o ,adici

<

bR, YxeN a b

n

c’)sgirul f N — R este

mArginit daci este marginit in—
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inferior si superior, adica

3a,beR,YxeD a =<f(x) = b ,
cu alte cuvinte existld un in-—
terval [a,b] in care sunt

tcate valorile functiex.

Acest interval nu este,in ge-—
Eeral,simetrlc fata de origine,
dar i1 putem considera astfel
largind una din extremitat: su-
ficient de mult.ln acest caz
™M , MJ

fa,b] devine

iar conditia de marginire are

forma:
3 M>O,¥xeD M =< f(x) <M
adica:

aM>0,¥xeD jf(x)| <M

ferior si subérior, adica

Ja.b=R,¥YneN a<a =b

n

SAU

3 M>0,VneN lan! =M

METODE PENTRU STUDIUL MONOTONIEI SI MARGINIRII

METODE PENTRU FUNCTII

METODE PENTRU SIRURI

Studiul menotoniei

1. Utilizarea definitiei :

se considera x < x, $i se com—
pard diferenta f(xi) - f(xz)
cu zero.Aceasta se poate face

prin minorari s$i majorari suc-

cesive,sau aplicand tecrema lui

1., Utilizarea definitiei :

se compara diferenta a - a
M n+4 n

cu zero,iar pentru siruri cu ter-—
meni pozitivi putem compara ciatul
a / & cu unu.Putem face mino-

n+ 41 n ——

rari si majorari succesive,sau si

Lagrange functiei f pe interva-

aplicim teorema lui Lagrange func-
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lul tx‘, xz]-

2. Utilizarea tablouiui de va-—-

riatie.{in cazul functiilor
derivabile)

Dupi cum se stie,din tabloul

de variatie al unei functii
derivabile avem informatii

exacte at3t despre monotonie

cét si despre mirginirea unei

functii.

3. Utilizarea teocremei lui

Lagrange:
permite inlocuirea diferentei
f(xz) - f(x1) cu f'(c) , care

Se COmpari apoi cu zero.

tiei atasate girululi considerat.

2. Utilizarea tabloului de varia-—

tie pentru functia atagata.

studiem monotonia functiei atasate

2
sirului dat si utilizd@nd criteriul

cu siruri se deduce ci monotonia
sirului este dati de monotonia a-

cestei functii, ba intervalul

[0 ,xx),(vezi Metoda 10 punctul c)

3. Utilizarea teoremei lui Lagrange

pentru functia atagata.

Studiul mirginirii

i. Utilizarea definitiei.

2. Utilizarea tabloului de

variatie.

1’ .Utilizarea definitiei.

2°'.Utilizarea tabloului de varia-

tie pentru functia atagatad.

3°'.Daci sirul se descompune In-

tr-un numdr finit de subsgiruri

mirginite,el este marginit.

4’ . Utilizarea monotoniei.

Daci un sir este monoton cel putin
jumitate din problema marginirii
este rezolvati si anume:

aldacl sirul este moncton cresci—

tor,el este marginit inferior de
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prisul termen $i mai trebuie ga-

sitd doar marginea superiocara.

b)dacX sirul este monoton des-
crescitor.el este mirginit superior

de primul termen si mai trebuie

gAsiti doar marginea inferioarai.

C)DACA SIRUL ESTE MONOTON DESCRES-
CATOR SI CU TERMENI POZITIVI,EL

ESTE MARGINIT.

EXERCITII:

I. Studiati monotonia si marginirea functiilor:

1. €(x) 2

Xx + 1 dacd x < 1.
®» + x + 1 dacad % > 1

2. f(x) = x* + | 3x® - a4 |

3. f(x) = (1n )" * . f:[l,wo) — 5> R
4. flx) = mx + n , f:R — > R
f(x2+ X + 1 4
5. f(x) =7 x -2 -V 2% =5 , f: [3,) ——> R
; : ' T n
8. f(x) = arctg x s f: R —m» E'??’ 3?]
é&spunsuri:

In x Inkln 0
e

3. Putem scrie f(x) = $i avem tabloul de

variatie:
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i/e

f(x) - - - .- 0 + o+ o+ o+ o+

-i/0

f{x) 1T \ . a /

deci functia este descrescatoare pe intervglul {1, e’/°) Si

-

crescitoare pe ( e’ s o ) . Este marginiti inferior, miﬁiuul

fiind m = e '’® 5i nu este mirginiti superior.

5. Utilizam formula de descompunere a2 radicalilor suprapusi s

to=7/a+eys = /BLE _ fA-C | aicaatbp

6. Fie x, < X, Pentru a obtine semnul diferentei
f( xt) - ¢ xz) putem aplica teorema lui Lagrange functiei date,

pe intervailiul [x1 . xz} (sunt indeplinite conditiile tecremei):
existd deci c € R astfel {ncat:

f(x;) - f(xz) = f'(c)(x1 - xz)

i
N
-,
x
"
!
A
N
~
~
o

deci functia este crescatcare.

II. Studiati monotonia $i marginirea sirurilor :

Inn
n 0

n
2. a = vYn determinati si cel mai mic termen al sirului.

3. a =n a” determinatyi $i cel mai mic termen al sirului.
‘n -1 <
4, a = ~——mm — Y n . pentru n =2 2 .
n inn
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n+i i 1 N+t
) s €= (1 + ?} s Cu
ae (0, 1) , dn = (1 + — ’ 7n fiind valoarea interme-—

diari ce se obtine aplicd3nd teorema lui Lagrange functiei

f({x) = 1ln x ﬁe intervalele [n,n + 1].

Raspunsurt:
2. Functia atasatld sirului este f(x) = x'* . Din tabloul de
variatie:
» 2 e 3
(%) + + 0 - - -~ -
1(x) 4 f  f(a) h A

deducem, conform criteriului cu siruri (criteriul lui Heine,vezi
Metoda 10,punctul c) ), tipul de monotonie al sirului studiat.
S$irul are aceeasi monotonie ca $i functia atasatd, deci este des-
crescitor bentru n 2 3 . Decarece sirul este descresc&tor daci

n 3, pentru a afla cel mai mare termen trebuie comparaii doar
a, 3 8 as. Deducem ci cel mai mare termen al sirului este:

a = 3c;. . -

3. Functia atasatd sirului este f(x) = x a° . Din tabelul de

variatie pentru a € (0,1):

x o (-1n a)™*
(%) + + 0 ~ - - -
f(x) -/ / X X

utilizadnd punctul c) de la Metoda 10 deducem ci gsirul dat este

crescitor pentru n mai mic sau egal cu partea intreagld & lui
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(—in a)-’ 31 este descresciAtor pentru n = [(-1n a)-il + 1 .

3

(-ln a) " =0 si 1

Decarece lim lim (-1n a) = + o
a0 a1 :
a>0 ac i

deducem ci intarvalul [ 1, [(-in afd] ] in care sirul este

crescitor poate fi ocric3t de mare si cricst de mic.

8. Sirul de termen general ah este cresclAtor, sirul de termen

general bn este descrescitor. iar sirul cn aste crescitor daci

o & E 0, n - yi’] si este ééscrescﬁtor pentru o {n—yn,13.
IIT Utilizdnd teorema lui Lagrange:

1. si se demonstreze inegalitatea |sin x| < fx] pentru orice

X real, apoi si se arate cad sirul a = sin x , az =;sin sin x ,
cee an = sin sSin ...sin x , este monoton $i mirginit oricare

ar fi % , iar limita sa este zero.

2. s& se studieze monotonia 3i msdrginirea sirurilor :

n = e 1 5 = . 2Y¥ n inn
a {1+ =3 . B_ arcsln{—z—;«a—) ——

n + 3 ‘ fn+ 2
d = ——t 2inn = (=) = n- ——————
bl 2n + % ‘ n n + 3

Roaspunsuri:
1. ;>sin Y } =< ' % s <=> i-zig—ﬁ—j <1 . Din teorema lui

Lagrange aplicatd functiei f(t) = sin t pe intervalul [3,0]

sau [0,x] , dupd cum x este negativ sau pozitiv, se obtine

'-Eﬁg—ﬁ-l = jcos ¢} = 1 . Sirul satisface relatia de recurenti:
a " sin & , deci dacid sin % > 0 se deduce ci $irul este des-
N+ ba

crescidtor, iar dacd sin x < 0 sgirul este crescitor. Evident ca
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‘este mirginit intre -1 $i 1 . Notdnd cu L liaita,éa $i trecand la

limiti in relatia de recurent{l obtinem L =sin L , deci L = 0.

203)3."“:.3“:(14. i )ff*i_(-j,‘i-_:;_)"-

n i

f(in + 1) - (0} , unde f(x} = (r+ .,.’;_)" detineste functia

n ¥ 41 -n

atasata sirului. , E o '
b) Aplic8nd teorema lui Lagrange funciiei atasati sirului, pe
intervalul [n,n+1] , deducem a -~ a = f'(c) . Trebuie deci

el

stabilit semnul derivatei:

frqx) = (1 +v-§- j”~( In( 1 *,-é— ) - = i - ]

adicid semnul lui gi{x) = 1“( ‘é‘ ).—»ix i 1

« Din tablcul

de mai jos deducem g{(x) > O pentru x > O s

deci a&a —a > 0 .
N+t n

x 0 ' O+ @

g'(x) -— — - - - -
g(x) X X N

IV. 1. Fie I un interval ocarecare gi f ¢ 1 = I o functie.
SA se arate ci sirul definit prin relatia de recurentad
aw“= f(an) s €u a° dat, este:
- (a) crescitor daci f{(x) — x > 0 pe 1l
(b) descrescator daci f(x) — x < O pe L.

J 3 1 4
2. Dacd sirul iah;néz

5 FECe crsscataf, iar s;rul (b;) N este

descrescitor si a = bh pentru orice n , atunci:

n

ta)  =ple doud 2is-urd =unt m3rginite, deci convergente.
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{b) daca %ig (bn— ah) = 0 atunci ele au acesasi limita.

(<) si se aplice aceste razultate sirurilor date prin for-
a+b
mulele de recurentld: a = fa-b , b = 2 _T
v n+i n n ned 2

cu o $i b dati.
o o ¥

REZOLV ARI :
i.a —a = f(a) —-a >0 in primul caz.
n ia} n

2. cele doui siruri sunt mirginite intre a‘ si b‘ s deci. siru-
rile sunt convergente, decarece sunt $i-monotone. Fie 1‘ si.
respectiv 12 limitele lor. Din ipoteza de la (b)
rezultisl = 1 .

: 1 2

{c) sirurile au termeni pozitivi gi:

2
2 2 D™ ®ns
E —a = — >0 .

Y. SA se studieze mirginirea girurilor:

RPN SRR SO U SN S S 11
SRl 3k e sk 2l S~ Bl SR a2 S
. i 1 1 . 1 1
2. sin 1, = ,sxn(?), —2—,...,51n -2 s T ? et
n 2
1 1
3- 1’2,"‘3—,4’?,6’--.
9 27 1 1 1
4. 2,8, 75 g s (12 F )N (1 F )7
S. cos{n/4) , cos(cas(n/4)) , eo-.
6. 1,2 ,7Z , 3 .73 cea s a by e cu a=1i,
1+ bn
b°=2,anﬂ= 1+ap s bm"- 5

RASPUNS: Fiecare sir se descaompune in doui subgiruri marginite
{(chiar convergente, avdnd aceeasi limita) deci sunt adrginite

{canvergente).
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3. 'L__IMITE DE SIRURI SI

DE FUNCTII

Definitia monotoniei s$i mirginirii sirurilor a fost dedusi din
definipiile corespunzitoare pentru functii, prin procedeul ari-
tat, de inlocuire a lui x cu n si a lui fC(x0 cu a,. Cu acelasi
procedeu vom obtine si definitia limitei unui sir din definitia
limitei unei functii. Aceasti metodi de particularizare.a unei
definitii pentru functii in scopul obtinerii defini;iéi analoage
pentru siruri pune in evidenti legatura dintre siruri si functii,

“Sirurile fiind cazuri particulare de functii, eéte normal ca de—
finitiile monotoniei, marginirii s$i limitei unui $ir si fie ca-

zuri particulare ale definitiilor corespunzitocare pantru functii.

LIMITE DE FUNCTII

Definitia limitei unei functii se bazeazd pe notiunea de veci-—

nitate a unui punct.
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Intuitiv, multimea V < R este vacinatate peﬁtru punctul X & R,
daci (1) x eV si in plus, (2) V contine s1 puncte vecine

cu xo ( la stinga s$i1 la dreapta ).

0]
i+

Evident ci daci existid un interval deschis (a.b) astfel 1inc:
X € {a,b) < V., atunci cele doui conditii sunt indeplinite.

In particular, orice interval deschis (a,b) ce contine pe x

satisface ambele conditii, deci este vecinitate pentru xo.

Fentru puncte finite vomvconsidera in continuare ca vecinititi
intervale deschise cu centrul in acele puncte, deci de forma:

V{= (L — & , 1 + &) Vx = (xo— S , x°+ &)
o

$i multimi care congin astfel de intervale.

Pentru +co nu are sens Vm= (a§ — & 4 oo + &), deci trebuie gisita
o alti formia pentru veciniAtatile lui +o. Pentru aceasta observam
cd la dreapta lui +o nu putem considera puncte, deci o + £ trebuie
inlocuit cu +wo. De asemenea, deoarece o - £ = o, inlocuim pe

© - £ cu £. Asadar, vom considera vecinititile lui + de forma:

V=(8,0°)
o

$i multimi care contin astfel de intervale.

Analog, vecinititile lui -~ sunt de forma:

. v = (- 4, £)
-

Definitia limitei unei functii intr-un punct exprimid conditia
ca atunci cind x se apropie de xo s T(x) si se apropie de valoarea
P a limitei.

Cu ajutorul veciniAtitilor, aceastd conditie se descrie prin:

lim f(x) =1 £ =>
x ->x°
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<=> [ VYV v ¥xeV , x2x =>f(x) eV 1] (xx%}’
L xo xo [ i

Dupi cum am aritat, pentru vecinatiatile vl si Vx din definitia
\ o .

(x%x), ekista trei forme esentiale, corespunzator punctelor finite

si respectiv lui +o $i —oo.

Conventie: Penfru_sCrieroa vecinititilor iui ! se foloseste
litera =, iar pentru scrierea vacinititilor 1lui *, se foloseste
litera 6.
Avem deci urmitcarele cazuri:
a) x - finit => V = (x -6 , x + &)
o * o o
, °o
iar x eV <= xa {x — & , x+8) <=2 u-—-565L% < xnx+5& <=>
5 o o o o
<=> ~§ < n=-x_ €& <=> |x-x_ ] <&
o . o
b) %x =+ => V =V = (d, +xm)
o x oo
o
iar conditia x € V devine x > d
*o
c) %= o => VX=V__®=(-00,¢5)
°
iar conditia X, € Vx devine x < &
o
a’) t - finit => \&= (L — & 4, L + £)
deci conditia f(x) €V, devine f(x) & (1 - & , L + &) <=

=> 1l — £ < P(x) <1l +g <=> —£ £ f(x) -1 <& <=>

{=> |f(x)—l'<s

b') 1 = 4+ = => \.?l= Vf®= (e 5, *too)

iar'cohdi§ia t(x) e v, devine f(x) > &

') 1= - =} VL‘F' V_°.= (- 4 £}
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iar conditia f(x) e V devine f(x} < ¢

Toate aceste cazuri apar in tabelul 3.1.

Tabelul 3.1

x ! L - finit L=+ 1= -
o \ '
vV o={(x_ —8,x +5) Y =m{x —~&,x +8) VU ={xn =&6,%_+58)
x o o x o o x o o
o o o
VL=(l—-s,l+.¢:) Vl=(s,cu) V,={-, &)
» ¥ eV (== x e V =2 X €Y =7
(o] b3 b4 X
o o o
finit <=> fn—x ! < & {=)> lx—x ! < & {=> !x-—x } < &
Red o] e}
f(x) VL <= f{x} € VL {=> f(x) € VL <=2
{=> lf(x)ﬁl; < & {=> f{x) > = <=>» f{(x} < &
vV ={S.c) ' V =(&.00) v ={&,x}
b4 - x x
o C 0
VL=( l—e,t+e)} VL=(€,co) VL=‘-(-co,£)
v eV L=> x e V <=2 x €V L=
® = +co *o 13 *s
= % > & => x > & (= w > &
f{»x) e vl {=> f{x) = Vl {=> fix) € ¥ <=2
{=> lf(y)—i < £ {=> f{xr) >» £ <=> f{x) < £
v = (_wné) VvV = (-:0,:5) % = (-wgé}
xX . X X
o o o
V.= {l—g,l+£) V.= e, @) V.= (o, &)
¥ eV {=> X e V {=> ¥ e V L£=>
x x X -
o o o
x°= — 0 _ ,
<=>» x £ & <=» x £ & <=> % < &
f(x) e V <= f(x) < v, <= f(x) € vV <=
J¢=> FO-1] < & | <=> fix) > & <=> f(x) < &

Consider3and in definitia (X¥Xx) fiecare situatie corespunzitoare

lui % si t , avem in total 9 forme pentru definitia limitei unei
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functii. Utiliz&nd tabloul 3.1 avem urmitoarele noud situatii:

(Z‘) » — fipit , 1 - finit

=> [¥Y &0 3550 ¥ xEx , | xx |6 => | f00-1 [<s ]
(1) x =+, 1 - finit
lim f(x) =1 <=>
X =>0
= ¥ = = —
=> [¥Y 0 3820 ¥ xxs, = | fx)-l |<2 ]
(la) AT T @, ! - finit
lim F(x) = 1 <=5

<=> [ver0 36 Vx5, = | fix)-L [<e ]

{t ) x — finit , 1l = + o

l.}m f{x) = +oo <=>

X ->

<=3 EV £ 35 50 V x®x_, | X=X <& => f(x)>s ]
(2.5) x°=+oo, ! = + o

lim f{(x) = +c <=>

x ->c@

<=> [Ye B Vx_ => flx)>s]

(’6) ST T ® s l = + @

1lim f{x}) = +o <=2

X =>—CO

<=> [ve 3 & V¥ x<&_ => f(x)>e ] :
(17) X~ finit , Il = -

lim (%) = - <=>

x->x _

<=> [Ye 3650 V¥V x=x , [x-x_ <5, => O < =]

(l.) X=+eco, l=-
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lim f(x) = —» <=>
X =>—cr

<=> [ ve 3 55 Vx>68 => f{x)<e ]

(lp) x°=—co,~l=-co
lim f{x) = - <=>
x ->—co

<=> [ v 3 és v x<6£ => f{x)<e ]

EXERCITII:

Y. Utiliz3nd definitia, si se arate ci:

1. lim (3x — 1) = 14 5. lim —— = -o

x ->% x ->0 2

. Sx%
. 22*’3_1 s - R - .

2. x{}@ ST 3 - 8. x{}g sin g = sin a
3. 1im X + 2 =2 7. lim In x = In a

x =>2 X >a
e Lp —— = e

* {(x — 1)

Rispunsuri:
In toate cazurile aven'xd-finit.
2. Parcurgem urmitocarele etape:

a) particularizam definitia limitei

2% + 3 _ _
x1->1 Ix + 2 1 <=
<=> [ Y30 38530 V¥V xmi, |x -—-1] < & =¥
s ¥ > &

2% + 3
Ix + 2

<s]

(tindnd cont de forma vecindAtatii).
b> consideram £ > 0. earecare; ciutim pe 6‘ astfel:.
c) facem calcule in expresia | f{x)—-1 | punsnd in evidenti mo—

dylul | X=X |-
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. _ 2x + 3 _ _ b x=11
L foo-t =52 ~ | " Tsw+vz71°

d) majorim (minoram) expresia obtinutl, tinind cont ci ne in-

tereseazi numai acele valori ale lui x pentru care | X=X ] < 65'
Deci: X1 1 % .
- | Sx + 2 | | 3% + 2 |

e) daci expresia care mai depinde de x este mérgiﬁita {cantinud)
intr-o vecinitate a 1iui Xy o putem majora in continuare, pentru a

elimina pe x . Avem:

66 = & 1 (6—1—-
] 3 + 2 | e | 3x + 2 | e 2

deocarece in intervalul [0,2] de exemplu, care este o vecinitate

.

. _ . 1 . . .
a lui %= 1 , functia g(x) T Sx * 2 ] este continui, dec:i
L 1 1 :
marginiti: g(x) € [??, Er] , daci x e [0,2].

f> determinidm pe 68 , pund@nd conditia ca expresia la care am
ajuns ( $i care nu mai depinde de x , ci doar de és )} s& fie

- mai mica decit ¢ @

s L < = & < 2¢
£ 2 £

Orice 68 care indeplineste aceastd conditie este convenabil. Putem
= ‘
de exemplu alege 'és = -§fs sau 68 = & etc.
Fentru a putea folosi $i majorarea ficutd functiei g . trebuie

s3 avem si & < 1 ., deci de fapt 6£ = min(l,-é—e) (de exempul).

£ 2
Rezul ti: v
. 5 &
_ ] » — 1 | £ £ _ . 3
] f{x)-1 | I * 2 < TSx F 2] < > mxn(l,-i—c) < &

3. a) lim vy x + 2 =2 <=>
x =>2

<=> [VY£0 3550 Vxm2, |x-2]<6, =>
& &

=> |-/x+2 -2!<s]
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b) fie &£ > 0 3 clAutim pe 65

bx =2 |
<l } Y +2 -2 l = a
Y% +2+2 |

j x - 2 | ‘s,
d> < -

Y +2+2 Yx +2+2

S 1 L 1

e) £ = & . < & » deocarece in

Y+ 2+ 2 ‘ Yx +2 + 2 €3

intervalul [1,3] de exemplu, functia g(x) = 1 este

Y x +2+2

. 1
Si

1
75+ 2 /3.2
S

f) determinim pe 6€ din conditia: 35 < £.

marginiti {ntre

Obtinem 65 { 3& , deci putem lua de exemplu 6s= £ . Dar pentru a
fi valabili si majorarea care am ficut-o functiei g trebuie sia

avem si 6s <1 s deci de fapt 68 = min(l,s).
Rezul ta:

bx + 2| 6& és _ hin(l_, £)

3
Y x +2 + 2 ¥ x + 2+ 2

deci conditia din'defini;ia limitei este si in acest caz indepli-

7]

nitd.
1 =
4> ad 1_:;31-—————? = o <=
x {(x — 1)
<=> [ vV &0 3 & >0 v ox®l, |x - 1| <5, =>
=> .__1__a>£]
(x — 1)
b) fie £ oarecare {(nu neapirat pozitiv decarece ! = +» , deci

Vf:(s . too) are sens pentru orice £ s Nu numai pentru &£ pozitiv).

1 1
c) 2 = 2
(x — 1) Ix — 1}
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& 1 ¢ 1
2

I — 112 &
&

pentru care fx — 1] <‘68 Y.

£3 —i; > & => 6: 4 -%% s deci pujem lua 65 = .__i__
éa 2Y ¢
Atuncis
1 > = 1 p > 12 = i = 4 > £
- by — 4 —_
{x 1) Ix 1] 55 rys
ITI. Utilizand definitia, si se arate ci:
2
‘ . Ix + ¥ 3 . ¥ o+ 1 _ R
1. lm m— = = 2. lim S——55 = @
x ~>co X =->C0
Raspunsuri: )
. 3x + 1 3 )
- ettt e e <_=‘
1. a) 1lim S — 1 > >
X =>QO
: ] 3Ix + 1 3 -
=" > 3 el ——— e 4

=> [Ye0 36 Vx5 = 51 2](.9]

b fie £ > O oarecare; cautim pe 65.

c) decarece ®»  nu mai este finit, nu mai putem pune in
evidenta |x - xol. Vom proceda altfel: consideram inegalitatea
jf(x) - 1] < £ ca inecuatie in necunoscuta x ( utiliz8nd s$i
faptul cd % —> o , deci putem considera |2x% + 1] = 2x + 1 ).
Avem:

3x + 1 3
— I = —————. = ="
Jf(x) l} < & <=> 51 > ‘ < ; <=>
2> —L s <=> 1 < & [pentrux>——%—'
2i2x + 1] 2(2x + 1)
1 _ 1 - 2¢
<{=> 2x + 1 > -75 {=> % > _T_
. 1 1 - 2¢ . }
Deci pentru 6‘ = max( = s -—75;——) $i1 x > 65 s avem:
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3x + 1 31 <.
2x — 1 2 *
2
. x + 1 —
2. ad l1im —)?_-—16—0— ] {=>
X =300
o> [ve 36 vwwrs Xtl s oo
- [ve- e | *% x — 100 ]

b) fie £ carecareg determinim pe 6: .

c) exprimim pe x din inegalitatea f(x) > &£ :

2

%%::T%E > £ <=> ( putem presupune x > 100 pentru ci
X —» oo )} <£=> %2 + 1 — &x + 100 > O. Daci x, si %, sunt ridi-

cinile ecuatiei de gradul doi atasate si presupunem % < xz s
avem f{x) > & <=> x > max(100 , xz) -

Deci putem lua 65 = max {100 , xz) -

LIMITE DE SIRURI

Definitia limitei unui 3ir se deduce din definitia limiteix
unei funciii facd@nd particularizirile mentionate:

(1) x se inlocuieste cun

(2 f(x) se inlocuiéste'cu an

{3) xo se inlocuieste cu no

In plus trebuie observat ci nu are sens n_= - $1i nici n,
finit ( de exemplu, nu are sens n — 3 , cici n fiind numar na-
tural, nu se poate apropia orici{t de mult de 3 ).

Asadar, din cele noui forme ale limitei unei functii se parti-
cularizeazi doar trei: cele corespunzitoare lui x°= + o .

Avem deci:
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(lxo) Il — finit (se transpune definitia klz))

nl.f::a“=l <=> [Vs>0 3:5‘9 Vn>6€ lan—ll<s]

Decarece in inégalitatea n > és n este numir natural, putem
considera si pe 65 numidr natural. Pentru a sublinia acest lucru
vom scrie n_ in loc de és. Avem deci:

lima =1 <=> [Ve&0 AnelN ¥Yndn = la -t} < & ]
n ~>co n £ &£ n

(Zu) 1l = +o (se transpune definitia (Zs))
lim a = o <=> [ Ver0 I nelN Vndn => a>> & ] '
n . & & n

n =>c

(l‘z) Ll = ~o (se transpune definitia (la))

lim a = —o <=> [ Ve 3 nelN V n>n => a< & ]
noe ™ £ e n

EXEMPLE:

I. Utiliz3nd definitia, aratati ca:

1. 1lim %"n—i—i =1 3. lim ——0 =0
n ->co n-seo 20 + 3

2. 1im 2‘1 =0 4. lim Y+ n+1 = o
n>co N+ n + 1 n ->o
RASPUNSURI : )

1. Adaptim etapele corespunzitoare pentru limite de functii, in

cazul xo = +co.

. 3n - 1 _
a lim -5 =1 <=> [Veo0 3 neN Vn>n_
n->co :
3n - 1 _
3n + 1 ll <& ]
b fie &£ > 0 oarecare; determinam pe nse IN.
c) consideram inegalitatea: !an - 1l}] < &£ ca inecuatie cu necu-
noscuta n : ' .
. 2
Sn -1 1] < £ <=> -2 < £ <=> n > ‘_ﬁL_:;j;
| 3n + 1 T 3n + 1 ’ : 3
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deci n=[_2_:_8_]+1
£

3
. 1 . 3
2. a) lim = O <«=>
n->e N +n + 1
. 1
<—} [ Y £20 3 n_e N V ﬁ)hs ! < & ]

| n®+n + 1
b)Y fie £ > O oarecare; determinam pe hee N astfel:

c) 1 < e <=> en° +.en + £ -1 >0 ;s Fie n, sin

2
n +n -+ 1

2
sclutiile acestei quapii de gradul doi (n1< nz). Atunci pentru

n > "z avem satisficutid inegalitatea considerata .

[ n2 ] T 1.

Deci n
£

METODE PENTRU CALCULUL LIMITELOR

DE FUNCTII SI DE SIRURI

Iata acum cele mai frecvente metode de calcul a limitelor de

siruri si de functii, la nivelul manualelor de liceu.

METODE COMUNE PENTRU SIRURI S$I PENTRU FUNCTII

1. DEFINITIA. 1In capitolul unu am aritat cum se foloseste definitia
pentru demonstraréa limitelor, atit pentru siruri, cdt si pentru

functii. Completim cele spuse cu urmitorul set de exlréigiiz



I. Cu ajutorul definitiei, studiati dacd exista limita urmitoa-

relor siruri si functiics

2—
3. Y n 100

a = o 4., fT(x) Y x - 1in X = 2 31 x=a

2. a~= n? - 100 5. fT(x) = cos % - in x =-g— $i ¥ = a

] o
' / 2 ’ 2
3. a n - 100 R+ 1

" 560 — 1 b. T(x) S - in X = 1\$1 %= a

2. DAREA FACTORULUI COMUN FORTAT. Metoda se utilizeazi
adesea pentru inliturarea nedeterminirilor de forma —g}— s O — @ ,
%;e . Prin scoaterea factorului comun fotat se urmireste obtinerea

a c3t mai multe expresii ce tind la zero. Pentru aceasta se utili-

zeaza frecvent urmitoarele trei limite:

0 daciA o>0

(1) lim x = 1 daci oa=0

x o daci a0

r @ daci o0

(2) lim x% =4¢ 1 daci a=0
X ~->Co

0 daca a<0

daca x € (-1 , 1)

{3} lim x = | daci » = 1

n ->

g ~ o

daca » > 1

Pentru a avea expresii ce tind la zero se urmareste asadar:

- obtinerea a cdat mai multi termeni de forma xa, cu a0, dacia

X — 00,

- obtinerea a cSt‘mai multi termeni de forma x“, cu a>0, daca

X —> 0.

EXEMPLE:

I. SaA se calculeze:
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1. l1im
X ->CD
3. lim
n ->Q0
9. lim
N ~->0
7. lim
Nn -

3x2 - x + 2

2
X + x + 5

2" + 2-3" '+ 3-8

3"+ 34" + 4.5"
2-a” + b"

n
3-a” + 4-p

n

2. 1lim
n ->co
4, 1lim
N ->co
&. lim
N ->00

3,
Y n?- 2.0%2- 2 « /a1

s s 5/ 3
V/n + 6N+ 2+ i’n + 3'n+ 1

f/; + 2-:/;f

; 2% — VI;-

RASPUNSURI :

Q. lim
R -0

11. 1lim
X =->C0

13, lim
X =>C0

7n+3 + 9n
7'n+2 _ 9n+1
n n n
2 + 3 + x . x>0
= n + 41\
(n + 2)!' - (n + 1)¢

(n + 2)! + {(n + 1)!

1n(x2+ X + 1)

1n(x1°+ X + 2)

(x + 1) o.-(x'+ 1)

n+4

[+ 1] 2

In(x + ex)

ln(xz+ ezx)

- n . . . n
2. Dand factor comun pe 9 obtinem termeni de forma % , cu x

subunitar.

?.

2 in xz[]_ + T + i ]
In(x"+ x + 1) xz
In(x*%+ x + 2) 10 1 1
‘ In x [1 + L. ]
o 10
b4 A
-+ -—1— + --——-

21n x + 1n [1

10ln x + 1n [1 + _—y +

1

x

cand x tinde la infinit.

s Eexpresie care

II.S53 se traseze graficele functiilor:

1.'f(x)

™
. 2
lim T
n ~-> 2_ + X

tinde 1la —_—



x2n+2
2. f(x) = 1lim Py pey
n ->c 2 + X
n

3. f(x) = lim T ¥ * --- * X

n ->c 1 + s
A, f(x) = lim Y 1 + x" . x > -1
n ->o0

1n(2h+.x")

S. f(x) = lim

n —»00 n
6. f(x) = 1im (x — 1)-arctg x"
n =->Cco
xn+ l._ 2 . 1nn+1x

7. f{x) = 1im =
n ->co x '+ 3-1n"x

8. Pentru orice funciie rationali, nenuli, R, cu coeficienti

reali, avem:

R(x)

lim R({x+1}

X =->Q0

= 1 { Manual cls XI1

I. AMPLIFICAREA CU CONJUGATA. Se utilizeazi pentru inlatura-
rea nedeterminirilor ce contin radicali. Daci nedeterminarea pro-

vine de la o expresie de forma:

f:/u(x) - p':/v(x)

atunci amplificim cu:

p
Y uFt(x) o+ vlupa(x)-v(x) + ..+ ¥V VP ) (3.1)

in scopul elimindrii radicalilor din expresia initial3. Suma din

(3.1) se numeste conjugata de ordin p.

Daci nedeterminarea este datiA de o expresie de forma:

v’p u{x) + 5 vix)

cu p — numir impar, conjugata este:

| <4 — P - j 4 -
Y Py = Y uPE0) v + .n. + AP0




Un exemplu de aplicare a acestei formule este exercitiul 3 de

mai jos.
EXERCITII:
3 3
1. tim (V% x%¢ 1 - /- w1 )
X =50
. 2 2 )
2. lim Y x"+ 1 +,f/x 2% + X
X > x -3
™ N '
3. 1im ‘/1*')(;‘/1—)(
X ->0

3[1 + % fli —-x'

4. lim A
X
X ~>0
9
3. 1im L+ Y %
->-1 >
x 1 + b4 N
m-p m ™
&. lim n ™ p“*l‘P"‘l o i
noe n+1 -vn-1
3 - | h- | -
7. lim (-aon+a‘n+1+...'+ak1‘n+k s Cu

RASPUNSURI :

7. Se inlocuieste de exemplu a = —ai— az— ceas —a in sirul dat

) k ?

$i se calculeaza k limite de forma:

lim ai( :/;- - : n + i )

n =>

4. UTILIZAREA LIMITELOR FUNDAMENTALE. 1In cele ce urmeazi vom

numi limite' fundamentale urmitoarele limite:

(a) lim 20 _
. [+

a->o
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Observatie:

(b)

{c)

"Din (a) se deduce:

lim
a->0

arcsin a _

ot

Din (b) se deduce:

1im
o ->0

l1im
A ->0

1im
a->0

lim(1+%-) =

a->
Din {c) se deduce:
1im In( 1 + a ) _ 1
a
a->0
EXERCITII:
I. SA se calculeze:
v sin 3x
1. “M =Tn 7w
X >0
. - [
3. lim = :OS >
X >0 ~N
5. 1lim Sin 3x
sin 8x
x =>T
7. 1im 1 — cos xz cos 2%
x ->0 %
+
9. lim cos X 21
x ->4 {x - 1)
x" - sin"x
11. lim
. Nn+2
x ->0
12 lim arcsin x : arctg %
x ->0 o

13.

lim

pentru diferite valori ale

{ 1 + a) = e
o
a — 1
= 1ln a
o
tg o arctg o
a o
a->o
a
e
a ot
: - a © a
H lim —= = a *‘ln a
a->o [}
-
5 s 1 - cos o
2. iim
2
X ->0 A
. i1 - cos™x
4, lim
p3
X =20 ~
. sin ¥ — tg %
&. lim g
2
X >0 X tg ¥
. 1 - cos aaa cos nx
8. lim P
X ->0 x
. sin mx
10. lim —m8M8M
sin nx
x ->m

lui n e N

arcsin ( tg x )

arctg ( sin x )

X =N



in{(l1 + x) - In(1 - x)

13 lim arctg(l + %) — arctg(l — x)
X ->0
RASPUNSURI :

12. Notand a = arcsin x — arctg x , aobservam cX o tinde la zero
cand x tinde la zero, deci urmirim si obtinem 'EIE—E— « In acest
scop amplificim cu
sin o = sin(arcsin x - arctg x) = sin(arcsin x)cos{arctg' x) =

- sin(arctg x)cos(arcsin x).
Notand cu: u = arcsin x , v = arctg % ,
rezultd x = sin u, deci cos u = 1 - xz
. 1 . 1
X = tg v, deci cos v = s Sin v =
1+ x* 1+ %
II. 5S4 se calculeze:
: 1
2 %2 2
1
1. lim[x*-‘]v 2. nm(cc’sf_‘, }"
2 - cos 2x
X ~>C0 N - X ->0
S 2 ctgzx
3. lim tg 4 4. lim (1 + x° )
n ->0 ->0
( %2 %2 i x
S. lim _'?y_*_ET 6. 1im L2 * S
x>0 La + b x >-m 1In(1 + 27
- 1
2 _ s r20> 33"
7. lim [ 1n » } % ox e 8. lim - T
X ->e n ->co (3+ T)

RASPUNSURI :
6. In limitele in care apar nedeterminiAri cu logaritmi, se urma-

reste permutarea limitei cu logaritmul:
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!

im

1

x >-0 In(1 + 2%)

In lim
X =>~-0
In 1lim

X ->-®

1

“1n(1 + 3%) = lim 1n

X -> =00

x
[1+3x}1m1*2)=

1

X
{1‘_‘_3):]11"«14-2) -

xX
lim 3 =
x -0 In(1 + 2%)

= (permutdm din nou limita cu logaritmul) = 1
lim — -1n(1 + 2%
x R
x ->-0 3
1 1
= = =
2 1
2" s®
lim 1n{1 + 2% In lim { 1 + 2*
H->-0 X ~> =0
= 1 = 1 = O
) X (oo}
. . 2
— x
x 2"
In 1lim [[ 1+ 2 ] }
X -» =00
I1I. SA se calculeze:
. x a g x _
1. lim 2_— 28 2. lim =2 ~- 1
- a ~ X
X ~>a X ->0
aSin X ﬁ ‘n
3. lim 2 n3 4, umn({z—x)
x =>4 n - -—4-- n =->

5. 1im n(cas%- - 1)

7.

n->

lim
n->o

n(3 col%—

- 1)

. . 1
6. lim n-arcsin o

n ~>C0
n .
8. 1lim n('/a - 1)
n ->0

9. l_imn("/ a‘ + 7/ a, + oo+ T/ a -p)

n =><0
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RASPUNSURI :

a R -
a* - a° a (a -1 )
1. lim ——— = 1lim si notand x — a = o,
- K ¥ — a
X ->a X ->a
aa - 1 :
obtinem: 1 =-a® 1lim = = a%n a .
a->0
i
4. Considerim functia: f(x) = x(2° - 1 ) obtinuts din a_
1
2 -1
prin inlocuirea lui n cu ».Calculam: lim f(x) = 1lim S e— =
x—'>cD X =><C0 7

Conform criteriuiui cu siruri (vezi‘metoda 10 punctul c),

AvVEem de asemeneas: lim a = 1ln 2.
n
n -2

5. CEVA MARGINIT INMULTIT CU CEVA CARE TINDE LA ZERC, TINDE

LA ZERC. (H) Daci (a este marginit si lim b = 0, atunci:

n) neN n

n =->c0
"1itm a ‘b = O
bal bal
 ->C0

{R)Y Daci f este marginitld intr—-o vecinatate a lui xo

s lim gix) = 0, atunc: lim f{x)Y-g(r) = Q.
X ->X X ->X
o
EXEMPLE: -
. (-1)" . n .. .
1. lim - = QO pentru ca (1) este mirginit intre -1 si
N ->co

1. iar -%— tinde la zeros

2. lim 1- C:S X =0 pentru ciA 1 — cos x este marginitid
X ->oo ®

intre 0 1 2, 1iar -3; tinde la zero;
®
3. 1im E_l_n.__x_. = O;

X
X ->o
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a .
N n . .
4. 1lim - unde a este a n—a zecimali a numirului m;
. n
n ->co ‘

- n ) - . -
5. lim —————n8 . unde {3" este aproximatia cu n zecimale exacte

2
n->o 2n "+ 1

a numirului e;

n ™
6. 1lim 2 + (=2) }

n
n > n -2

_sgn( nz-3h+2)

ne+i

7. lim
n->c

. 2
8. lim gin{n + 3In + 3 )

2
n~->wm n + 3n + 5

e

9. lim a-cl:g(n-x);

n->m nx + 2

10. 1lim x-arctg -)-1(—;
X ->0

‘n-s1 4 4
11. 1im foSin(ni),

H

n -> n2 + 1
12. lim _x__%«_]_;

x ->co

tx] . z

13. lim {(—-1) Vsz_n(x) ;

x ->0 . -

Indicatii:

4 (an) N este @érgxnit Intre 0 i 9, fiind format d;n cifre:

5. (8),qy ©Ste mirginit intre 2 si 3;:

6. METODA MAJORARII SI MINORARII. (A) Dacad exuista functiile
g si h astfel incit intr-o vecinitate a 1lui X s3 avem:

g(x) S‘ fi{x}) < h(x) si

lim g(x) = lim h(x) =1

X ->X X =>x
o
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atunci lim f(x) = l.
X -)xo

Schematic:

g(x) = f{x) £ h(x)
Ly
Vv
> 1 <

(B> Daci existi sirurile (bn)neN i {c ) N astfel inca&t:

N
b<a<c incepand de la un rang n_ si iim b = lim c¢ =1
n n ™ o] n->00 n n->00 2]
atunci: lim a =1 .
12
N =->c0
Schematic:

Observatie:

DaciA ! = +oo, se poate renunta la h [ respectiv la (Cn)nem ]’

iar daééA ! = ~», se poate renunta la g [ respectiv la (bn)nem ].

Aceasti metodi ésté mai greu de aplicat,_datorita majorarilor
si minoririlor pe care le presupune. Acestea trebuie si ducia la
expresii cit mai putin diferite de forma initiala pentru a nu mo-
difica limita.

Amintim cilteva procedee, dintre cele mai frecvent int3lnite,

pentru obtinerea sirurilor (bn)nelN si (Cn)néN

1. Punem in loc de toti termenii sirului (éanem pe cel mai

mic dintre ei ( pe cel mai mare ).

Exenple:

a= + + ... *

b2l
2 2 2
n + 1 n o+

a)

3]
3
+
3
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Raspunsuri:

a) 1In suma care exprimid sirul (an)n N existi un cel mai mic

1 : . 1 .
termen, —————— , S1 un cel mai mare termen, ———— . Apli-

Y n2+ n ’ ¥ n2+ 1

cind procedeul 1., avem:’

1 1 1 n

a =< + + ... t = > 1
™ /—'—"‘_
2 2 2 2
n“+ 1 Y n'+ 1 n“+ 1 n"+ 1
a > 1 + 1 + .. T 1 = - n I §
™
2 z 2 2
¥y n'+n n "+ n n + n n + n
> 1.

deci a
n
2. Minorim ( majorim ) termenii ce formeazi sirul a cu ace—

n

easi cantitate.

Exemple:
in 1 2 i e
a) a = s1 i s 31in ... + Sin
n 2 2 2
n + 1 n o+ 2 n +n
in % sin 2Zx ' sin N
b) a= S + 1 + L. v
n 2 2 2
n + 1 n "+ 2 no+n
Raspunsurti:
a) De data aceasta nu existid un cel mai mic ( cel mai mare )

fermen in suma ce formeaz3 sirul a . Aceasta datoritia faptului ci
functia f(x) = sin x nu este monctonid. Tinand cont ca avem:

-1 € sin x < 1 , putem majora inlocuind peste taot sin x cu l.0btinem:

a< SN SO 1 - 1 > 0
" n%s 1 ni+ 1 nZ+ 1 no+ 1

Analog,putem minora Iinlocuind peste tot sin % cu -1.,apoi aplicand

primul procedeu rezulta:
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az - + + ... + = > 0
™ n%*+n n?+ n n‘+ n n?+ n
deci a > 0.
™
3. Minoram (majoriam) renuntdnd la unii termeni ce formeazi
sirul a . -
Exemple:
N
a) a=7 1P+ 2P+ ... + nP
n
™
b) an=/1"+2h+...+n"
Raspunsuri:
n
b) anZ'/n" =n > , deci a —>w
EXERCITII:
I. S3A se calculeze limitele sgirurilor:
n
1. a= 2[ 1+ X - 1)
n 2
k=1 n .
n 2 -
2. a= 2{ 1+ X - 1}
n s
k=4 n -
n
- _ 2k
3. a= z tg >
k=1 n
- 2 2 2 ¢ < ..
4, a 1/b1 + b2 + ... * bk s cu i < bx < b2 < bk

5. a=+/b" +b" + ... +B” , cu b>0 , i el,k
n -~ 4 2 k 1
Raspunsuri:
L
" fal 2
VAR R -
k=4 -n k=1 K
1+ e




]

= 2 « Majordm utilizind cel mai mic s$i cel
n k=1 .

mai mare numitor. Obtinem astfel numitori comuni pentru sumi.

sin
2
3. tg 2k = ;k i se fac sinoriri si majorari uti-
cos ——
n nz

1iz3nd cel mai mare si cel mai mic numitor.

7. EXERCITII IN CARE APARE FPARTEA INTREAGA. Cele mati
int38lnite metode pentru rezolvarea lor sunt:
(A) Metoda majoririi si minordrii utilizd@nd dubla
inegalitates: . a-1<[al<a (3.2)
cu ajutorul cireia se incadreazé functia ( sirul ) a carei limita
trebuie calculati i{ntre doul funciii ( sgiruri ) care nu mai

contin partea itreaga.

2o

Utiliz3nd acest procedeu cind este vorba de functii,  de cele
mai multe ori limita rnu sz obtine direct, ci cu ajutorul

limitelor laterale.

L X7+ 2x 5
Exemplu. pentru calculul limitei: 1lim > 3
] 7 ->=-2 X - % — &

procedam astfel:
(a) Utilizim inegalitiatile (2.2) pentru a obtine expresii ce

nu contin partea intrega:

. b -1 < - b < . 3
- - &8 w'—- x - & x- % - &

(b)) Pentru a obtine functia a cirei limitd se cere, amplifi-

2

+ 2 .
cam inegalititile precedente cu X > % » tindnd cont ca:
x2+ 2x
- la stanga luir -2 avem: -——s—— > 0, deci:

0



-x — &
¢ X%+ 2x 5
7 xz— X — 6
xz-l- 2%
— la dreapta lui -2 avem: —5 < -0, deci:
X2+ 2x - 3 x2+ 2x S ’
7 2 -1 > 7 2 ’
X - x -6 X - x — 6
3 x*+ 2x . 3
7

x- x - &
~ () Treca@nd la limiti in aceste inegalititi (metoda msajoria-

rii si minorarii), obtinem limita la st3nga: ls(-—2) = 2— si 1li-

7
mita la dreapta: ! (-2} = -g— deci 1t = _?_
4 7’ 7 °

(B) Daci nu se poa‘te utiliza dubla inegalitate (3.2),

-

pentru xl_:;:g f(x), cu n € Z, se calculeazi direct limitele latera-

le, tinand cont de faptul ca:

- dacid x. n cu x < n, atunci [x]1 = n - 1.

- dacd x >n cu x > n, atunci [x] = n.
Exemplu. Pentru }’_i,g'(- 17 /7(x - 1) nu putem folosi (3.2)
devarece expresiile ce se obtin pentru calculul limitelor laterale

nu au aceeasi limitia.De aceea utiiizém faptul cad la stanga lui 1

avem [x] = O, iar la dreapta lui 1 avem [x] = i,deci:
£x3
’ . (—1) . . 1 = —
la(l) = xl_g.? ®» =1 - xl-ﬂ' x - 1 e
x<1 x<1
tx) .
. {(-1) - . -1 -
Lg(1) = U ——7 = U x=3x°~ ™
x>1 x> 1

Rezulti ! = o

{C) Daci x > putem inlocui [%] tind@nd cont ci pentru

x € [m,m+l), avem: [x]) =m ( evident, x >0 implicd m —>o ).
‘ 1‘ -ty
Exemplw: 1im [ 1+ 3 ]
‘ X ->c0 (xl+(—-1)

{1



Variabila x care tinde la infinit este sigur intre doui numere

intregi consecutive: m =< x = m + 1, deci:

(e%9)
1 a1 1 {x3+—1)
[1 ! = 1o+ ‘ tx]) <
, Ex3+(-1)
1 m+l
BEREE - ) s
m m+1
1im[1+——1‘—-—) = 1im[1+—1—] = e
m + 1 m
m->0 m ->00
EXERCITII:
2
I. 1. 13‘3 x—ix-b . 8
x X'- 8% + 15

2 2
2. 1lim X 9»(4-8{»; I + 2 }

x > xie ox o+ 1 | xT- 12x + 32

3. lim [———:?-——]tg X
x —>e sin ¥

X.[3sin x+cosx]

D
' L oad
Vi
oS

sin %

R Sx + 3 3
S- x1—§3 {5in 2% ] tg 2

6. lim x"'[ 1 ]
X ~->0 2
n

IT. 1. -1im X1 * [2%:1 + ... *+ [n%x]
3

n ->co [ 4]

[x] + [3%x] + [52%] + ... + [(2n—1)%x]

2. 1lim
3
N -0 n
k k
3. 1im [%] +# [2 %] + cc. + [Nn %]
k+t
n -> n
. [x1-1' + [2x)-2!' + ... +[nx])-n!

4. lim n + 1)°

n ->0
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8. UTILIZAREA DEFINITIEI DERIVATEI. Dupd cum se stie, deri-

vata unei functii este:

gi{x) - g(xo)
9 (xo) = x{gg X o~ X ,(3'0)
o )

dacd aceastd limiti existi si este finiti. Ea poate fi utilizati 1la

(A) fnlaturarea nedeterminarilor -g— pentru limite

de functii ce pot fi scrise sub forma:
g(x) = gix))

lim .
x <>% X — %
o o

% fiind un punct in care g este derivabili.

x a
a — a

: = %
Exemplu. i{@a——:rtrzr . Observam ci not3nd gfx) = a , avem
gta) = a® si limita devine:

ag({») — .g(a)
X ->a X — a

-Aceastid limitd are valocarea g’ (a) decarece g
este o functie derivabilld in a. |

Am redus astfel calculul limjitei date la calculul valorii
g (a), calcul ce se poate face deriva@nd pe é :
g'(x) = a*ln a s deci g’(a) = a%ln é = 1.

Observatie: "~ aceasti metodid poate fi utlizata astfelz‘“fie
g{x) = a’. Avem g (%) = a*ln a, g’ (a) = a%ln a = 1. Nu recomandam
ins3d la examen acest mod sintetic de‘redactare a rezolvarii deoca-—
ece 21 roate induce in erocare pe examinatori. De aceeé detalirea:
"Observam cA notid gi(x) = ..., éveh g{a) = ... si limta devi-
ne .... = g'(a) deoarece g este derivabili in a .... " este mult
mai indicata. |

(B) Calculul limitelor de siruri, prin intermediul unor
" functii atagate. Functia atasata sirului, de data aceasta, nu se
obtine prin inlocuirea lui n cu x, 1n_expresia'1ui'an decarece pén-
tru ¥ ——— ® nu putem calcula derivata,ci prin inlocuirea lui

n cu’~%% ( ceea ce duce la calculul derivatei in zero).
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o W

N
Exemplw. Pentru 1lim n(¥ 2 - 1) , consider3dm functia

N =>0

fix) = _21__;__1_ obtinuti prin inlocuirea lui n cu —)17- in expresia

lui an . Calculim l'ign f({») . Pentru aceasta observam . ci notind
X ->0 .
gi{x} — g(0)
®x — O

gi{x) = 2" avem g(G) = 1 "si limita devine: 1lim
x >0

= g’ (0) decarece g este o funciie derivabill in zero. Avem:

g (x) = 2%1n 2, deci g’ (0) = 1n 2 .Atunci conform criteriului cu
giruri ootinem lim a = 1ln 2.
n-=>00 2]
EXERCITII:
I. 1. lim -—————-—'i_"ll 2. lim 220X
x ->4 x ->0
' . Yy 2
in » sin X = /55—
3. 1lim 4, 1im
xses X710 - x - — x - -
: < 4
.on .
arctg % - v . sin x -
5. 1iim 6. 1lim
, 14 T
x ->1 v — 1 . X =) — X o~ -
4 4
: sin r';:os X - -1'—
7. 1lim gos x + 1 8. 1lim : 2
X — T T
X >0 R =) —— - K =~ e——
i 4 4

II. Pentru a > 0 s3 se calculeze:

\\,
x a b4 [= 3
,.ax _ aa ax _ ax
1, 1lim 2. lim
. X — a X — a
X ->a X ->a
g x tg a tg % tg a
. X -~ ¥ . X - X kn
3. 1lim 4, 1lim , ar ——
X - a : . . 2
X ->a x ->a sin bx — sin ba
b 4 b 4 x 1 Xz Xz
. a + b +c »* . a - b
3. 1lim [ ] 6. lim
3 x X 2
X ->0 X ->0 (a - b )
log x - log x
. -3 1 a
7. lim
x ->0 X — a
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Raspuns:

4. tmpirtim $i numiritorul s$i numitorul cu x - a.
III. S4 se arate ci nu putem utiliza definitia derivatei pentru

;alculul limitelor:

- . 1 2-arcsin x

. ¥ x -'cos x — 1
i. 1lim - 2. iim —————-1ln
X ~>0 b x ->1 2 24
%>0 x>14 x = 1

b}
n
Iv. 1. limn(Ye - 1) 2. 1im Y21
nee - now 3y

3. 1im/n(1’n a, +nv‘a2 —2)

n ~>o

4. lim.n( ; a + ; a, * ... ¢ ; a, - k )

n ->0
n n L
24 a - 24 a,
9. 1lim . Cu 31,52 > 0 .
n ->co 2
n n n N
6. lim : - sCU 3 .8, oo ,ak>0
. n->co 13
n
n(¥Yn -1 )
7. 1lim
n > Inn
Faspunsurt:
‘ 2¢ -1
2. Consideram functia: f(x) = —— obtinuta inlocuind in
3 -1
ekpresia sirului a_ pe n cu -é—. Caleculs  1im f(x). Pentru a utili-
x >0 ‘

za definitia derivatei, impirtim si numiritorul si numitqrul cu X,

deci:
2% - 1
f{x) = - X
3 -1
%



Observim ci notind g(x) = 2%, avem g(0) = 1 si limita de la nu-

g(») - g(0)
o

miritor devine: lim
% =>0

= g’'(%) decarece g este deri-
vabild 1in zero.

g'(x) = 2¥1n 2, deci confors criteriului cu giruri ls= g'(0) = 1n 2

Analog, notand h(xi = 3x, limita de la numitor devine:

h(x) - h{0)
x

lim = h'(0) decarece h este derivabilli in zero.
x ->0 _
h'(x) = 3*1n 3 deci, conform criteriului cu siruri, lz= h'(0) =

_ . - An 2
= 1n 3, i1ar 1 _ln—g—-

S. Limita contine o nedeterminare de forma laﬂ deci aplicam mai

intii metoda 4:

. n n
ol n n n
a, * 22 a2 * 22
. 1+ 24 24 _
2

s

lim — = 1lim 1 =
n ->co 2 n >

2 ) n- 5
n n
n/ai + n/az -2 /a1+ /oz- 2
+
! 2

= 1lim =
n-o |
ﬁ/a + ﬁ/a - 2
: 1 2
lim n
_ n-> 2
Considerim acum functia f(x) = -%—( a: + a: ~ 2 ) obtinuta in- )

- locuind pe n cu %% in expresia de mai sus Calculim 1lim f(x). Pentru
’ % ->0 :

aceasta, observim cid notind g(x) = a:.+ a: avem g{(0) = 2 gi 1li-

g{x) - g(9Q)

mita se poate scrie: 1lim =

X ->0

= g’ (0) decarece g este

derivabili in zero.
. = 2% x . . - .
Acum g’ (%} atln a + azln a, s deci g’ (0} in a, + 1n a, .

Conform riteriului cu siruri:
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1im n( :/a‘ + :/az -2 ) = In(aa), iar limita initiala
n =->©

este at- a . .

9. UTILIZAREA TEOREMEI LUI L’HOSPITAL.
Teorema. ¢1'Hospital ( 1661 - 1704 )) Dacid functiile f si g
indeplinesc conditiile:
1. sint continue pe [a,b] si derivabile pe (a,b)\{ Xq 3
2. f(xo) = g(xo) = 0

3. g’ nu se anuleazid intr-o vecinitate a lui X

4, existad lim -Iviﬁl— = a finit sau infinit
g’ (%)
X => R
Atunci existi 1lim -jiﬁl— = A .
- X => % g(x)

Aceasti teoremid se poate utiliza la :

(A) Calculul laimitelor de forma: lim -I%é%— cdnd acestea con-
: x>x_ 30 ,
. . . 0 @
tin o nedeterminare de forma 5 sau — -

(B} Calculul limitelor de forma 1lim f(x)-g{x) cand acestea
' X =3 X

contin o nedeterminare o« 0.

Aceasti nedeterminare poate fi adusid la forma.(ﬁ) astfel:

lim f(x)-g(x}) = 1lim ——Qi%il—- (nedeterminare de forma -%} )
X ->x X ->%
: o g(x)
. . g{x) . o
1im f(x)-g(x) = lim T ( nedeterminare de forma N )
x->x° x—)x0 ()
Observatie: uneori este esential daci scriem nedeterminarea %}
(=)
sau, —.
[o=)
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2
. b x
Exemplu: lim 2 ‘e
X ->0 X -1
—1 e —
. —_— 2
- . h xz . 2 * .. O
Dac3 scriem lim -——Ef-e = lim Py (nedeterminare -5—)
x >0 F RS X § b4
-1
. = -1
“ .,  _ % —
R x
w
si derivam, obtinem: { = lim = 1im (nede-—
X ~>0 Z% x =50 b3
terminare 2= forma -é— =

gradul mumitsrzlul mai mare)

w -
— *
-4 2
N x" N ?é‘ . -
N @ —_—a = I/ e S O kil inem = .
11 lim - st derivam, obt t Q
x >0 X x >0 =
2
x
e
(C) Calculul limitelor de forma lim { f(x) - g(x) ) s cu
X -7 %X
nedeterminare o — o«

F{x} San

Aceasti nedeterminare noate fi adusa la forma (B) dand factor
comun foriat pe g{xnl.

Avem, de exemplus

X =>X

1im (f(x} - g(:x) ) = 1lim f(x)-( 1 -

gin) .
'?%;7- )} si cum
X =->=
K ——dR
fix) > oo distingem doud cazuri:
- ; , - gix) = o g(x) ~
daca lim % 00 ] a = ¢ { adica o0 ™ tinde
® —2>
o
la 1 ), avem: 1lizm { f{») - gix} } = x'a = co'Sgn a = * @
X ->x%
o
_ . (=) _
daca ”%}m 00 b R
i z“'!c;

nedeterminarea este de forma

(B).

i
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(D) Cq}culul limitelor de forma 1im f(x)g“’
X ->X

+» Cu nedeter-—
o

minari 1, 0° , = .

Aceste nedeterminari pot fi aduse la forma (L) utiliz3nd

1ogaA -
formula: A= a care pentru a = e , de exemplu,
devine:? A= eln A s deci:
3% in f(x)gm) i%gxog‘X)-ln oo
lim f(x)gx = lim e = e
x—>x° X ->X

Ultima limiti contine o nedeterminare de forma (C).

Pentru siruri aceasti metodi se aplicd numai prin intermediul
uneia din cele doui fuﬁcgii atasate sirului ( obtinute prin inlo-
cuirea lui n cu x sau prin inlocuirea lui n cu -%— in expresia lui
a_ ). Conform criteriului cu sgiruri rezultid ci limita sirului este
egald cu limita funcg;ei atasate.

Atentie: inlocuind pe n cu x calculam limita la © , 1iar inlo-

cuind pe n cu -%—calculém limita in O.

EXERCITII:

I. Calculati:

1. 1lim = : 2. 1im ——e—— , dacid a > 1
k
x ->0 In(l + x) x > - %
i ¢ un polinom creste mai repede

. la infinit decdt un logaritm »

ax -2ax . log x
e g

3. lim 2~ = w , daca a> 1 4. lim [ r - 2 ]
% ->00 xk x =>4 in x x — 1

( un polinom creste mai incet la

infinit decat o exponentiala

5. 1im 1ln(1l + sinx)-ctg In2(1 + x)
x =->0
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x — tg % ’ a™ X - x
6. lim —— 8 X 7. lim —m——
® = s1in X

X ->0 . ®->1 In ¥

12}
8. lim_ ( sin X )tg * 9. lim n-( Ye -1 ) i

X -y — ) N ->c
2
. . . i .
1G. lim n-51n=;— 11, 1lim
n ~->c0 ) n =->cd e
i
3 n 3 "
12. lim [ n + 2 ;
n -> s

II. Aritati c3d nu se poate aplica regula lui I'Hosbital pentru:

2 . 3
X osin g X — sin x
1. lim —————— 2. iim ———————
sin A X + cos ¥
X ->0 x >
Raspuns:
2. 1 . , .
1. Pentru f(x) = x sin — §i, g{x} = sin x avem:
. i Y 1
f,(x) _ LX'SlnT - CDS—;{-—
lim T =  1lim - - nu existi, deci nu

X ->0 % =>0 cos X
este indepliniti conditia 4. din teoremd. Totusi limita poate fi

2 . 1
¥ 51n-;— 1
calculati observiasd ci: i ——m ———————- = 1lim -;I;—:-'x-sin-;— =
x >0 sin X >0 8

1C. UTILIZAREA CRITERIULUI CU SIRURI ¢ CRITERIUL HEINE O

Enuntul criteriului:

i = 1} L= 3 i H
1im f(x) = 1 < [ v ( X )nem cu proprietitile

X ->X

b) x D rezulti lim f(x ) = ]
n3w n
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Observatie: dacad x, = @ conditia c) nu mai are sens.

Acest criteriu nu poate fi folosit pentru inliturarea nedetermi-

nirilor deocarece sirul ( X ) g 9in enunt este carecare,deci modifi-
cand sirurile,(un numadr infinit de giruri) nu putem inlitura nede-

terminarea.Totusi, criteriul poate fi folosit l1a

(A) Calculul limitelor ce nu comt in nedetermindri.

Exemplu: Si se arate, utilizand criteriul cu siruri, ca:

Lim 3X 5 _ 11

2% +° 3 7
x =>2

Rezoluagre: Cad trebuie aritat ci:

>
b) x e R\{
n

c) x = 2
n

A4 ( x ) N * M proprietaﬁile: a) x_

2
]
T

. 11
> 1im f(xn) = -5

n =->C0

cby tie ( X ) o Un §ir oarecare cu proprietf*
tile a),b),c)

Ced) in 1lim f(”ﬁ) utilizim proprietitile opﬁrn—.

n ->

tiilor cu limite de siruri pentru a pune in evidentd - 1im LI
, n <>

(. este posibil deocarece nu existi nedeterminiri ), apoi utilizin

faptul ci 1lim x = X '8

o
n ->c0 . .
3-x + 3 nljg € 3x + 5 ' l'f'iisoxh +5
1im = . - . -
now 2% S lim ( 2x + 3 )  2-kim x_+ 3
: n->m n o n ->e
3-2+5 _ 11 :
2+ 7

(B) Pentru a arita ci o functie nu are limitd intr-un

punct. 1n acest scop putem proceda astfel:

1,- gisim dould siruri: ( X )né‘ $i (yn )"d‘ cu propri‘. |

etatile a),b),c) si astfel incit:
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lim f(xn) = 1im fT(v )
N =G n ->0 n

sSaus

23. gisim un singur $ir cu proprietitile a),b).:c) si astfel

incat lim f(xﬁ) nu existai.
n =>CO
Exemplu: nu exista lim sin x
x -y
3 = " = .E._
ia' fie xn 2nnt $1 Y, 2nr + = . Avems
a) x > o Y. > . @
&) X sY € R
si lim f(x ) = 1lim sin 2nz = 0 ,
n -> n n ->co
lim f(y ) = lim sin( 2nm + —) = 1.
n->co n n ->

Deci limita nu exista.

2 . fie x = -—-——. Avem:
B n 2

a) ® > oo
n

by 2 e R
™ ) .

si lim sin-ﬂg— nu exista.
n =5

(C) Criteriul cu siruri se poate utiliza in calculul limitelor

de siruri astfel:
Ccad fie f(x) functia atasata sirului, prin inlocuirea, de
exemplu, a lui n cu X in expresia lui an (sau a lui n cu -é— dar

atunci calculim lim f(x) )

x >0
cb> calculam lim f(x) =t (rspectiv lggof(x)).
X => n
Ced conform criteriului cu siruri  lim f(x) = 1 inseamna:

pentru orice sir ()&y)nem cu proprietatile: a) X

‘BY % e D
R ™

> o

avem 1lim f(x )} = 1.
n ->C0 n

Obaservam ci sirul x = n indeplineste conditiile a) si b} si
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in plus, pentru acest sir avem: f(xn} =a , deci lim a =
: n ->

lim f(n) = 1.

n ->co

EXERCITII:

I. Utiliz&nd criteriul cu gsiruri si se calculeze:

1. 1lim -£5::¥EL. ' 2. lim ( Y Zx + 2 - arctg x )

x->2 22X -3 X =>4
3
3. lim_ (ctg x + x ) 4. 1lim ¥ cos x
x_>‘? x =>0

S. 1lim ¥ 3%+ 9
£ 53

IT. Aratati ciA nu exista:

1. 1lim cos x - : 2. lim tg »
X ->co «w ->
- . st X . .2
3. lim e 4, 1lim ¥ 1 + 8in"x
X =>C0 X =

. 2'3in % + cos ¥

5. = . im -

‘llm <+ cos 5 & lim ( X [x3] )
X =->0 X =>QD

7. Daci f are limitd la stanga (dreapta) in * s atunci:

. 1 , . . 1
la(xo) = lim f(xo 7;—) {respectiv ld(xo) = 1lim f(xo + 'E-)'
n ->co ) n->co

{ Manual cls XI )

8. Daca lim f(x) =1 , atunc:t 1lim f(n) =1 , dar nu si
, n —500 n =

reciproc.

2. Nu existX 1lim f{x) dacA f : D
X ->c0 : :

> R este o functie

periodici neconstanti. Consecinte: nu existi 1lim sin x ,
' X =>o0

lim cos x , lim tg » , l1im ctg x .
n => n =>cO X =>C0

Raspuns: 9. Acest exercitiu este generalizarea exercitiilor

1.- 6. . Pentru rezolvare, explicitim ipoteza:
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- f - periodica <=> 3T>0 Vxeb, fix + T) = f(x)
- ¥+ - neconstantd <=> 3 a,b e f(a) = f(b)
Utilizim acum metoda 1’. Sirurile x = a + nT , Y= b +nT
indeplinesc chdigiile a) si"b), iar:

lim f(xn) = lim f(a + nT) = lim f(a) = f(a)

n -> n - n ->c
lim f(y ) = 1lim f(b + nT) = 1lim f{(b) = f(b)
n ->c0 n n > _ n ->

III. Si se determine punctele in care au limitd functiile:
ft ,49, f-g ; gof pentrus

{ %2 x e @ 2% + 3 x € @

1. f(x) = 2 x & R\@ g(x) = { Ix + 1 x € R\@
- ) n .
{ sin x x &« @ ‘ { = x e Q
2. f(x) = - glx) =
cqé X x € R\Q _.%% x &« R\@
s —
3. ) =4 o, < Rr\@ 9(x) =¥ 1 x eR\@

Raspuns: 1. fie % € D = R carecare. Studiem daci f are limiti
in %e Pentru aceasta observam ci esta eseﬂ;;al daca ( x_ ) N
este rational sau irational. Considerim mai intai situatia cand
sirul ( *x_ ) ) ©ste format doar din puncte rationale Fsau doar

doar din puncte ifagionale).

Fie ( X ) n Un _sir de puncte rationale cu proprietitile a),
b),c).Avem: lim f(x ) = lim x2 = x> .

n => n =>@

>.Fie ( Y, )‘ n Un_Sir de puncte;irq}ionaié cu proprietitile a),

b),c).Avem: lim fi{y ) = 1lia 2 = 2.Deci functia nu are limitd in
n->m n n ->co

orice punct X, pentru care x: * 2,adicd X # 22 .Pentru X = 2

consideriam un sir ocarecare (x ) cu proprietitile a),b),c).El
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se descompune in doua subsiruri:(xr")nEN format doar cu terméni‘

rationali si (x’ )nEN doar cu termeni irationali.Decarece
n

. . 4 32 - — .2 . . cey = %3 =
lim f(x') = lim (x') (v2 ) f 2 $i lim f(x'°) = lim 2 = 2,

deducem ci lim _f(x) = 2.Analog pentru x = —-72 .
‘%X -rfz

METODE SPECIFICE PENTRU SIRURI

11. ORICE SIR MONOTON SI MARGINIT ESTE CONVERGENT. iAplicarea
acestei metode revine la studiul monotoniei si miarginirii, iar
pentru determinarea limitei. se trece la limiti in rela;ia de recu—
rentd a sirului respectiv. Dacad initial nu este datd o astfel de

relatie, ea se poate obtine la studiul monctoniei.

E _ n!
xemplu: a = -;;r

Ca> Pentru studiul monotoniei s$i marginirii nu putem aplita

!

metoda functiei atasate ([ f(x) = ?—;- nu are sens ). Utilizam

metoda raportului ( incepem cu studiul monotoniei deocarece

(1) daci sirul este monoton, cel putin jumitate din problema mir-—
girii este rezolvati, dupid cum s—a mai aritat; (2) daca siful nu
este monoton nu putem aplica qetoda deci nu mai studiem margini-
rea. |

Avem deci:

(n + 1)! -
T N CIR N Vi W - [ :1.]" > Lo
an n‘; (n~+ 1)“ n n—><0 e
n

Deci sirul este descrescator.

¢b> Marginirea . Fiind descrescitor si cu terméni pozitivi
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sirul este mirginit intre 0 si at. Exista deci 1t = 1im ah.

» n ->e
Cc> Pentru calculul lui ! observam ci la studiul monotoniei
obtinut relatia de recurenta:
an-ﬁ-z n n n n
ah =[n+1] => an*s=an[n+1]
Trec@nd la limitd {n aceasti =sgalitate obtinem:
p=1- 1 <= 1=o.
e
EXERCITII:
n
1. a= 2 >
" oqnY)
4 . » —
2. a= 1:3-5-...°(2Zn ~ 1)
X" -nt
3. a= 1/5 +’i(2 + ... + ¥ Z - n radicali
2 7 nt - 2 n + 2
4 af[‘z—r“‘s—e'*---*'“ﬁ?—"]*—“n‘r—’ nz2
3 7 7 7 '
3. an"[ is ~ 8is T Thht & (n+ D) ]*' 7n
jal
6. a= 2 zm.: 3
n X =1 S
7. a= + + L & .+ 1 unde ( b ) .., ilndeplineste
n Vb‘ bz ' bn * n /neN

conditiile: a) limb=wo , b) b {b -b ) = 1.
n ba) . n+t n

n ->c0
8. a= 1 . 1 ...+ 1
A} Y2 ¥Yn
?. a= kl + kl + ... * kl
N
Y1 v 2 .7 n
Raspunsurt:
3. Se observa relatia de recursntid: a = 2+ a .

i+l n
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a) Monctonia: a - a= f/é + a — & . Pentru a compara acea-
ettt n+4 » ™ n
sta diferenti cu zero, facem o alegere, de exemplu a_ = a s pe

n+d

care o transformam prin echivalenie:

a =2z a = 2+ a Z a {m> 224+ a Za <{=>
n+ri N tal n kal

a: - a - 2 £ 0 3 - x =2 =0 => x= -1, x =2

Deci a 2 a <=3 a e (-1 , 2).

Am ajuns astfel la concluzia cid girul este crescitor dacia si

numali dacid este maArginit intre -1 $i 2. Avem, evident an> o > -1

deci mai trebuie aritat cid ah< 2. Aceastid inegalitate o demons-—

tram prin inductie:

Verificare: P(1): a<2 <K=> Y2 < 2 {( adevarat ).

P(n) => P(n + 1k

P{(n + 1): a =X 2 <£=> 2+ a 2 <=> 2+ an < 4 <=>

£=> a = 2.
n ‘

Deci am demonstrat monotonia si mirginirea. Exista deci

! = 1lim a . Pentru determinarea lui [ trecem la limitd in relatia
n

n ~>C0
%

de'recurengé .(de data aceasta o astfel de relatie este datid ini-

tial):
[ SRS
a = 2+ a =>» 1lim a = 1lim 2+ a => 1 = 2+ 1
N+l N N+t ™n
n ->co g} -)0? )
=> lz= 2+1!1 => 1l =-1 sau 1 =2 . Cum ! = -1 este imposi-—

bil, deocarece an> 0, deducem 1l = 2 .

é. Descompunem fractia _Zﬁ_%_é_ intr—o diferenti de termeni
2
consecutiviz »
2k : 3 . Ak : B , Ck : D (3.48)
5 _ S S
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Pentru Hetnrminarea celor patru parametri:

a) utilizém‘mefoda identificirii si

b) punem conditia ca termenii din membrul drept in (3.4) si fie
consecutivi.

a) 2k + 3 = 5Ak + 3B - Ck - D <=>

<=> 2k + 3 =K(3A -C) + 58 - D

B) numitorii sint consecutiQi, deci punem cbndi;ia ca $i numari-
torii si fie in aéeeasi relatie de consecutivitates numitorul pri-
mei fractii se oﬁpine din numitorul celei de—a doua prin inlocuirea
lui kK cu k-1, deci s$i i{tre numiritori trebuie si avem aceeasi rela-
-;ie: | -

Ak + B=C(k -1) + D
= Ak + B =Ck+ (D~ C)
Am obginug‘agtfel sistemul:s |

5A - C =2

SB - D = 3
A=C
B=D-C
. S -3 1
cu solutia: A =C = 5 B = 5 , D= 5
Rezulta:
. 1, _ 3 1 1
a=§2k+3= z¢" g T E ).
S sk k= _Sk-‘ s5*
1 3 1 1 ’
=k - ; —_—k *+ :
- 21 Z k_if -5 = ' [+, 2, 2,
&y skt k& s : 5.8 s*.@
_l__n'—_:'.’. ) 1""’1
s 2 8 S _ . ? . . 2 B -
- N 3-8 s*.8 s"
.. -
= L - 2 8 rin urmare lim a = i
8 n. + P n 8 °
S n->o
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1 1 1
- il 4 -
7 Avem 5 - B 5 .
n n+l 12
decti a Z (b-b) + (b-b ) + ... + (b -bB)=0b - b —> co.
n 2 1 3 2 N+ n n+4 1

8. Se aplica concluzia de la 7.

II. Studiati convergenta sirurilor definite prin:

S-a+ 3
N
1. a = ——e——— , cu a_ dat.
N+l a [o)
n+ 41
2
2. X =x-2-% + 2, cux dat.
n+d ™ n 1
¥ n
3. X =z —_— cu x1> 0 dat.

4. a = -i--[ a + « ] s Cu a > 0 dat.
n 2 n-1 a o
n-1 .
I n-1
S. a = S 5 s, cu x e [0, 1]
2-a-x ) . .
&, R T ——————— , cu a,%_ > 0 dati.
n a + x ] ¥
n-1
n+t

r —xz
7. a= J e dx.

Indicatii:

4. s$ir cu termeni pozitivi ( inductie } si descrescitor.

. 1 - .
<o st | a, | < > - Fie

1$ si 1z limitele subsirurilor de indice par si impar. Se arata

S. - a >0 ,

a ' a
2k+2 2k azk+3 2k+4

12. UTILIZAREA LEMELOR CESARD - STOLZ SI RIZZOLI

Lemd: { Cesaro - Stolz ) Fie ( a ) un s$ir ocarecare si
—_= , n /7 neN

( Bh )nem un sir strict crescitor, avand limita infinit.
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Daci existi lim - D=y
n ->c ﬁm—k - ﬁn
[» 3
atunci lim ——— = l.
n -> ﬁh

Aceasti lemi se poate utiliza la calculul

ce pot fi puse sub formid de fractie:
(>3

£

~ finitA sau infiniti,

limitelor de siruri

lim 7§L (3.5)
n > n
si a limitelor de forma:
an+1 -
1im 7?——f77§L — in ipotezda cA aceasti limitd exista
n ->C0 n+1 n
si ( B )nem este strict monoton.
CONSECINTE:
an+1
(A) Daca 1lim =1 , atunci 1im fa =1 .
n ->c 2] n ->o n
iIn a
. n
n lim
n . in an n ->co n
intr-adevar, 1lim a = lim e = e =
n ->o n n ->c0
In a s ln a a ., a ..
lim ik : lim 1n —— in lim DY
n > n+1—-n n > n—>o a
= eln - L.
Exemplu: 1im /n =1, deocarece pentru a=n , avem:
n ->co n
a +1
lim = 1.
n ~>co k2]
(B) Limitele mediilor aritmetici, geometrica $1i armonicd a pri-

milor n termeni ai unui sir ava@nd limita !, au valoarea tot 1:

+

a
N

a+ a+
1 2 _

lim
n ->co

1im
n =>co

n
a
n 1
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= lim n = lim a
: n

1 . 1 .1
n ->co —F —— . ¥ — n ->
i a a a

.1 2 . n

Observatie: o varianti a lemei Cesaro - Stolz pentru cazul

> 0 a fost demonstrata de 1I. Rizzbli

cind a s ﬁn

- [ Gazeta Mat. Nr. 10—11412, 1992, p. 281-284 ]:

Lemi.] ¢Z. Rizzoli) Daci '( a ) N (J%‘)nem sunt doui siruri

de numere reale care indeplinesc conditiile:

(1) Yim a= 0O ; lim ﬁ%= O
n =>co n n ->oo
(ii) sirul ( N )nem este strict monoton ( cres-—

citor sau descrescitor )

-
(iii) exists 1 = 1lim ——— ﬁ"
’ n ->o n+i n
a .
Atunci 1lim F'l- =1 .
‘n ->c0 n !
EXERCITII: -
¥
I 1. a-= inn’ !
™ 2
g}
2. a= L% 24 ...+
n 3
n
- 1P+ 2P+ ... + n°
Da a = T3
n np
P P _ P
4. a= 1P+ 3P+ ... +*§2n 1) ,
n nP
P, Py e nP
5. anz 1 2 bl n -— .n_.
AP )
™
2(4k - 1)P —
6. a = k=1 1
.n np
5 a = 1T + 35+ ... +(2n -1)(2n + 1)
" n 2

n-
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12 eeek + 23 cu-(k#1) + ouu + (n-k+1)-(N—K+2) ov.-n

- N (n+1)(n+2) - e = (2n)
n n!

ym
y- a = S{ 1+__‘___ —1]
" me+ %
k=1 n

(Ind.: amplificare cu conjugata,metoda majorarii si
minorarii,lema Cesaro—-Stolz).

>

3. Fie X o 1n(1/+ xn) s X > 0. Utiliz3nd lema Cesaro-Stol:z

si se arate caA 1lim n~xn= 2 .
n >

(Ind.: nx. = 2 )
. tal

L
X

5

n

III. Calculati limitele urmidtoarelor siruri in ipoteza ci ele

existi:

N+l n
1. Ln= Y (n+ 1) + v¥n! { sirul Lalescu )

_ne1/(n * 2)(n + 3) ... (2n + 2)

2- n (n + 1)¢
_nf/(n ¥ (n + 2) ... (2n)
nt
n 1 1
3. a=nPl = - [ 1 ¢+ — + L.n0e ¥ — ] stiind ci:
n b6 22 . nz
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lim 1+_].'_+_.__+i_ =_f_t_
D ~>® ﬂ2

4 a=nP sin 1 sin 2 + sin n
n n2+ 1 nz+ 2 n+n
pri P
S. a= 1P+ 2P+ __ . pP- 2D - n
n P 2
6. a = nP(1 + -%—— + -%——‘+ asw * %ﬁ— —lnn-¢c) unde p > 0

tnde p > 0 si ¢ este constanta lui Euler.

Raspunsuri:

1. Aplicim lema Cesarao - Stolz pentru a = Y(n+1)! si ﬁ; = n.

. = X n =" . . .
Avem \%ig ah/ ﬁn 1 n!/n 1/e si prin ipotezi rezulti

im
n3®

lim (anﬂ - an)/(ﬁwd - ﬁﬁ) = l,deci 1 = 1/e.

: _ 1 1 _ : _ 1
6. Consideriam a = 1+ - + .ea - In n c si ﬁn :;:.
a - & 1 - 1n n
Avem N+l “n _ n + 1 ha o+t =
ﬁn#i - ﬁn 1 - 1
(n + 1)P n®
P, P 1 n
_ n{n + 1) [ N+ 1 + 1n T 1 ] _
n® - {(n + 1)°F
p
" 7)) R et
n n + 1 - + . .
= - i3 $1 tinem cont ci
-np‘(c‘-l- —=cC +...]
P n p
1 n
+ 1ln ‘
lim 222 ol 5 ( se poate utiliza functia
n > —_— '
2
n
L
0 dacd p e (0, 1)
atagati) obtinem: 1 = —é— dacid p =1
@ dacid p > 1



3. UTILIZAREA TEOREMEI LUI LAGRANGE.

Tecremi: { Lagrange, (1736-1813) ). Daca f : [a,b] — R

este continui pe [a.bl si derivabili pe (a,b),

f(h) — f(a)

atunci: 3 c € (a,b) a.l. = f'(c) .
b - a

Aceasti teoremi se poate utiliza pentru:

CAY Calculul limitelor de siruri in care poate fi pusid in evi-

dentid o =xpresie de forma:

f{b) - f(a)
ea—— (3.6)

pentru functia atasata.

. ‘ 1 N+t 1 n
Exemplu: a =Y n [1 * 'E_?"I') - [1 * _5—]

Rezolvare: a)} punem in evidentd o expresie de forma (3.65 con—
1Y *
siderand f(x) = [1-+ 17] « T 2 [nyn+l] > s n e N .
B) aplicam tecrema lui Lagrange functiei T pe in—
. . _
tervalul [n,n+1] : I ce (n,ntl} fin+i) tn) _ f'{c ?.
: n +1 -n n
c} inlocuim in a expresia f(b) —- fla) cu
k2l b — a

1 )© 1 1
f'(c ). Dbtinem: a=7’n[1+-—]n- 1n(1+-—-]—-———
n v [ C i+ cn

n
d) utilizam inegalitatile: n < cn< n + 1 pentru a

obtine majorari ( minoriri ) convenabile. In cazul nostru, avem:

1 1 1 . 1 1 1

— —— e e & '

n + 1 < c < n deci n +2 1 +¢c ~ n+1

n n
Rezulti: _ . P
' 1 1% 1 1
a<vYn 1 + — inji + -——]'— —ee =
n cn n n + 2
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c
n . n-2z
=--—-'”{1+_.’;.} 1n[1+ —31'—) —1] —> 0-e0 = 0

n

(B) Calculul limitelor de siruri ce pot fi puse sub una din

formele:
1. an= F (1) + £°(2)Y + ... + £ (n)

. a=f(1) + £ (2) + ... + £ (n) — f(n),
B n

f fiind o functie cAreia i se poate aplica teorema lui Lagrange

pe intervalele: [n,n+1] , n e N .

Observatie: sgirurile de fTorma 23 sunt intotdeauna monctone sgi

marginite ( deci convergente ) dacid f este c funciie derivabila

pe R si astfel incit f si f° au monotonii diferite.

Demonstratie: pentru a face o alegere, s3 presupunsm cid T este

crescitoare si f° descrescatoare;
1. monotonia: a_ - a = [ (1) + £7(2) + ... + f'(n) - f(n+l) 1-
N+ ™ B

~ [ +701) + FU2) + ...+ £ {0y ~ () ] =

= £ (n+1) — { f(n+1) — f(n) )
2. aplicim tecrema lui Lagrange functiei ¥ pe intervalul

[n.n+1l :

3 cn € {(n , n+l) a.i. f{n+l) -~ f(n) = f'(:") (3.7}
n < cn{ n+1 => f'(n) > f‘(cn)_> f {(n+i} {(3.8)
deci a —a=Ff'(n+1r) — f'(c )y < 0 { f° — descrescldtoare } de
bar 2 § ™ ia}

unde deducem ci sirul este descrescator.

3. mArginirea: s$irul fiind descrescitcr, este marginit superior
de a - Mai trebuie gasiti o margine inferiocard. Pentru aceasta,

scriem (3.8) incepand de la n = 1 si obtinem astfel posibilita-
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tea de a mincra { majora ) sirul an=

n =1 1 < c‘< 2 => £ (1) > f'(ci) > £(2)

2 2 < t2< 3 => £ (2) > f‘(cz) > £(3)

=
]

n=3 3<c<a = £ (3) > e > 17 (4)

n =n n < cn< n + 1 => f'{n) > f'(cn) > £ {(n+1)
deci an= £ (1) + £°(2) +. ... + f'(n} - f(n) >
> f'(c)y + £ {c ) + ... + f'(c ) — f(n)
1 2 n

Obtinem un inlocuitor convenabil pentru suma:
. . ... +
f (c‘) + f (Cz) f (Cn)
Scriem relatia (3.7) incepdnd de la n = 1 $i adunam egalita-

tile obtinute:

n=1 3Jce(l, 2 £(2) - f(1) = f'(c)
n =2 3 Cze 2 , 3) (3 - f(2) = f'(Cz)
n=3 Fce (3, 8 f(a) - T(3) = f'(c)
n=n 3ce(n,n+1) f(n + 1) = f(n) = ' (c )

f(n + 1) — (1
= f'(ci) + f (cz) + ... + f‘(cn)
rezulta: as< f(n+ 1) - f(1) - f{n) < - (1) , prin urmare,

sirul este marginit inferior. Este deci convergent. Limita sa

este un numir intre - f(1)}) si a -

EXERCITII:
I. Utiliz3nd teorema lui Légrange, s se calculeze limitele

girurilor:
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2.

3.

4.

s.

n a
n +
nf-1n
n
nP

1
1+ 5+
1+L+L+
2% < Sall
S 1
Wb K- IN K
1 1
n+ 1 @ h+ 2
1 1
n+1 n + 2

-« + — = 1n n

L

[o
n

117

nP 1 _ 1
n? (n + 1)% )
N+t ™
a - a
P
sin — - sin 1
n + 1
1n n + 1
n
2 [ arctg n arctg(n + 1) ]
n
n n + 1 :

( limita acestui sir
s numeste constianta
lui Euler ¢ € (0,1

( sumele partiale ale seriei
x
. 1
armonice -
i
1

3%

i

( sumele partiale ale seriei
‘armonice generalizate »

H



[

> Foure A ———— — arctg n
n n + 1
Indicatie: 4. pentru a avea una din formele 1B sau 2B determi—

1 deci f'{x) = =

nam pe f t,lnﬁnd cont ci: f'(k) = —k_'-—l?—‘_(— . W

si f(x) = f ';TT%_Q'dx = 1n 1ln % . Aplicam pentru aceasti func-—

tie etapele din demonstratiile de la inceputul acestui paragraf.

I11. SA s2 arate ca:
1 1 1

1. 1998 < 1 + + .+ — ¢ 1999
v 2 Y3 10°
2 pgof -2 <1+ Lo+ L+ Ls —2 <20 -1
7 2 Y3 103
3. p E . [ak(p-i) 1 ] < 1+ 1 . 1 .+ 1 -

[t
[V
2

b +

3

Indicatie: 1. trebuie aritat ca:

1998 < £ (1) + £ (2) + ... f'(lOd) < 1999

pentru f(x) = f L oax =2y v .
¥ x

Seria armonica Seria 1 + -%— + -é—
-

1

+ ... t — + ... ae
n

numeste serie armonici deocarece are proprietatea: oricare trei

termeni consecutivi sunt in progresie armonici. intr—-adevar, daci

notim bn= -%% avem bn= . Mult timp s—a crezut

cA acaesti serie are o suma s finitid. In antichitate se ciuta
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obtinerea valorii aproximative a lui s, caiculﬁnd suma a cat mai
mulii termeni ai seriei. Astdzi se stie cd s = o ( seria armo—
nicd este divergentid ) . Mentionam c3teva din metodele cu care se
poate ariata acest lucru,metode care utilizeazi exercitii din manu-

alele de liceu,sau exercitii de nivelul celor de liceu:

i. Teorema lui bLagrange ( exercitiul I.2 )
. . 1 1 1 13
2. Inegalitatea: 1 + s + ... + T > >3

care se demonstreazi prin inductie in clasa X-a. Intr-—adevar,

daci s ar avea o valoare finita:

1 1 1
F e = L. P — L. =
1 =S 3 = s £ o
; = 1 1
atunci notand K = + — + ... am avea: a + R = s
n n + 1 n + 2 n n
$i decarece s = 1lim a_ , deducem lim Rn= 0.
h—)@n n -2
_ 1 1 1 1 .
Dar Rn— n+t 1 T mnEz Yot o3g 2n + 1 Te 7
N 1 .1 1 13
S m+ 1 P arsz Y-t o5 > =3

deci R nu tinde la zeroc. Asadar nici s nu este finit .
n

Al

L. . N 1 1 1 _
3. Utilizarea limitei 1im ( a—— + _—— + ... + Ty ]—ln 2
n ->C0
care se studiazid in clasa XII - a.
4. Utilizarea inegalitatii:
1 1 1 1 1 n + 1
SRR S SR - S > T -

5. Utilizarea definitiei integralei (sume Riemann) (vezi me-

toda t4,exercitiul II.) .
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14. SIRURI DATE PRIN RELATII DE RECURENTA.

CA) RECURENTA LINIARA

'1. Recurenta liniari de ordinul intii

Este de farma:

a = aa , cua dat
N+t n o

Expresia termenului genefal rezulti observind ca:

a =qga=q-a =...=q -a
net n n-4 (o]
. n+g
deci a =q a .
n+i [+
Exemplu: a - a = -i—-a cu a_dat. )
net n 10 “n ?* o

2. Recurenta liniari de ordin doi

Este de forma:
am‘= aa + ctzaﬁ_.1 s Cu a si a dati.

Pentru a gisi expresia termenului general in acest caz, ne
folosim de expresia termenului general de la recurenta de ordinul
int3i. Am vizut ci pentru aceasti recurentid avem: a = aoqh . Cau-—
tam si pentru recutenta de or&ihul doi termenul general de aceeasi
forma:
a= c-q . c\f}ind o constanti inci nedeterminata.

tnlocuind in relatia de recurentd, obtinem:

n+s -q

™ ™
= .a™+ .
q a-q @, q

de unde, impirtind cu q"d, obtinem ecuatia caracteristica:
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2 —
q a-q az-— o

Considerim urmitocarele cazuri:

a) A >0 ( ecuatia caracteristici are ridiacini reale si

distincte a, si q, )

In acest caz, neexistand motiv pentru a neglija una dintre ridi-

cini, modificam expresia lui a considerand-o de forma: -

=c -a” + ¢ .q"
A 2 9 2 2

$1 determinim constantele c1 si Cz astfel incE&t primii doi

termeni ai sirului si3 aiba valorile date initial.

Exemplu: a =a + a .cua=a=1 (sirul lui Fibonacczi,
N+l 2] n-1 O 1
Ecuatia caracteristici este: qz— g - 1 =90 cu radacinile:
i - Y 5 +
q= :L—ﬁy—iz- S q,= EL—f;——g— - Consider3nd a_ de forma:

e R

n 2 2
ao= 1
din sistemul: a=1 obtinem:
1
c = Y5 -~ 1 si c2= Y5 + 1
: 275 275
= n = N
deci a = i [i+—2_5] —[i_?_i] ,nzo_
R
. 1 + Y5 R . . e .
Observatie: q2= —— este cunoscut incd din antichitate

sub numele de numarul de gur. El este limita sirului:

a = f/; + V/l + .. + 71 {(n radicali} (se aplica metoda 11).
hal
Acest numdr se regiseste adeseori in naturi ( dispunerea crengi-

lor pe copaci, a frunzelor pe ramuri, proportii in corpul omenesc
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etc.(Pentru amanunte vezi de exemplu Matila Ghika: Esteticd st te-
oria artei.Editura stiintifica si enciclopedici,Bucuresti,1981).

b) A =0 ( ecuatia caracteristica are ridicini egale q1=q2 }

tn acest caz consideram an de forma:

a=c-q +n-c.-q
n "1 % 2 1

( adici an= q:-P‘(n) s Cu Pz_ polinom de gradul unu ).si deter—

«

minim pe €, si c, pundnd aceeasi conditie, ca primii doi termeni

i aiba valorile date initial.

1 . -
Exemplu: am2= aMi Tan - ae—— i a1 2 .
tuand a = c-qn obtinem ecuatia caracteristici:
n
qz_ q t -%5 =90 , «cu radicinile q1= q-= -%— -

Considerand:

a 1
din sistemul: { a=72 " obtinem: c=-4 , c= 6 , deci:

1
n b2l
2 n ->o

¢ A < O ( ecuatia caracteristici are riadicini camplexe )
Fie acestea: q,= ricos t + i-s8in t } i q,= r{icos t — 1-sin t )}

gl

n .
Avem: a = c a, + c,a, - dar pentru a folosi doar numere reale,
n

= - - . n . N .
se arati ci putem inlocui pe q‘ S$1 qz respectiv cu:

rn .. .n cn _ N
q q1 q2

+
™ . | 2 JE
———"— = r cos nt s$i - = = r sin nt
-

- . 2] N
Atunci putem scrie an= r( cicos nt +>c251n nt Jr.
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3. Recurentd liniard de ordin h (mai mare decat 2)

Este de forma:

a = a + o -a *+ L. XA
n+h 1 neh-1g 2 n+h-2 h n

cu primii h termeni dati.
Frocedd3nd ca la recurenta de cordin doi, combinim a"= c'qg s$i
punem conditia si fie satisficuti relatia de recurentd. Obtinem

ecuatia caracteristica:

Distingem urmitoarele cazuri:
a) daci ecuatia caracteristici are toate radacinile reale $i
distincte: a, qz/, aes 3 qh . vOom considera pe a de forma:
- N .

n

™ n
a=c-gq +cCq + ... *cC
qs 2q2 h

» 9
si determinim constantele ;:AL . 1 € 1,h , puna@8nd conditia ca primii

k termeni ai sirului si aibi valorile date initial.

b)) dacid o radacini, de exemplu q13 este multipli de ordin s,

.

) . ™ n n
= = L. = . - - + L ae .
( q q q9 }» inlocuim suma c‘ q1 + cz q2 + ca qa

din expresia lui a cu: c P {n) , P fiind un polinom de
n 1 s-1 s-1
grad s-1, ai cirui coeficienti se determinid punand conditia ca

primii s termeni s3 aibi valorile date initial.

c) dacid o radicini, de exemplu q,s este complexi, atunci s$i
conjugata ei este o radicinid a ecatiei caracteristice ( fie de

exemplu q_= a: ) . In acest caz inlocuim in expresia lui a suma:

cq" +c -qn cu:z
1 9y 2 2 i
tal - .
r{ cicos nt + c251n nt )

iar daci radicina q1 este multiplid de ordin s ( Q= Q.= a.. q‘ si
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q = q S he. = g 0=

9 )} inlocuim in
2s 1

ce contin ridicina complexd cu:

N . n
r( C1COS nt + czsxn nt ) + n-r { cacos

2-1 n
+n r

expresia lui a *termenii

n
nt + c‘sin nt ) + ...

C cos nt + ¢ sin nt ).
28-1 2%

EXERCITII:
I. Determinati expresia termenului general $i calculati limita
pentru:
3
1. a = a s Cu a_ dat
n+1 2 n
=
2. a = a "In ¥ . Cu a = a
n+1 2l
xX
3. a = a -a cu a = 1ln x
n+i n C
I-a -
N+ T
4. a = : = cua=1, a=2
n+2 ~ 2
5. a = 2-a - 2a 'cua=1, a=2
n+2 nNn+4 n 1 2
6. a = 7-a ~ 1b-a + 12-a s a=90, a=1, a= -1
n+3 n+2 n+1 n [s] 1 2
7. a = 3-a - Zra + a « a=1 a=6, a= 17
n+3 n+2 N+t ™ o 1 2
8. a + 2-a + 3%a +2-a +a =0
n+é "+3 n+2 N+ n
a=a=90, a=-1, a=20
o 1 2 3

II.

a =

recurenti:
? n+2

mitd $i s3 se calculeze limita.

2.
girurilor pentru care: ai= 1, a=2

caracteristice sunt:
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1. 54 se determine a astfel incdt sirul dat prin relatia de

s, a=2 s3 aibid 1i-

2

Scrieti relatiile de recurenti si termenii general:i a:

s lar radacinile ecuatiei



ad q::l,q:—_

1
b> q=9=1, qg-= 5

<) q =

d) q.-= 1 + i, qz= 1-1i,qgq=1

3. Fie a = A-a” o+ B'ﬁn s €4 a ,B,a, pelR si
A, B =0,|la]l # |3]|.S4 se determin a si 7 astfel ca :
&) sirul (xn) s3 fie cSnvergent;.

b} X = o

n -

88

i
-’

c) = - e o)

e lodi
X

83

1
> n

4. Fie a= A-a” + B.n.s3" s =21, cuA,B, a, ek .

A . B = 0.54% se determine o $i./3 astfel ca sirul si fie convergent.

(B} RECURENTA NELINIARA

1. Recurentid de forma a = a-a + 7.+ cu a dat
Lo n+s n o

Expresia termenului general se obtine observa@nd ci daci 1 este
radacind a ecuatiei 1 = «a-? + 2 ( obtinuta inlocuind pe aﬁ_u S$i
a, cu 1l in relatia de recurenti ) atunci sirul ( a -1 )néN

este o progresie geometrici.

1 2 + 1
Exemplu: a = = s am‘=
Din ecuatia ! = L ; 1 deducem 1 = 1 .

Atunci sirul ( ah~ 1 ) N este o progresie geometricai.
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Fie b= a -1 . Avem b= a-1=-=— , b=a-1=
n n 1 2 2 2
ai+ 1 i
==z "t "7 -
Ratia progresiei geometrice este deci: q = -%r - Obtinem:
_ -1 1 {1 nd 13"
b= b9 7[?] = [‘é‘] .

2. Recurenti de forma a_u= oara + fin)
X ™ n

{ ¥ fiind o funciie barecare )

Termenul general se giseste pe baza cobservatiei ca dac3
(‘b )nem este un sir care verific3 aceeasi relatie de recurenti,
n
atunci orice sir (a ) care verifici relatia dati este de
. n /nelN i

forma:

" .
a= ca + b . cu c=a—b
n n

in practiciA =e alege bn de forma:
h = f(n)
N
coeficientii lui f fiind nedeterminati. Acesti coeficienti se
determin3 punand conditia ca ( b_ ) si verifice relatia de
¥ n Z2nei ¥

recurenti. ~

Caz particular: recurenti de forma:

n
an+1— o an + 3 -Fn)

cu P polinom de grad s .

- . n 2 =
Exemplu: a_ = 3-a + 35 (n"+ 2n + 3 )} s a=1

Ciutim girul bn de forma: bn= 5“( u-n?+ von + w ) . Punem con-—
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ditia ca b_ )nem s4 verifice relatia de recurenti data:

=}

N+l

3-b + 5"( n+ 2n + 3 )
n
Obtinem:

sn-u( uln + 113+ vin + 1) + w ) = 3'5”(un2+ vn + w ) +

+5“(nz+2n+3)

Prin identificare rezulti: a = -%— s VvV = --%- s W= 2; »
. _ 21 . =P _ _

deci: b = - si a=>5 ( a-b ) + b =

_ 17 on  ong L 2 3 1 _ g 1 2 _ 3

aiai S G-l i D I A O S S

3. Recurenti de forma a = f( a )
: - n J —

( cu f:lfa.bl > R functie continud )

_Zgoremé: 1. Dacid functzia f:la.b] > R este continuid si
crescitoare pe [a,bl , atunci:

A > i
a) daca ai. ao »  Sirul ( an )nem este crescitor

b) daca a < a_ ., sirul ( a_ )nem este descrescitor

Linta sirului este un punct fix al lui ¥ , adicia o so-
tie a ecuatiei caracteristice f(x) = N

2. Dacid f este descrescitoare pe {a,bl] , atunci subsgi-
rurile de indice par respectiv impar ale 1lui ( a )nem

sint monotone si de monotonii diferite. Dacid aceste

doui subsiruri au limite, atunci acestea sunt egale.

2
2 + a
N

Exemplu: a= 10 , anué —-i_'—aT
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2 .
Avem f(x) = -2—%;i— 3 din tabelul de variatie deducem ci f

este descrescitoare pe GO « V2 ) $i crescitoare pe ( Yy z, aa.

Prin inductie se demonstreazi ca an> Y2 , si cum a= 3,1 < a
inseamnad ci sirul este descrescitar.
Mirginirea se poate deduce din proprietatea functiilor cantinue

definite pe intervale inchise $i mirginite de a fi marginite.

Ecuatia caracteristicid f(x) = x are radicinile x = * ¥ 2 ,

1,2
deci 1l =vy2 .

Caz particular: recurenta omografica:

a-a + 3
n -
a T —_—, cu a, dat

n+d
r-a + S
a-x + 3 < . . .
Avem: f(x) = ';TC‘:fST - numitd functie omografici si:
f (%) = Rl £ i 4 s deci monotonia lui f depinde de semnul

{y-x + 5)2

expresiei o-& - 2y .

Daca n %, sunt ridacinile ecuatiei caracteristice f(x) = x,
rox, + & .
notand: & = ';Ti_;I—S' se poate arita ci termenul general a_ al

sirului este dat de relatia:

xz - n n xz -
= a8 -
X - x -
1 n 1
E 2
xemplu: a=1 a = -
£ o ’ nea 1 + a

Sa se arate ca: a< ad<a<... <1< ... <a<a<a . De
1 3 s 4 2 o

aici rezultd ci sirul este convergent ( se descompune in doui
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subgiruri convergente ) . Se deduce ci limita sirului este 1,

EXERCITII:

I. Determinati termenul general s$i s$tudiati tonvergenga

sirurilor:
1. a=1 , a =a-a + 1. cu jal € 1
1 n+t n
2. a= L a = 2a + 3“( nf - n -1 )
o 2 : n+ n ‘
3
3. a=0 , a = —-i—a + —-n
o n+d 2 n N
2
4. a=0 s, @& = _1_3 + .D_.
o ned 2 n n
2
aﬂ
. a=1 , a =
o n+t
a + 1
- _ 2
8. a>1 , a .= 733
ka}
2-an - 1
7. 3 1 et 2-an + 5
8. a = L s a4 = a-a + b . Determinati coeficientii a si
o 2 n+i n N ¥

b astfel incat sirul si aib3 limit3d finitid. Calculati aceasti

l1imita.
g a= 2 a = —2—-—- este periodic
° 1 ’ n+d 2 - a p .

II. 1. x € ( o, %}') U ( 52% s T ) 3 sinox -+ cos‘xn =1

3

x~ + 4-x

n n

S X = a X T —————
. ! 2]

= x = L a
3. x=1 , x z[xn.‘i- ]
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b
sl -
4oxgS L xS /:—:T;;‘ s @b > 0.

15. ORICE SIR Couchy DE NUMERE REALE ESTE CONVERGENT

Unul din exercitiile recapitulative din manualul de analizi
pentru clasa a XI-a cere si se’arate ci daci un sir ( a_ )nem
de numere reale este convergent, atunci:
Ve >0 InelN Va,n = & ta —a | < & (3.9
>4 m n

Un sir care satisface conditia (3.8) se numeste sgir Cauchy sau

sir fundamental. Se demonstreazd cd un 3ir de numere reale este

convergent dacd si numai dacd este sir Cauchy. Aceasti propozitie

permite demonstrarea convergentei unor siruri ardtdind ci ele sunt
siruri Cauchy.

In astfel de exercitii se foloseste conditia:
YVe>0 3neN Vmanz2n_ VYpeN la =—a ] <e (3.9

care este echivalentia cu (3.9) dar mai comod de folosit.

Exemplu: a = 1+ -%7 + -%? + ... + ;%7

Trebuie aratat ca:

(a) Ye >0 I3 neN YVn=n Ypel la —a.l < &
£ £ n+p no

{b) fie £ > O . S& vedem daci exista ns astfel inca&t si aiba

loc proprietatea (a)

= 1 ' i
(c) avem: | 3 al = &% 5T Y Ty e =D+ ‘Y
1 =
e Y mE DT T

= .1_'.. 4 1 _ + __1._.._. X4
n!ltn + 1)}{(n + 2) ... (n + p)- et n + 1
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1 P
- 1 - ——
Y 1 3P 1 P! 1 1 [2]
‘m[{?]“[?] IR X B~ 1 <
1- =
¢ .1 .2 2
nt 1 n! n
Zz
2 . 2
{d} punem conditia: - “ € i obtinem n > = deci
lua: n = {-E-J + 1 .
£ £
EXERCITII:

53 se arate ciA urmitcarele Firuri sunt fundamentale:

1. a = i
Lo n
1 1 1
° = o= eae +
2. A= gt g+ nin + 2)
3. a=1+ L L ..., 1
n 22 32 n2
4. a=131 + COs % + Cos 2% ee.. 4+ fFos nx
m 3 32 3"
5. a = sin + BSin 2% L+ sin nx
» n2+ 1 n2 + 2 n- + n
5. a = _£Os x coszzx e... + fLos nx
n 2 2 2"
cOs o cos o cos an
. = + + ia.. * ,
7. a 12 73 nin * 1)
1 1 1 n-1 1
B S l- ot 3 - F ot e (D) Y
Q, Fie a=b+ b+ .... + b unde:

- * e rd .). - r =
b3 ] btl > | bzl > ] bnl
c) lim b= 0
n ->ce n ¥ .
5S4 se arate ca la —-aj <b pentru orice n,p € N
n+p n+l
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se deduci de aici ci3 sirul este Cauchy.

INDICATI:

< 1 . 1 o
nep n n{n + 1) (n + 1)(n + 2) ‘

1 .
(n + p - 1)(n + p)

$i facem descompuneri in fractii simple.

_ - 4 ytp-1 1 + (—1)"*P2 1
8. | amp anl k 1 P (-1) e e
' n 1 1 1 1
"'+(1)n+1'=ln+1 A+vz2 T mes T e
—gyPr__ L+
csse + (=1) o+ P '
Daca p este impar deducem:
la,~al=| 71 - [+  —==) -
nep n A n + 1 n+ 2 n + 3 ‘
_ 1 _ 1 B 1
et n +p -1 n + p S n+ 1 °
iar dacd este par:
la -—a| = 1 _ 1 _ 1 _
n+p n n + 1 n+ 2 n + 3 e
- .._1;____._ - 1 -— _.._..l___ I _1__
nteT n+p—2 n +p ~ 1 n +p - T on + 1
Deci: ja —aj} < 1 . Din conditia: 1 £ £ obti—
nep n n + 1 ¥ n + 1 ¥
nem: n = [-i- - 1] + 1 .
F> £ »

9. Procedam ca la exercitiul precedent, unde am avut:

= (-1)" L
b-(l)n-
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16. UTILIZAREA DEFINITIEI INTEGRALEI

Se stie ci suma Riemann atasati functiei f : [a,b]l —> R ,

corespunzitor unei diviziuni:

A={a x°< x‘< x2< ane £ X = b }

™

$i puncelor intermediare fie [xb',xi] . este:

1

aA(f,E) =

I

DR G R A (3.10)

1=1

Daci punctele xisunt echidistante, atunci x{- xbaz _2_;_2_ $i avem:

o (F,.8) = .'_“_;--E-[f(z1 ) + f(tz )+ el f((n) ] (3.11)

0 functie este integrabild daca: lim oA(f,t) existi s1i este
' Al 3o '
finiti. Yaloarea limitei se numeste integrala functiei f pe inter-—

valul [a,.,bl :

]

lim o, (f,Z) = f f(x) dx
A% >0 a -

Pentru a ygtiiiza definitia integralei in calculul limitelor de

siruri, observam cd pentru'diviiiuni A formate cu puncte echidis-—

tante, avem:

1im o, (T, Z}) = lim oh(f,f)
Ak o n ->co

Deci putem proceda astfel:

a) aratam ci termenul general a se poate pune sub forma:

_ b - a '
a= 2t ) e85 ) H e v 707D )
cu f functie continuid pe [a,bl , iar t{ fiind punctele unei divi-

ziuni echidistante.

b) f'fiind continui este si integrabili, iar:
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f-continua

. . A are puncte .
= F == =
1im a_ lim aﬁ(f,\) = distonte lim OA(f,E)
n =>c0 n->c Al o
. :
== f{x) d» .
Q
Jal

Exemplu: a = n? 3 i 3

n i1 nT + K

scriem pe a_ sub forma:

a)

e i GG E ORI G
punind in evidenti factorul comun - - Avem:

n 3 3 2 3
az_}_ Al =_i_{_j—.—+__.r +___+.___!.1——3—
ALY A | n® +12? + 22 n? +n

n;
b) in f( ti) = -;;———:r facem si apari punctele nidis—
tante -LE—:—Eli-
n
ns = 1
3 .3 1 43
no + i 1+ (1;-)
si deducem functia f. Avem: f(x) = -——i—ji.
1 + x
c} asezam punctele echidistante pe o© dreapta:
1 2 3 n o_
‘s " 0w e
i 1 1 |
i 1 i i
1 2 n .
8=€0 suees gm0 7 o5 sees s pT LIS

si deducem diviziuna:

intervalul [a.b]
d) observam ca a este suma Riemann corespunzitcare funcgiei
( continue, deci integrabile ) f si diviziunii A deduse, pe in-—-

tervalul fa,bl . Cum punctele lui A sunt echidistante, avem:
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lim a = 1xm o (f,Z) = 1im o (f,&8) = _— dx = .
nswo | oneoo A ) 1Al -0 A fo 1+ % 3
EXERCITII.

I. Utiliz@nd definitia integralei calculati limitele urmitoa—

relor siruri:

n 1
1. a = -i—-n i° 2. a =ng 2 .2
* %n P z ' n i=1  3In +i
n izt
1 n i/n 14 n-i in
3. a = -_2_.2 i.e 4. a = Sn ~}: cos -5-
n [ ¥ § 1=4
n n 1
5. a =L 6. a_ = —7;-4n(n+1)(n+2)...(n+n)
izg (n+1)4nz+iz
1 n 2 2 )
7. a = —n—~(21n(i +n) - 2(n - 1) 1n n)
r i=1
‘zs2 T (1/2)i n —s o /2
Indicatii: 4. a = N - > f cos %X dx.
n n 1=1 n e}

&. Logaritm3nd obtinem 1ln a = - Inn + —r‘:—(ln n + In(n+l) +...+

! 1 1 n
In(n+n})) = - inn + —(ln n + 1n n(1+-;—) + ... + 1In ”(1+’E’)) =
1 1 2 n  n— .
—{(In(l+ —) + In{(l+ —) + ... + In{l+ —)}} —e In(1+x) dx.
n n n n °

II. (a)‘Scriegi suma Riemann aa(f,t) corespunzidtoare functiei

f: [£,1] —s R, f(x) = -}1,— , diviziunii A = (= , -;1‘—, —;f—

n — . . - = 3 - - A
o 1) si punctelor intermediare fi i/n.(b) Calculati ,l’.xgm o'A(f,f;

1

. , . . . 1
= l{e}) . (c) Calculati LN l{(g) i deduceti cia }‘l_r;w (1 + 5 t -

1
£



4 CONTINUITATE SI DERIVABILITATE

CONTINUITATE

DEFINITIE: Functia f : D —— R este continui in x, €D

daci: :
1. are l1limiti in xo s
2. limita este egall cu f(xo) .
adici
Ye>0 36>0 YVxeD |x-x|] <8 => |f(x) - f{x )] < &
£ o £ o

CONSECINTA: Orice functie continul intr—un punct are limita in

acel punct.

(A Metode pentru studiul continuititii

1. Utilizarea definitiei.

: _ X + 1. . -
Exemplu: f(x)} = S5 7+ 5 ©este continua in x = 1.

Intr—-adevar, si aritiam ci:
3 .
Ve >0 3 68> 0 Y x e R\ f—ir} ’x - 1[ < & =>

- f(1)] < &
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Fie &£ > 0O carecare. Trebuie sa determinémvpe 68 « Avem:

x + 1 f(y| = x + 1 _ 21 2 ix — 1] < és
2% + 3 2% + 3 5 512x - 3| 5[2x + 3|
és
< 18

decarece pe intervalul [0,2] , de exemplu,

12% + X! este miar—

' S
ginit intre 3 si 7 . Determinim pe &_ din conditia 'Tg' < g .
Putem lua de exemplu és = 2&£ . Atunci:

Ye>0 36=2 VYxeR\{x} Ix-1]<2 =

—-—

=> Jf(x) —f(1)] < &

$i deci f este continud in x =1

2. Utilizarea criteriului cu limite laterale

f este continud in x

o S=x F (2 ) = t(x) = Flx, 2

unde ls(x ) si ld(xo) sunt respectiv limita la stanga si la

dreapta in xo -

EXEMPLU: S& studiem continuitatea functiei:

f .
2 X ‘ %2 :
sin“a - gin a4 + —— x € [0, 1]
. 1-x 4 .
f{x) = < e
1/2 X = 1
S x € (1 , 2]
| 2(x%+x+1) :

pentru o« € [0 4, 27] .

REZOLVARE: Deocarece se cere si se studieze continuitatea, fara
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a2 se specifica un punct anume, tfebuie ficut studiul pe tot dome-—
niul de definitie. Punctele domeniului apar ca fiind de aoué éate—
gorii;

1. Puncte de légéturé intre ramuri, in care se studiazid con—
tinuitatea utilizdnd de exemplu limitele laterale,

2. Celelalte puncte, in care functia este continui, fiind
exprimatid prin functii {elementare) continue (dar acesf lucru
trebuie specificat de fiecare daté).

tn cazul nostru :
{a) in orice punct X # 1 functia este continuia fiind expri— 

matld prin functii continue.

{b)} studiem continuitatea in x°= 1 . Avem:
2
. x® %
L (1y = 1lim f(x) = 1lim f//;ln a — , + - =
s ->1 x ->1 1-x 4
< xX<1 X
. 1 2 . 1
%§?1 J/( sin a > ) = | sin a - >- -

. 4. o 3 2 - 1
iar ld(l) = %§?1f(x) = ilm1 -E—(x + % .+ 1) = 5 -

Valoarea functiei in punct este f(1) = L , deci f este continua

2
. . 1 1 .. .
in x =1 <=> jsin a — -5—1 = 5 - Pentru explicitar=a modulului
utilizdm tabloul cu semnul functiei sin a - -é?:
a o /b6 - an/6 2

sin a — 1/2 - O + Q -

1. dacia o e.[ o ., '%'] U [E%?;, 2 ] ecuatia devine:
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. 1
sin o + > =

MPA

<=> sin a = O => a=0, a=rn s & = 27

_ - o1 3 ) _
2. daca o e (27 . —?7] obtinem sin a =1 ,

deci o =

ra| 4

Pentru aceste patru valori ale lui o functia este continusi 1 in

punctul x = 1 , deci este continui pe R .

3. Utilizarea criteriului cu $iruri.

Acest criteriu se obtine din ckiteriul cu giruri pentru limite

de functii inlocuind pe ! cu f(xo) $1 renuntd@nd la conditia

% # #, (care in cazul limitelor este esentiald, decarece se
n
poate studia limita unei functii intr-un punct in care f(x ) nu

existi).

EXEMPLU:
3x? + 2% dacd x € @
g = ¥+ 4 . dacid x € R \ Q

Procedand ca la Metoda 10 «+ Cu cele doud adaptiar: mentionate

mali sus, rezultld ci f este continuX in punctele X pentru care

-~ 2 . -4 .
32X+ 2 =y + 4 , adicA x = - $i x =1 .
o o o ; : o] 3 o

(B Tipuri de puncte de discontinuitate,

Punctul xo'e D in care f nu este continua se spune
ca este punct de discontinuitate de speta intii daca
limitele laterale in XQ exista si sunt finite..

Orice alt punct de discontinutitate se spune ca este

de speta a doua.
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14 08 Prelquirea prin continuitate.

A prelungi functia f : D ——» R inseamnd a adi-
uga domeniului D puncte noi, in care legea de cores-—

pondenti se defineste dupi voie.

Daci M este multimea de puncte adiugati si h este legea de cores-—

pondenti pe M, prelungirea va fis

t(x) daciA x e D
f :DuM —m R s f (%} =
P P h(x) daci x € M
sin x .
De exemplu, f : R\ { 0 3} —as R, f(x) = —_— poate fi
prelungitid la intreaga multime R pundnd X
‘ S X dacid x € R \ {0} .
fp(x)‘=

a .. daci x = O

Existd deci foarte multe prelungiri ale unei functii. Totusi,

dacd t este continul3 pe D si are limit3d finitad intr—un puhct

xo D, existad o singura prelungire fp : D u{ xo}

R

care este continui, numiti prelungire prin continuitate a lui f

in punctul x .
O

sin X

Deci, pentru exemplul nostru, decarece 3{&0——1?—— = 1 ,functia
2—:%—“—- dacid % # O
f (%) =
. P 1 daca x = 0

este singura prelungire a lui sin x / x care este continui pe R.

(D) Continuitatea functiilor compuse.

Daca f este continua in X, st g este continua in

f(xb) » atuncl gof este continua in X,
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b E F

X

o (QOf)(xo)

— f(x ) ———— g(f(x))

Deci compunerea a doud funciii continue este o functie continui.

Reciproc nu este adevirat:

s—ar putea ca f i g s& nu fie con-

tinue s$i totusi gof si fie continui.

{

nu este continud in nici un punct, dar functia

De exemplu,

1 daca »x € @

fi{x)

0 daca XxefR\ @

g(x) (fof) ()
este functia identic egalid cu 1 , deci este continuid in orice
punct din R .

EXERCITII:

pe domeniul maxim de definitie,

I. continuita-—

S3 se studieze,

tea functiilor definite prin:

1. f{x) = x-[x] 2. (%) = [x]-sin ax
x '+ ¥ nx
3. fix) = 111-‘>nm 2n 4. fix) = ylul—‘im 1 + |{nx}
%+ 1
- X dacid x € @
5. f{x) =
2% dacaA » e R \ @
o oux) dachk x e @
8. f{x) = ¢
v{») dacA x e R \ @
0 daci x € R\ é €sau %X = 0
7. T(x) = ’
i dacid x =_p_
4 q {functia lui Riemann)
-2
) x - 1 '-e "' daci x # O
®x + 1
8. f(x) = )
‘ 0 daci x = 0O
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x — p daci x € [ P . P +-i_]
2
8. f(x) = 1 pe
p+1 - »x dacd x € ( p +=5 ,p+1 ]
{Manual)
, 27 in {—-1-¥) dacid x < 0O
10. f{x) = m -2 daci x = 0O
i+e * daci x >0

II. Si se precizeze tipul punctelor de discontinuitate pentru

functiiles:

' tg x ® 0

1. f(x) = X

f> ] ¥ = 0

Y i+ x -1
> w = 0
2. f(xw) = )
a ¥ =0
1 3120: ¥ x ® 2km

3. f(x) =

o » = 2km

( 1 - sin( %)
= ® 2 1 4 ¥ 2 7
: - 4
a. f(x) =4 *7BF
o x = 1
Inix| i s 1 1
T+ Inix] * @ RN {- 550, 5}
5. () =
1 1
& x_e_{f—e—,o,—;}

8% se determine prelungirile prin continuitate, unde este posibil.

III. Si se studieze continuitatea functiiler f , @ , fog ,

gof , pentru:

{ ¥ € @
1. f(x) = sgn x g(x) =
: —X% xeR\Q
2. f(x) = [x1] g{x) = 1n x



3. f{xn) =‘£ 1 + [x]-] : gi{x) = sgn x
® x € @
4. f(x) = sgni{sgn X} gi{x) = 2
’ 3Ix x» e R\ @&

IV. 1. Fie f,g : R — R functii continue z2stfel incat

f{x) = g(x} pentruorice x e @ . SA se arate cd f =g ;
{Manual)

2. Fie ¥ : 1 ——3s R, 1 <R o funcgié cu proprietatea

lui Darboux. Dacd f are limite laterale in orice punct din I,

atunci f este continuid pe I .
{Manual)

-’

3. Fie f :+ R ——» R astfel incat:

JF{x) = f(y)! £ ¥ [x-vy| pentru orice x,y € R . Si se arate ca

exista a > 0 astfel incat pentru orice x cu Ix] € a s3& avem

if{x)] < a . B3 se deducid existenta unui punct fix pentru f .

{ %y este punct fix pentru f daca f( Xo) = X, ) " (Manual)

4. Fie f 2 [as,b] — R ( continui. Atunci:

Ve>o 3s>0 ¥ %,y € [a,b] 5 |x—y| < 5, =

=> jF{x)—f(y3)] < & (4.1
{Manual)

f] functie cu proprietatea (4.1) se numeste functie uniform

continui pe [a,b].

Uniform continuitatea se defineste deci pe un interval, in timp

ce continuitatea se poate defini intr-un punct.

Luind in (4.1) y = x, Se deduce ci orice functie uniform con-
tinui pe un interval este continui pe acel interval.
Exercitiul 4. de mai sus afirmid reciproca acestei propozitii,

care este adevirati daci irntervalul este inchis si mérgin;t.
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DERIVABILITATE

CAD Definitie.Interpretare geometricia.Consecinte.

DEFINITIE. Functia f : D —— R este derivsbila in %€ D
daci existi si este finitd limita:

1im f{x) — f({xo0)

SR =X X — No
o

Valoarea acestei limite se noteazid cu f'( xo) $i se numeste

derivata lui f in x_ .

INTERPRETATRE GEOMETRICA. Derivata unei functii intr—un punct

%, este panta tangentei la graficul lui f in pdnctul de abscisa %

f{x)

f(xo)

Fig. 4.1

Cand x tinde 1la Xy coarda AB tinde ciAtre tangenta in A la

grafic, deci panta corzii

£(x) —f(xo)

m =
AB X = Xo

tinde cAtre panta tangentei. Asadar f°( xo) este panta tangentei

in punctul de abscisa X la grafic.
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Interpretarea geometricd a derivatei rezultd deci din urmatorul

»

$ir de implicatii:

AB - AT => m . —» M =2

. 3 f({x) — f{xo)}
=>» lim . = f
® —-}xo ® = Mo AT

CONSECINTE. 1. Orice functie derivabild intr-un punct esté con-
tinud in acel punct.
2. Ecuatia tangentei la graficul unei functii derivabile.
Se stie cid ecuatia unei drepte ce trece brin punciul
{ Xy o F{ xo) 1 este:
y — fixo) = m(x ~ xo)

$1 inlocuind pe m cu ¥’ {xo) { panta tangentei la gréfic ) obti-

nem ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisa L

vy — f{x0) = T (xo) (¥ — o)

3. Ecuatia normaiel (perpendiculara pe tangentd)} se deduce din
conditia de perpendicdlaritate 3 doud drepte mi- mz = -1 ) si

deci este:

= 1 -
y — f( % 3 T %) { % X 3}
o
B Derivarea functiilor compuse.
(flu(x)))’ = £ (ulx)) -u’ (x) : (4.2)
Din formula (4.2) se deduce:
(fa(fz(fz(X)')) = fa(fz(fi(X)))'fz(fz(X))'f1(X)
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Deci, pentru a deriva o funciie énmpusa procedim astfel:

{a) derivam ultima functie care se compune (in cagul
nostru fs) si inlocuim in aceasti functie vari-
abila x cu expresia rezultatid din comﬁunereak
celorlialte func@ii»(in cazul nostru fz°f1)'

{b) neglijand funciia derivatid la etapa precedent3
{(in cazul naostru pe fa) se deriveazd functia care
a devenit ultima ( pentru noi fz) $i de asemenea
se inlocuieste variabila ¥ cu expresia Eezultaté
din compunerea ftunciiilor care inci nu aﬁ fost
derivate { in aceasti etapa noi avem doar ft(x)

{c) se continud procedeul p3nid se deriveazi toate
functiile. TN

3
EXEMPLU: cos®sin ¥ »3+ 1

1 Aplicand formila (4.2) avem:

3 3 R EPE
. . / 2 . / 2 .
T'(x) = 2-cos sin T+ 1 { cos sin X+ 1 ] = 2-cos sin %2+ 1
. P
‘ ) 3, — 3 2 s 33—
-( -sin sin ¥ x°+ 1 )( sin ¥ %+ 1 ) = 2-cos sin x“+ 1
2 2 2 2 ‘
-( -sin sin v x“+ 1 )-cos ¥ x“+ 1 -( Y x“+ 1 ) =

3 a
. 2 . . / 2
2 -cos sin x°+ 1 - ( —sin sin R T | )-

- cos xz+ 1 1 - 2%

a/ 2 2
3- (x"+ 13

Putem obtine acelasi rezultat mult mai repede, utilizdnd gene-—

ralizarea formulei (4.2), prezentati mai sus.
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Asztfel, funcliile care se compun sdnt:

3
’ fz(x) = v x

£ {x)
1

I
p4
o+
[

x fi(x) = gin x

]

2
f‘(x) cos X . f (%) = %
iar

() =, + { 3 } =
f\§1 fs( 4(f3(f2(f1‘x)))'} ; deci

fr(x) = f;(f‘(fa(fz(fi(X)))B)'f;(fsifz(fg(X))))'f;(fzif1(X))}'

’ 8 3
'fé(fi(x))-f;(x) = 2-cos sin ¥ x°+ 1 - [ —sin sin ¥ ¥+ 1 )-

= 1 -
‘cas X+ 1 - = < 2x
3.7 x%+ 1
CONSECINTE: 1. Derivata functiei inpverse.
. -1
Din f "(f{x)) = x

s+ A&aplicdnd farmula (2.2) rezultia:s

(fﬂ(f(x))) - f'({x) = 1, sau notd3nd vy = f(x) :

(F ) = £ ey

EXEMPLU: Fentru f(x) =

= inx , f: (0.x) ——s R avem:

-1 x . . .
FiN) = e i deci cum vy = 1In x => xn = e obtinem:

2.

Derivate de ordin superior alé functiilor compuse.

Din (f(u(x)) = f (u(x))-u (x) . deriv3nd din nou in raport cu x

rezul ta:

(FluGid) = (FuGo w Go) = £ (uix)) u’ () -u’ (x) +
£ OO ut ) = f o (utx)) - (ur (0)% + F et a0

Am obtinut astfel derivata de ordinul doi a funcliiel compuse,

$i procedeul poate continua.
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EXEMPLU: Si calculam - (%) daci *(x) = g(e ') , g fiind o
functie derivabili de doui ori pe R .
Avem: f'(x) = g‘(e-x)-(—efx) $i1 f7(x) = g-"(e_x)(—e—x)2 +

X -3

. g’(e-x)(e'*) = e'x( g'te ) - g’ ‘(e \)-e"‘ ) -

<o Derivate de ordinul n

Pentru calculul derivatei f"ﬁ(x) putem utiliza una din urmi—

toarele.metodez

1. Calculidm c38teva derivate ( £ , f°° . f°°° ; ... )} pentru
a deduce expresia lui f”ﬂ, pe care o demonstrim apei prin in-—-
ductie.

2. Utilizam formula lui Leibniz de derivare a produsului a doud

functiisz,

: 1
in k tn-k 5 k2
(foogbo 377 = ) el 700 e 00"
=0 ’

-h

Formula poate fi aplicatd si anui c3t., g=sgarece:

(D> Studiul derivabilitatii.

Fentru a studia derivabi;itatea unei functii procedam astfel:
(a?} deosebih doué.cateéorii de puncte ale domeniului: puncte
in care stim ci functia este derivabilad (fiind exprimatd prin
functii derivabile) $i puncte in carerurmeazé sa studiem deriva-—
bilitatea (in general puncte de legaturi dintré ramuri).

tb) pentru studiul derivabilitiatii in aceastd a doua categorie
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de puncte se utilizeazi una din urmitoarele metode:

-~

(1) calculim derivatele laterale cu ajutorul definipiei

(2) calculiam derivatele laterale cu ajutorul Qorolarului

tearemei lui Lagrange: Daca f este derivabill intr—o

vecinaiatate a lui xo si continui in xo s1 daca exista

ks = i£ﬂxof {x) ( respectiv -kd = ikgxof %Y )

atunci f are derivati la std3nga ( respectiv la dreapta ) 1in L

si f3 (xq} f AB ( respectiv fd(xo) = hd )

Conditia de continuitate in X, care se cere in ipote—

za corolarului este esentialad pentru aplicarea acestuia,

dar ea nu constituie de fapt o restrictie cand studiem

derivabilitatea, deocarece dacd f nu este continuia in %

nu este nici derivabila.

EXEMPLU: SA determinim parametri a,? € R astfel incdt functia:

fix) =
ax + 3 X < e

{ ln2 ® X ;e

si fie derivabila. Care este interpretarea geometricid a rezulta-
tului abtinut ?

Raspuns: Metoda 1. (utilizarea derivatelor laterale)

(a) in orice punct x # e functia este derivabilix, fiind ex—

primati prin functii derivabile.

{b) studiem derivabilitatea in x = e .

Datoriti propozitiei : f non continuia == f non derivabilld

studiem mai intii continuitatea.

ls(e) = x{ig f(x) = x{ig ( ax + ) =oce + 3
X<Q x<{o
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L(e) = l1im f(x) = lim In®x = 1 si f(e) = Ine = 1
d X ~»e X @ -
X<eo X<o
dec1i: f continuld in e <(=> ae + 3 = 1 (4.3)
Daci nu este indepliqité conditia de continuxtate in x = e ,

functia nu este nici derivabili in acest punct, deci studiem de-

rivabilitatea presupundnd c3 este indeplinitld conditia de conti—

nuitate.
- ¥ . N + -
$r(e) = lim XL (8 gy & *B-L o fycae+p]=
8 X —%@ X — e X e » — e
X< X<eo
lim X *rB-ce -8B _ .
X e X — e
X<
fix) - f(e) In®x - 1
f'(e) = 1lim -t = = lim —
d X e X - a X e X - e
xX<e X <
Pentru calculul acestei limite putem:
(1) aplica definitia derivatei,
{2) permuta limita cu logaritmul,
{I) wutiliza regula lui 1 Hospital.
(1) Observam ci notand g{(x) = in?x  avem gte) =1 si limita
devine:
lim g(i)——eg(E) = g'{e) (decarece g este derivabila in e}
. - 2 fC = . . ....l_. =" ‘ = _2:_ i ’ =z—
g (%) (1n"x) 2-1n ¥ v > og’(e) = deci fd(e) =
in -1 16 s — 1ne
(2) 1lim = 11 =
X ~>e x — e R ~>@ » - e
X<{@ xX<{e
= 1 (1n x -~ In e){ln x + Ine} _ 5 ;.¢ In x — Iln e _
X e X — e X - X — e
X<@ x<e
2
1 1
= 2-1im M: 1im {___1__-1n (.’.‘_)] = lim 1n(_x_.)x-° =
X ->Q X — e X -2 X — e e X e e
x<@ X<® x<e
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1

i

>
@

«= 1n i'mo(~§—)x—° =17 etc.
x

T

fAsadar, f este derivabill in e <=> f;(e) = fé(e} <=>

€=> a = -é} $i din conditia de continuitate obtinem 3 = -1 .

Avem deci:

4

1nx ' X >e
{x) =

ELx - 1 ¥ < e

e

Interpretarea geometricid a rezultatului obtinut: dreapta

: . 2
= -E—x - 1 este tangentd la czurba ¥ = 1In »x .

Daci o ramurd a unei functii este exprimatd praintr-o

dreaptd ( vy = ax + 3} functiz este derivabild in

punctul X de legiturld dintre ramuri daca $i‘numai

daci dreapta respectivi este tangentid in punctul de

abscisa L la graficul celeilalte ramuri.

Metoda 2: { ‘Utilizarea Corolarului Teoremei lui L agrange ).

{a} in orice punct x # e functia este derivabila, fiind

exprimatid prin functii derivabile 3i avem:

.2
f - In x : X > e
' {x) = -
o x < e
{b) Studienm derivabilitatea in x =-e . Punem mai int3di condi-
tia de continuitate: Zg(e) = ld(e) = f(e) <=> oe + 2 =1.

Pentru a utiliza corolarul teoremei lui Lagrange calculldm limi-—

tele laterale ale derivatei:

X
x

1%? a = a . Din corolar deducem f' (e}

o . Analaog, fé(e) =
<o
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X<e
Deci f este derivabili in x = e dacid $i numai dacd o = -é— .
Din conditia de continuitate deducem (3 = -1 .z
(D Aplicatii ale derivatei in economie

{vezi manualul.dé analizi matematici cls.IX)

1. Fie f3(x) beneficiul realizat pentru o cheltuiala de x lei .

Pentru orice cheltuiali suplimentari de h lei beneficiul suplimen—

tar pe leu dheltuit este: .

pi{x + h) — 3(x)
h

Daci h este suficient de mic acest raport di o indicatie asupra

variatiei beneficiului corespunzdtor sumei de x lei.

Daci existi

. 3{x + h) - 3(x)
piis h

= 3" (%)

aceasti limitiA se numeste beneficiul marginal corespunzitor sumei

\
de % lei.

2. Fie y{(p) costul total pentru producerea a p unitiati

dintr—un produs. Atunci costul pe unitate suplimentar3 de produs

este:

yip + h) — ri(p)
h

si limita acestui raport, cdnd h tinde la zero, daci existi, se

numeste cost marginal al productiei pentru p unititi din produsul

considerat.

EXEMPLU: Beneficiul realizat pentru o cheltuiald de x lei
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este fB{x) = % - Ix + 2 . Pentru orice cheltuialk suplimentarl
de h lei, calcula@iibeneficiul suplimentar pe leu cheltuit si

beneficiul marginal corespunzitor sumei de 1000 lei.

Raspuns: Beneficiul suplimentar pe leu cheltuit este:
Blx +h) - B(x) _ (x+ h?= I(x+h) +2
h h
Pentru % = 1000 acesta este egal cu 1997 + h s iar

B(x + h) — B(x)

im h = 1997
EXERCITII:
I. Se cere:
1. Ecuatia tangentei la graficul lui f(x)} = 1n 1 + xz_in
punctul de abscisa x°= 1.
2. Ecuatia tangenteil 1la curba fi{x} = w2 - k2 + care este
paraleld cu Ox .
3. Ecuatia tangentei 1la curba f(x) = xs, paraleld cu prima
hisectoarse.
. . 3n + 2
4. Ecuatia tangentei la curba y = S T 5 ° care este para-
ielid cu coarda ce uneste punctele de abscise » =1 $i1 x = 3 .

5. S3 se determine a $i 3 astfel incat vy = ax + 3 gi

y = -i—i—&- si fie tangente in x = 1 . Si se scrie tangenta lor
comuni.

8. SA se arate ci dreapta vy = 7x — 2 este tangentd la curba

y = %% + 4% . {Manual)
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Ir.

1. 53 se calculeze derivata functiei:

2
»
i 2
f(x) = j e sin &5 dt
o
2. Fie f 3 {(~0,0) ——sp & , fi(x) = %%~ 3Ix . Sa s2 determi-

ne un subinterval J & R astfel incit f : (~2,0) ——s J
sa fie bijectivid. Fie g inversa ei. 534 Se calculeze g’ (-1} si
g’ {-1} . {Manual)

3. Daca |fix) - f(y)| < M-jx - y|"°

s tu o > O pentru orice

Xy = 1 functia T este constanti pe 1 .

4. Dacid f are limitd in punctui a ., atunci functia

g(#®) = (x — a)-f({x) este derivsbilX in a .

5. Dacd f este miArginitd intr—-o vecinitate a lui R atuncy

2 . . : -
g{x) = (x — xo) f(x) este derivabilia in xc - Caz particular:
3 1
fix) = sin{( =] .
o
Indicatizi:
3 S 2
i. Fie F o primitivid a functiei F(t) = 2 sin +°.
r 4 2 F ‘
Avem  1(x) = F(x") - F(0) , deci I'(x) = (F(x%)y ) .

S. Pentru x # y inegelitates cirn enunt este echivalenti cu:

b<mpx - y)°

de unde, pentru y —— x btinem f (%} = 0 , deci ¥ este con-—

=tanti pe 1 .

III. Calculati derivatesle de ordinul n pentru :



1 1

e T = o g TO0 = ey

_ 1
3. fix) = 4. f(x) = In{2x + 5)

¥ - 3In o+ 2

8. f(x) = In(x°— 3% + 2) B. f(x) = (x°~ 2%+ 5x - 3).a*™
. - ¥ % oo x?
7. f(x) = - 3 B, f({x) = % = 2)(x =)
8. f(x) = arctg x 10. f(x)} = %% ebx din expresia

derivatei de ordinul n si se de—
dgcé formula binamuiui lui Newton.

1. Aratati ci: -

a) (sin x)»'" =-51n( » o+ 12;_ .
.
B} (cos x)™ = ccs( X + lg; ) .
2. Aplicand formula lui Leibniz pentru  f(x) = Py 1 5
¥~ 3xn + 2
2& se arate ci:
o 1 _ 1 -
n

= Z Ck (n -k ki ﬁii i+t

ko 7 (2 = )™ (x-2)

Gasiti formule asemindtoare, cu ajutorul functiilor:

Ve 4
Fix) = — 1 $i fx) = 22 * 1

2 2
® = Ox + & ¥ — Ox + 4

3. Fie 1I = (0,1) si functiile u,v 1 I — R s u(x) =

ui{x) = §2£ {(» - y)z . v{x)} = sup (x - y)2 - 534 se studieze der-—
: y €Y

vabilitatea functiilor u $i v 51 si se calculere sup u{x) ,
x &1

inf vi{x) .
X €X

{Mancsal }



este un sir de

3. Dacd f (x) functaii
. n
in orice punct x stunci:
lim £ (¢} ] = 1im f'(x)
n->@ N : n» >0

derivabile,

avand limitd

{Manual)}

V. S& se studieze derivabilitatea functiilor :

j In(x> + 3x) % & (0,1)
i. fix} = 5
L 5-tx - 1) ¢+ 2:1n 2 x = 1
2. fix) = min ¢ xz— ¥, Ax = 22
3. 'fz(x) = {{x - 23{x =3} { fz(x) = |(x - 22 ex — 3) |
foix) = jx - 227 (x = 3}
3,
f_—} ¥ = -1 -
* 2
& Flm) = ¢ f t dt 2w € (-1 4 1)
| e
¥ i — t
N
a2 v o= 1
3
inf{1 - x) x €0
&. T {x} dacai Fix) = ,
tg % ®x Z 0
[ -
Slie )i s
B. f(x) = { = 1+ e
L 1 Xx =0
=in s
7» f(x)=1 :
L 1 x = O

pste indeflnit derivanili pe K si:
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[$4]

fo(x)

10.

f{x)

f{x)

f(x)

arccos{cos x)

arcsin{sin )

In - 13-9"

x

+ a{x + 1)z-e

(O, 1)

bt 45,4

e

nx

+ a

nx

n
sz
« 27 ]



5. TEOREMELE FERMAT. ROLLE. LAGRANGE. CAUCHY

CA> TEOREMA LUI FERMAT ( 1£01 — 1665 )

> R este continui pe [a,bl] si

o

1. Enunt: Daca t:fa.b]

L1

derivabili pe (a,b) , atunci in orice punct de ex-—

trem din (a,b} ( din interiorul intervalului ) de-

rivata se anuleazi.

Cesrevatie: % € {a,b} punct de extrem ===> f’(xo) = Q

Daca N este punct de extrem la capetele intervalului , derivata

poate s3 nu se anuleze in Xy o-

> R are douiA puncte de

Exemplu: f{x) = 3» + 2 , Ff:0-1,2]

extrem: in x = -1 si in %= 2, 1iar

f(-1) = £ (2} = 3 .

2. Interpretare geometrici si algebricia

a) Interpretare geometrici rezulti din interpretarea geometrica

3 derivatei:

— dacd sint indeplinite conditiile teoremei lui Fermat {n orice
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punct din interiorul intervalului, tangenta la graficul functiei

este paraleld cu axa Ox.

b) Interpretare algebricX: daci sint indeplinite conditiile tegs-

remei lui Fermat pe {a,b]l , orice punct de extrem din {a,b) este

radacina a ecuatiei f'(x) = 0 .

EXERCITII:

1. Daci a s az s ce=- A sunt numere pozitive astfel incEi:
n

x X x N .
a£‘+ a2 * ... + a 2n pentru orice x e R , atunci avem:
n

a 8 ° ... a =1
1 2 n
{ Manual }
2. Fiea , a , ... a s b +b , ... , b numeres reale
1 2 n L _ n -
pozitive astfel incst:
X x -
a-b‘+a-b+....+a-b"2a +a + =ea &
S 1 2 2 n n 1 2 n

pentru orice x € R . Atunci:

( generalizare a exercitiului precedent )

4

3. Daca f este continui pe [a.b] si derivabiii pe (a,b), iar
f(a) = f{(b) = 0 , atunci:
(i) dacid f° este crescitoare, rezultid f(x) < 0O pe fa;bl 3

(ii1) daca f’' este descrescitoare, rezulti f(x) 29 pe [a,b]l .

4. Daca a” z x° pentru orice x > 0 atunci a = e .
tg a a s
S. ETECR < 5 daca 0 < a < b < = -

REZOLV AR :

—~

1. Exercitiul este caz particular al exercitiului 2.
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2. Punem in evidenti o funciis ce are un punct de extrem (global)

pe R. cbservand c3 inegalitatea din ipotezi se poate scrie:

f{xn} =2 f(0), cu f(x) = a - B + a - b+ ... + a - b* .Decarece
1 i 2 2 n n

aceasti inegalitate este adevarati pentru orice x real rezulta c3 x

x = O este punct de minim global pentru f.Conform teoremei lui Fermat
in acest puntt derivata se anuleazia.deci f°'(0) = O.Avem:
f'{x) =a-blnb + a-bimb + ... +a-b-lnb
1 Y 1 ) 2 2 2 2 n ™

deciz f'(0) =0 <=> a-Inb + a - lnb_+ ...a-‘lnb =0 <=>
1 1 2 2 n )

3. (i} PFresupunem prin absurd ci existi c¢ € (a.b) astfel incat
f{c) > O . éutem presupune ci ¢ este chiar punct de maxim deparece
un éstfel de punct existi, conform teoremei lui Rolle deci avem.
£'(c) = 0 . ' | .

Intre c s1 b existi cel pugiﬁ un punct d in care f'(d) < O ,
cici daci prin absurd f'(x) Z 0’ pentru arice x € {(c,b) rezulta
ci ¥ este crescitoare pe (c.b) 3i deci f(c) = f{b}) = 0 implicé
f{c) = 0 . Atunci din f°(d) £ 0 = f'{c) deducem contradictia:

f'(d) < f'{c) cur c<d

X a _ ; In a In %
4, a z x {=» x-ln a Z a*ln »u <«<=> 3 g = { pen-—

tru orice x > 0 ) . Deci a este abscisa maximului. functiei:

f(x) = -32;5- . Avem: f'(x) =0 <=> x=e , deci a=e -
tg a a _ tga , tgb
5> B B 2 ° ~b
123
( dacaA O < a {({ b < = ). -
Este suficient si aritim ca f(x) = -39;5— este crescitoare,

adicd f'(x) > L J
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B TEOREMA LUI ROLLE ( 1632 — 1719 )

> R este continui pe [a,bl,

1. Enunt: Daca f:fa,b]
derivabila pe (a,hb) si f{a) = f(b), atunci existd

c € (a,b) astfel incat f'{(c) = 0 .

Tearema lui Fermat afirmid ci intr—un punct de extrem din inte—
riorul unui interval derivata se anuleazi, dar nu spune §i cand
existi un asemenea punct.

Teorema lui Rolle di o conditie suficientX pentru existenta a cel

putin un astfel de punct, adiugénd la ipetezele din teorema lui

Fermat si conditia: f(a) = f(b) .

2. Interpretare geometricid s$i algebrica

a) Interpretare geometrici: daci sunt indeplinite conditiile

tecremei lui Rolle, existld cel putin un punct in intervalul {a,b)

in care tangenta la grafic este paralela cu ox.

b} Interpretare aigebricd: dacd sunt indeplinite candi;iile

teoremei lui Rolle, ecuatia f {x) =0 are cel putin o ridacina

in intervalul {(a,b) .

Interpretarea algebrici a teoremei pune in evidentd o metoda

pentru a arita ci ecuatia. f(x* = Q0 are cel putin o radacina in

intervalul {(a,b). Pentru aceasta =ste suficient si consideram o
primitivad F a lui f, pentru care sunt indeplinite conditiile teo-—
remei lui Rolle pe [a.b]l. Va rezulta ci ecuatia F’'(x) = 0 are cel
putin o radicini in intervalul Ga;b), adica f(x) are o radacini in

intervalul (a,b).

0 a doua metodi pentru a arita cd ecuatia f(x) = 0 are cel




putin o radicinia in intervalul (a,b) este de a arata doar ca f

este continuid i f(a)-f(b) < O .

3. Consecinte:

1. Intre doQé rédé;ini ale unei functii derivabile pe un interval
existad cel putin o ré&éciné a derivatei. |
2. intre doui ridicini ale derivatei unei functii derivabile pe un
interval exista éel mult o radicini a functiei. N

Consecinta 2. permite determinarea numirului radicinilor une:i
functii pe un interval CQ ajutorul radiciniior derivatei sale (gi—
rul lui Rolle):

fi@ X 4 X_ 5 eeos = X ridicinile derivatei.

| 4 2

Atunci f are atitea ridicini reale simple cite variatii de semn

sunt in sirul:
fl—m) 5 F(x ) » F(M ) & oo o Fixn )} , flco!
1 2 n

( daca avem f(x) =0 ,. atunci x este riadicind multipla )

EXERCITII:

I. S3 se studieze aplicabilitatea tecremei lui Rolle péntru

functiile:

®° — 8% + 1 ¥ e [2,4]
1. f(x) = « -15 » € (4,35)
| -x® - 10x + 10 % & [5,71
1 2
®x° - 2% + 2 *» € [1,2]
2. T(x) = < 1 % & (~1,1)
x2 + 2% + 2 ®x € [-2,-1]
sin x X € 0, 2n ] '
{ =
, _ §
i or ]
cos X X &€ 27
L i 2
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Care este interpretarea geometricid a rezultatului obtinut ?

Indicatie: 1. Se obtine c e [4,5] . In orice punct din inter-

valul {4,53], graficul coincide cu tangenta la grafic.

II. 1. Fie a » a, + ... 53, b1 s bz s = bh e R . 53 se

arate c3 ecuatia:

S ( a_-cos kx + b -sin kx ) = 0
k=1

are cel putin o sulutie in intervalul (0,2r). {Manual) .

n -
* . N
g 2. Daci 2 T 1T = O , atunci ecuatia:
- iTo
™ - n-1i - .
ax +a % * ... ax +oa o= 0 are cel putin o radacini
"

in intervalul (0,1).

3. (1) Dacs a az s »== & # QO , atunci ecuatia:
tal

balat § n-2 -
n-a -x + (n -~ 1)-a e + ... + a = 0 are cel putin o
n . n—-

radacina in intervalul (0,1).
{(11) In ce conditil aceeasi ecuatie are cel putin o ridiacinia
in intervalul (-1,0) ?

{(iii) Aceeasi intrebare pentru ecuatiile:

2n  2n-4 '
a - + a - % + .... + a =20
2n : 2n—-1 o
2n+4 _.2n

a N .
2n+4 2n o)

pe intervalul (—-1.1).

4. Fie f:R

> R derivabila si a‘< az< ceea £ a radi-

cini ale lui f. Sa se arate cid f° are cel putin n — 1 riadacini.

(Manual)
Consecinte:

a) O functie polinomiali de grad n are cel mult n zerouri

reale distincte.
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b) Daci toate radiacinile unui polinom sunt reale si distincte ,

aceeasi proprietate o are 3i derivata sa.

¢) Daci toate riadicinile unul polinom sunt reale , atunci si

derivata sa are aceeasl proprietate.

3. Fae f(x) = (x2 - 1)". S& se arate ca ecuatia f“”(x) =0

are n radicini distincte in intervalul (-1i,1) .

6. Daca T este de n ori derivabila pe I i are n + 1 radiacini
distincte pe I. atunci f"”(x) are cel putin o radicini pé I.
> IR continue pe [a,bl, derivabile pe

f(aj} _ f(b)

. 4 Fa 31 ’ . = = ."' 1 - -
(a;b) cu g(x}) # 0 s$1 g'(x) » 0 pe fa,bl, lar —y g(B)

7. Fie f,g:{=a,b}

S3 se arate ci existd ¢ € (a,b}! astfel incat:

flc) _ f (o)
g{c) g’ {(c)

8. Fie f:la,bl > R continui pe (a,b) si derivabbili pe
{a,b) . Atunci intre dould radacini ale lui f existld cel putin o

radicinad a2 lui oa-f + £ .,
?. Daci functiile derivabile T $1i g au proprietatea:
Fri{x)y -g(x) — fi{x)-g' ' (x} = O

pe un interval, atunci intre douid ridicini ale lui se afli o radi-

cini a lui g si recibroc .

Consecinti: Dacd f'(x)-cos » + f(x)-'sin % = 0 , in orice

interval de lungime mai mare declt 7 se afli cel putin o ridicini

a lui f . _ .

10. Daca f,g:{a,bl > R sunt continue pe {a,bl , deriva-
bile pe (a,b), g(x}) = C , g (%) = 0 si f(a) = f{(b) = 0 , atunci

exista c & (a,b) astfel incdat:
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!
3'»

- () ., t(=)
e(<, ) (e )

Qa
n

3

REZDOLV AR :
7. Egalitatea de demonstrat s2 mai poate‘scries
f{c)-g'(c) — ¥'{ec)-g{c) = O
Aceastd egalitaté,apare in punctele c cares sint ridicini ale der:

vatei lui hi{x} = -iifl—, deci este suficient si demonstrias ci

gtx)
functia h indeplinsste conditiile tecremei lui Rolle pe {a,b].

- 8. Ecuatia ao-f(x) + f'{x) = € provine din egalarea cu zeroc a
. R sk ox ’ . . :
derivatel functiei F(x) = e T{x) , ‘deci este suficient s3 ari-

: / X
tam cid F satisface conditiile tecremei lui Rolle.

?. Fie X,os X radicini ale lui f. Prin ipotezid avem g(xi) = O

si g(xz) * 0 . DacA prin absurd, intre X« X, nu se giseste o

ridicini a lui g, inseamni ci3 functia h(x} = -%%é%— satisface

coenditiile din teorema lui Rolle si deci n' (%) se anuleazi cel pu-

tin intr-an punct intre xi $i xz . Ccepa e contrazice ipoteza.

) f{ c. C + [ c
10. 3 c e (a,b) __E__E_l = _%_.___i;_f_z_ ="
g( c ) g { c_ ]

¢=> 3 cela,b) nflc)-gile) ~glc) flc) =0 <=

<=> ecuatia: n-fi{x)-gi(x) — gix) - (x}) =0 are cel putin o

ridiacini in {(a,b) <=> h'{x) = 0 are cel putin o radacina in

T{x}

{(a,b} , unde hi{x) = —_—

g (x) )
Vom prezenta in cele ce urmeazi doul metede pentru studiul ra-
dicinilor unei ecuatii.Prima dintre acgstea utilizeazd teorema lui

Rolle,iar cealalt: este o consacintid a faptului c3 orice functie
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continud are proprietatea lui Darboux.

Metode pentru studiul radicinilor unei ecuatii

1. Utilizarea teoremei lui Rolle ( interpretarea sa algebric3 )

2. Utilizrea proprieta{ii lui Darboux ( daca f are proprietatea

lui Darboux (in particular daci este continui) pe [a,b] si:

f(a)-f(b) €0, atunci f are o ridicinid in [a,b]l }.

Exemple:
i) Daca f:[a,bl] — [a,b]l] este o funciie continua, atunci
existid u,v € [a,b]l] astfel incit f(u) =u s$i Tlv) = v .

{Manual)
2) Fie *f:{0,2n0] ——— R o functie continui astfel incat
£(0) = f(2n). SA se arate ci existid c e [0,n] astfel incat

f(c) = f(c + m). (Manual)

Consecinta: Daci un drumet pleacid dimineata din localitatea
A si ajunge seara in localitatea B, iar a cdoua zi plecid inapoi si
jungein A, si se arate ci existi un punct pe drumul dintre A s1 B in

care drumetul a fost la aceeasi ori in cele doud zile de drum.

Indicatie: Daci S(t) este spatiul parcurs de drumet, avem:
S(0) = §(24) si deci existd toe [0,12] astfel incdat
S(to) = S(to+ 12)y.

Astfel formulati problema,rezultatul pare surprinzitor,dar ea

este echivalenti cu a spune ci doi drumeti care pleaci unul din A

citre B si celilalt din B citre A,se int3lnesc pe drum.

3. Utilizarea sirului lui Rolle.
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Exemplu: S& studiem natura radicinilor ecuatiei:

a fiind un parametru real.
Raspuns: Radacinile derivatei sunt: x'= 0 si x' =2 si
avem: Tfi{x'}) = a s$i f(x"") = a — 4 . Rezultatele sunt cuprise

in tabelul urmitor:

b —co 8] 2 +co
f(x} —co a a— 4 + Natura radicinilor
a < 9 - - - + 0 radiacind reala x1> 2
a =0 - 0 - + X = x_ =0 . X > 2
1 2 3
a e (0,4) - + - + xie (—c,0), % & (C;2), x3> 2
a =4 - + 3] + x £ 0, n=xn=2
1 2 3
a » 4 - + + + o radacind reala x1< O
4. Metoda grafici. Ecuatia F(x,m) = O se reduce la forma
f{x) = a . Numidrul ridicinilor este egal cu numarul pUnctelor de
intersectie dintre graficele: y = f(x) $S1 Yy = m .
3
. 3, 2 0 . ‘. _ — ¥ + 1
Exemplu: W+ mtT+ Zmx + 1 =0 «=> m = i 2 -

NumiArul ridicinilor ecuatiei date este egal cu numirul punctelor

de intersectie dintre graficele:

a
X+ 1

»i{x + 2)

S. Relatiile lui Viette.

EXemplu: S3 se arate cd ecuatia:s

a

3+(az+?+1)-xz+bux+c

x* + (a + 1) x

0 , cu a,b,c e R
are cel mult doud radicini reale.

Raspuns: avem:
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f ¥ o+ n + % + g = -5 - 1
2 < 2 a =2
U S - { F i v X = a + =5 + i
| 12 23 3 4 2
. . - T N
=2 t X + x4+ 3 +x T =a o4+ 2a4+1 <=3
1 2 -] 4
2 2 = - ) ) 2
C=> x + % 4 x4 X+ PN K T RN A ..+ XK } = a+ 22 + 1
1 P 3 4 172 2 3 - S
X 2 2 2 2 2 , . . .
«=> x o+ 2, Fox_ o+ S e L < 6, deci ecuatia ars cel

sutin doud riddcinl coasplexe.

&. Utilizarea tecremei de medie.
Tearemi: Dacd f:fa,B} ——— B este integrabili Riemann

{ deci marginitd }. oxist3s 4 = [a,M] astfel incsSt:

b

j f{x) gx = pu(b - a}
o

Exempiu: Fia $:[0,1] ——s R c&ntinué $i astfel incat

1

Zf f(x) dx = 1.53 se arate c3 ecuatia f{x} = x are o ridicini
o :

&€ (U.1) .

o 101}
Raspuis: Tixl = »1 {=> F{x) - xn =90 ., deci notdnd:

I

hix} = fix) - x trebuie aritat ci ecuatis hix) = 0 are o radacina

<

3 3

in intervalul (0,1}. Avem:f; F{x) dx = 1 ,<==3% Elgth(x?+x) di = 1
S z

C==3 Zf n{x} = & ., Dar: g' R{x: = 4 . conicrm tesremel de medie,
s} o]

“u opoe im,M) . Funciia h Tiind continuid, are propristatea lui

Darboux, deci pentru existd » e (0,11 astiel incat u = hix ).
: H o * H o

EXERCITII:

1. Ecuatiile:

v

< 3 z -
a) X = xu + ¥+ oax ¥+ f3=9

o
Ay



. 3 2
b} X = (sin &) %0 + 3 «+ 3 + y =9

P 3 z
€ % - Y2 x +ax’+ B+ 1 =0

nu pot avea toate radacinile reale dacd o,3,y R .

. , 2 2 2 2 .
Andicatie: a) x° + %% + X+ u <0
1 2 3 4

2 2 2 2 .
b} X o+t x_ + 3" + % = gin“a -2 ¢ 0

1 2 3 4

2 2 2 2 . N
c} o+ Mo+ uT o+ wT =0 . ¥ » ¥ ¥ < 0

1 2 3 4 1 3 4

<. Daca f:00,1] ——— R este continui si cu proprietatea

1 - .
f fix) dx = = | aturci eacuatia f(x} — sin ax = 0O are o rada-—-
o

- Dacd Ff:{0,1] — 3 R este continuid si cu proprietatea

L oro . . . 2
S] Tix) dx = 2a + 3b + bc , atunci ecuatia fi(x) - ax ™~ bx - c = 9
are o radacina in (0,1) .

4. Dacd f:[0,1} — , R este continui si existid n > 1 pentru

. 1 1 .
care f f(sx) dy = 1 + Z t ee- * =~ ., ecuatia:
o
(L = x3-f(x) = 1 - %" are o ridacini in (0,13 .

Indicatie: Se aplici tecrema de medie functiei:

Rix) = () = (1 + x + ... + "1,

(C) TEOREMA LUI LAGRANGE ( 1736 — 1813 )
Tearema cresterilor finite )

1. Enunt: Fie f:[a,.b} > R o functie continui pe [a,bl
$1 derivabila pe (a,b). Atunci existd c© € (a,b)
astfel inc3t:

f(b) - f(a) = ' (c)-(b - a)

2. Interpretare geometricd si algebrica

a2} Interpretare geometrici: Daci sunt indeplinite conditiile
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tepremei, evistid un punct c € (a,b) in care tangenta la grafic

este paraleli cu coarda ce uneste extremitidtile graficului.

b; Interpretare algebrici: Daci sunt indeplinite conditiile

teoremei, ecuatia: f'(x) = f(b; : :(a) are cel putin o rada-

cini in intervalul (a.b) .

3. Corolarul teoremei lui Lagrange: Dacid f este continua pe un

interval 1 si derivabila pe 1 M\ {‘xo} iar in 2 existi limita

derivatei: 1im f' (x) = x , atunci f este derivabila in Xy si
X =>X

f'{x ) =X .
o
Acest corolar permite efectuarea studiului derivabilitatii unei
functii intr—un punct mult mai ugor decit cu ajutorul derivatelor
laterale.
Exemple:

1. 84 se studieze derivabilitatea functiez:

E S
x - 1

2 / x < 1
fix) = 2 -
int - 2x + 2 ) » z 1
Rezolvare: 1In orice punct x = 1 functia este derivabila fiind

exprimati prin functii derivabile. Studiem derivabilitatea in

¥ = 1 utilizd@nd corolarul tecremei lui Lagrange:
—~ continuitatea in x = 1 :
—r

L (1) = lim f(x) = 1im 2~ ' =0
¢ X ->1 X -> 41

x<141 x<1
1, (1) = lim f(x) = lim In( ¥2= 2% +2 ) =0
' x =>4 X ->4

x>1 x>1

f(1) = 1n 1 = 0 , deci f este continui pe R ( si derivabila pe

RN {11 3 ).



~

- derivabilitatea . Pentru studiul derivabilitatii in x = 1 ,

avem:
[ 1.
- 1 —-2* "1 a2 x < 1
fix) = q tx = 1)
f(x - 1) % > 1
L X — 2x + 2
( f'stim ciA existi doar pa R - {1} )
EXERCITII:

I. 53 se studieze aplicabilitatea tecremei 1lui Lagrahge $* siA se

determine punctele intermediare c pentru:

2% - 2 X € [0,1)

1. f(x) = { x% + 1 %x e [1,2]
4x - 8 X € (2,3]
, sin x ®x e [0, —Z—)
2. fx) = z Tt 113
¥ + a-x + 3 X & (7;, ET3
- n 3
3. f(x) = l ( X = = )" cos x » % € [0,n]
4 f(x) = arctg x + arct 1= x x € TO.n}
- g g 1 + x : - .
r
BTN AU
2
e € [-1,11 , x = 0
5. f(X) =
0 ®x =0
Indicatie: 2. Conditia de continuitate in x = -g- este:
2 T 1
'%Z‘ *ag- + 3= 5 , iar conditia de derivabilitate ( corola-
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rul teoremei Lagrange ) este . Punctul c

1)
.\
0~[ R
+
Q
I

este solutia ecuatiei: f'(x) = = =0 .
z ~°
II. i. Fie f(x) = ax® + by + = . SA se aplice teorema cresterilor

finite pe intervalul {N1’Xz] . giAsindu-se punctul c intermediar.
Si se deduck de aici un mod de a construi tangenta la o parabola

intr-un punct dat al ei.

2. Avem: m < £ (%) <M pentru orice » € 1 , daci si numasi

daca:
m-ix — v} < jfix) — f(y)}| £ #M-|x - vl ¥ 2.y €1 . (L)

3. ( Generalizarea teoremei lui Rolle ). Dacd f este contiﬁué

pe [a,b] si derivabili pe (a,b), exista c ¢ {a,b) astfel inc3t:

sgn( f(b) — f{a) ) = sgn f'(c) {L2)

4, Presupundnd ci f este de doud ori derivabila intr-o vecina-
tate V a punctului a, si se arate ci pentru b suficient de mic

exista: p.g € V astfel incat:

a) f{a + h)Z; f(a - h)y _ £ (p)

-_— — I }
b) f{a + h) f(za h)y —-2f(a) _ £ (q)
h

{Manual)

S. Fie f:[{0,o») —— R o functie derivabila astfel incat

lim f(x) = 0 si fie a > 0 fixat. AplicSnd teorema Lagrane pe
X ~>CO

fiecare interval [ a+n ,a+n+ 11, nelN, si se arate ca

existi un sir ( » ) " avand limita infinit si astfel incat:
n neiN

LY

ia}
lim f° ( . ) = — f(a)
& i

X => 1

6) Teorema cresterilor finite se mai poate scrie:
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f(x + h) — fi{x) = h.of ' (x + ch) cu

SA se aplice aceasti formulld functiilor a) f(x

c e (0,1).

2

) = x° b) (%) = %,

c) f(x) = mx + n $1 s& se studieze valorile corespunzitoare punc—

tului real c.

REZOLV ARI :

X + X

1. = 2 2 s deci fiind dat punctul de abscisi c, pen—

S

tru a construi tangenta in punctul ( c , f{c)

]} al graficului

consideram dould puncte simetrice fati de c: x1= c—g ,x2=c+s.

Tangenta trece prin punctul ( c 5, f(c) ) $i este péralelé cu

cocarda determinata de punctele ( ®,oa TOx) )

Si ( x, s T

2. Necesitatea: Pentru x = vy L.1) este verificati, iar

X ®2y avem: (L1} <=> m < i f{x) — f(y)

® Ty

<< M o=

(%) )-

pentru

<=3 m =< f'( Cx ) = M inegalititi adevarate datorita ipotezei.

i

Reciproc, fie x € 1 ogarecare. Pentru x =

c=> m < i f(x) — fy) ‘<

-y

3. Distingem trei cazuri=*~ {1} f{a) < (b

y (L1} <=>

=M si facand pe y sa tinda la ®e avem:

} « In acest caz

trebuie si aritam ci existA c € {a.b) astfel inc3t f'(c) » O .

Dacia prin absurd, am avea £'(c) <0 pe (a,b), ar rezulta ca f

este descrescatoare, deci ‘f(a) > (b} .
(3) Cazul f{a) > fib) este. analecg cu (1).
4. a) Se aplici teorema lui Lagrange lui f
b) Se aplicid de doud ori teorema lui Lagrange

f{a + %} — f(x) pe intervalul [a - h , a].

pe [a - h,

functiei g(x)

(2) f(a) = f(b) . Ne aflam in conditiile teoremei lui Rolle.

a + hl.



6. a} ¢ = 1/2 , c) se obtine mh = mh,deci‘c nu se poate determina.

(D) TECGREMA LUI CAUCHY ( 1789 - 1857 )

1. Enunt: Fie f,g:[a,bl ——— R continue pe [a,b) si deri-—
vabile pe (a,b) astfel fincdt g ' (x) = 0 V u € {(a,b).

Atunci exista < € (a,b) astfel incat:

f(b) - f{a) _ f '(c)
g(b}) - g(a) g (c)

2. Interpretare geometric2 si algebrica

a) Interpretare geometrici: 1In conditiile teoremei existi un

punct in care raportul pantelor tangentelor la cele doua grafice
este egal cu rapoftul pantelor rcorzilor ce unesc extremitatile

graficelor.

b) Interpretare algebrici: 1In conditiile teoremei, ecuatia:

£ () (gtb) -~ gta) }J - g (x)( f(b) — f(a) ) = 0 are cel putin o

radicini in (a,b).

EXERCITII:
I. SA se studieze aplicabilitafea teoremei lui Cauchy si si se de-
termine punctul intermediar c pentru:

1. f(x) = 1n x , g(x) = -s— s, f,g:[i,e] — R

2. f(x) =1ln x , g(x) =2x -1 , f.g:f1,e] — » R

3. f(x) = sin » , g(x) = cos » , f,g:[-%— . %}] {Manual)

Z - x? s »x € [1,3]
>

- = X € [0,1]
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gix) = x° + 1 , f,g:{0,3] —r0— R

II. 1. Daci t are derivate de orice ordin pe [a,b}, aplicind for-

mula lui Cauchy functiilor:

a) g(x) = f{x) , hi(x) = b - x , si se arate ci exista

€ € (a,b) astfel incit f(b) = f(a) + (b - a)f’'(c) .

b) g(x) = f(x) + (b = x)f'(x) , h(x) = (b -~ %)% , s& se arate

ca existd c € (a,b) astfel incat:

(b — a)?
f(b) = f{a) + (b ~ a)f‘ (a) + —~—jg—*——f"(c)
B — x (b — x)z :
c) gix) = f(x) + -——TTJ—f‘(x) + rE £ rix) ,
h(x) = (b -~ x)° , =4 se arte ci existdi c e (a,b) astfel incit:
(b — a) (b - a)2 (b - a)®
f{(b) = fia) + —-—1—‘—-——-f'(a) + —i,!——f”(a) + ——S-r———-f"‘(C)
z
d) g(x) = f(a) + -E—ITE-f‘tx) + .JELjﬁlQ__ + ...
+ (b — x)" £ _ Nl
" —hT () 5 g(x) = (b — %) . B3 se arate ca
existd c € (a,b) astfel incst:
fib) = . b —a _, (b - ay? _,,
{b) = f(a) + ‘——1!—f {ay + ——E——-f (a) + ...
(b - a)n o {b — a)h+1 N+
S Y e - s e A

2. Aplic3nd concluzia de la punctul b), si se arate ci nu exista
functii f:R ———» R de doud ori derivabile astfel incst:
f{x) = O S1 f ' (x) < 0
( nu existd functii nenegative si strict concave pe intreaga axa

reali ).

REZOLV ARE :

2. Din f'°(x) < 0 pentru orice x e R , deducem ci f' este
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strict descrescatcare si deci nu putem avea f' (x) = O pentru
aorice x € R . Asadar, existi % E R astfel incst f'(xo) = O .

Dar atunci din relatia:

2
{ » — xo)

f{x) = f(xo) + ( n - xo)f'(xo) - - £ ()

rezultd f(x) - f(xo) < (x f\xo)f (xo) . (C1)
Avem doud situatii: (1) dack f’(xo) > 0 , fic3nd pe x sia

tindd la -« in (Cl) avem:

¥ 3 - E 3 — e « F—
tim [ f(x) - fix_) ) lim ( X VF 02 ) ©
X => -0 X => >0
prin urmare lim f(x) = — o — contradictie .
X =>=CC
{2) daca ¢ xo} < 0 obtinem aceeasi contradictie daca facem

pe x =& tingid la + oo.
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6 EGALITATI SI INEGALITATI

EGALITATI

Se stie c3 daci derivata unei functii este egall cu zerc pe un

interval, functia respectivi est{e constantid pe acel interval.

Aceastd cobservatie permite demonstrarea uncr egalitati de forma:
fi{x) = g(x) + C

sau, in particular, , v : -
f{x) = g(x) si f(x) = C = constant

Intr—adevar, f(x) = g{(x) + C <«<=> {f(x) — g{x) ='C’ $i pentru
demonstrarea acestei egalititi este suficient si demonstram ci:
‘( f{x) - g(x; ] =o.

Observatie: Daca derivata este egala cu zero pe o reuniune de
intervale disjuncte, este posibil si difere constanta de 1a un

interval la altul.
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Pentru determinarea constantei C, putem utiliza doui metode:

1. Calculim expresia f(x) — g(x) intr—un punct convenabil
ales din intervalul considerat.

2. Daci nu este posibil si& aplicém metcda precedentid. putem

calcula 1im ( f(x) — g(x) ) s X tiind de asemenga un punct con-—

X ->Xx

venabil ales (un capidt de interval).

Exemplu: SA se arate ca avem:

-3 x € (—» , —1)
1 - x 4 -
arctg x + arctg ——— =
1 + x 4
—4— XE(—I,G))
Rezolvare: Pentru h(x) = arctg x + arctg-%—%—é— avem h’' {(x) =

QO

pentru orice x € R \ {~1}, domeniu ce este o reuniune de intervale

disjuncte. Calculam valoarea constantei pe fiecare interval.

(1) Pentru x» > —1 , alegem punctul x = 0 1in care putem face

usor calculele: h(Q) = arctg(0) + arctg(l) é%.

(2) Pentru x < -1 nu gasim un punct in care si putem calcula

usor valocarea lui h, ddar observam c3 putem calcula:

. - _n _ = _ 3n
Lim hx) = m g T 5 2 -
xX<~-1
INEGALITATI

Metoda 1: Utilizarea teoremei lui Lagrange sau a teoremei lui

Cauchy.

in unele inegalitati poate fi pusid in evident3 o expresie de
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f(b) - f(a)

g « T si punctele a,b fiind cofvenabil

forma:

alese. In acest caz se poate utiliza tecrema lui Lagrange pentru
demcnstrar=za inegalititiz respective, inlocuind expresia:

f(b) — f(a)
b - a

din inegalitate, cu f' {c). Noua formid a inegalititii se demonstrea-—
za tinand cont de faptul cd a < ¢ < b si de monotonia lui f°.

Un procedeu aseminitor poate fi aplicat daci in inegalitate se

f(b) — f(aj

poate pune in evidentid o expresie de forma 5(b) —g(a) ’ utili-
zé&nd tecrema lui Cauchy.
EXIMPLE:
1. Utiliz8nd tecrema lui Lagrange, si se arate ci:
_.9_:_a_ < lni < _E’__—_.a._ . daci O < a < b.
b a a
Rezolvare: Parcurgem urmiAtoarele etape:
i - 3
{a) PFPunem in evidentia o expresie de forma f‘b; — :(a, obser—
vand ca ln-g— = 1lnb - 1In a si impidtind cu b - a.lnegalitatea
devine: :
i In b - 1n a 1
= < - < =
b b - a a
{b}) aplicidm tecrema lui Lagrange funciiei f(x}) = ln x pe inter-

valul [a,b]. Exista c € (a.,b) astfel incat:

Inb-1Ina _ _. _ 1
b - a = f (C)A c

{c) inegalitatea devine:

1
b

¢ X L
c a

Aceasti noud formi a inegalititii se demonsreazi tindnd cont de

faptul c& a < c <<b si f'{x) = -%— este descrescitoare.

-
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2. Utilizsnd teorema lui Lagrange, si sefarate cad e > 1 + x

pentru orice x *# O . -

Rezolvare:
Pentru a folosi teorema lui Lagrange, ciutim un interval [a,bl

s$i o functie astfel incat in inegalitatea noastra sa putem pune 1in

f{by — f(a)
b — a

evidenta raportul . Pentru aceasta eobservam ci daca
x # 0 , avem doud situatii:
{1) x-> 90O . tn acest caz putem considera intervalul [0,x] .

(a) Punem in evidenti in inegalitatea dat3d o expresie de forma:

—_ ¥ . .
f(x; — 6(0) observand ci dacX » > O . avem e » 1 + X <=>
X
=> 2 -1 5
»
{b) Aplicam tecrema lui Lagrange functiei f(t) = et pe inter-—
e’ - 1
valul [0,.,%]- Existid ¢ & (O,%) astfel incat —_— = () = ec.

-~
4

fc) Inegalitatea devine: e > 1.
Aceasti formi a inegalititii s= demonsreazd tindnd cont ca:

- N . . = . N ,
0 < ¢ < % . iar derivata f (%) = & este crescatoare { Zdeci

(2), Dacid x < O democnstratia se face analog.

Metoda 2: Metoda minimului

Aceasti metodi se bazeazi pe observalia cid daca X5 este un
punct de minim global { cel mai mic minim ) pentru o funtgie h
pe un domeniu D s$i daca h(xo) > 0 { cea mai micid valoare a ilui h
este nenegativi ), atunci h(x}) Z 0 pentru orice x € D ( toate

valorile lui h sint nenegative ). Futem demonstra deci inegalititi
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IV

de forma: fi{x} gi{x) adica f{x) — g{x) =2 O , cu alte cuvinte,

de forma: hi{x) 2 O .

Exemplwu: Utilizand metoda minimului, s3 se arate ca e’ > 1 + x

pentru orice x # O .

Rezolvare: Pentru a utiliza aceastad metoda'procedém astfel:
{a}) Scriem inegalitatea sub forma: h(x) = O :
e > 1+ x <=> ,ex - % -12>0

(b)Y Fie h{x) = e - 1 — x. Cu ajutorul tabelului de variatie

calculam minimul global { cel mai mic minim ) al lui. h :

Din tabel se gbservd ci h are un singur minim, in x = 0 , deci

acesta este s1 mirimul glabal. Valecarea sa este h(Cc)y = 0 . Deci

,

pentru x # 0 , avem h{x) > O .

Metaoda 3: { Inegalitdti pentru integréle, fari calcuilul

integraleilo

ferntru demonstrarea wcoc. inegalititi de forma:

b
as [ fx) dx =8

a

fAr3d a calcula integrala, se foloseste observatia c3 dacid m, res-—
pectiv M, sunt valorile de minim si de maxim global ale lui f pe

intervalul [a,bl, avem:

m=< f(x) = M pentru orice x e {[a.bl
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si deci integrand; chtinem:

b
mtb — a) < j f(x) dx < M(bk - a)

=3

deci pentru demonstrarea insegalititii propuse, mai trbuie demon-—

strate inegalit3tile numerice J):

W

o < atb - &) =3 M{(b - a) = |

Exemplu: Si se arate ca:

1 2 1 2

. pd i-X
2vY e = f e’ dx + f e du £ 1 + e
o o

Rezolvare: (a) Inegalitatea pote fi scrisd sub forma:s

2 4

1
»® 1-X
2y e = f ( g + e ) gy £ 1 + e
o

(b) Cu ajutorul tabelului de variatie calculdm mi-

nimul si maximul global al func;iei‘ fin)y = ex2+ erﬁz pe inter-—
valul [0,1] =
b Q ! i
vy 2z
£ (x) )} - - - O + + +
f() 1 + e N\ \ 2ve ‘l / 1+ e

Avem decli = Z¥ e si M=1+¢e .
Ccd Integrim inegalitatile m £ (%) =M pe in-

rervalul [a,b]l si cbiinem:

1
j 2v e dx <= f f({x) dx =< j {1 + e) dx <=3
o]

L= 24 e < f f{x) dx =< 1 +e .
o) .



Metoda 4: Utilizarea inegalitdtii din definitia functiiler

convexe { concave )}

Fie I un interval pe axa reald.

Definitie: Functia f:1 —— R este convexd pe 1 daci intre

orice doua puncte xt,kxz € I graficul lui f se afli

sub coarda ce uneste punctele de abscise x1 Ss1 %,

Fig. &.1

Cu notatiile din desenul aliturat, aceastd conditie se
exprimia prin inegalitatea: f(x) =< v .
Pentru a explicita pe x $i pe y. cbservam ca:

1. » scste in intervalul [xi, xZ} dacd 31 numai dacid se poate

scrie sub forma:

x = ox o+ (1= o) . cu o e [0.1] (E.1.1)

Intr—adevar,dacid x & [xl,le este suficient s3 luam o =(x—x2)/x1-x2)
pentru a avea satisficuta egalitates dorita.
Reciproc,.daci x are exprimarea din (E.I1.1)., pentru a arata

CA ¥ € [xi, le trebuie verificat sistemul de inegalitati:



v
7

1A
*

o+ (1 — oi-x b5
1 2 i

a-% + {1 - a)-x
i 2

FPrima inegalitate este echivalenta cu o« £ 1 , 1i1ar a doua ine-

galitate este echivalentd cu o £ 0O

Observatie: Conditia o e {0,1] din (E.I.1) este deci esen—
tiala.
Inegalitatea din definitla convexitatii devine:

f( arx o+ (1 = o), ) { ¥

2. Pentru a—1 exprima si'pe vy observam ci:

* = 81 = CA = LA f(xx)
CB
L - {x -
X, » f‘Y;) b4
deci:
- + — - '.r — —
a x1 (1 o) \2 x1 _ Y f(xi)
xz - ax, - {1 — a)'xz f(xz) -Y

de unde rezuliti:
y = a’f(xi) + (1 - a}-f(xz)

Inlocuind pe % $1 pe v. obtinem:

f:] ——3 R este convexa <=>

4=> {V x_s% €l v ael0,1] f(ax;#(l—a)xz) < afix ) + (l—a)f(xzkj

f:] — R se spune cid este concava daca pentru orice
X aX% & I 4 intre punctele de abscise x1 si %, graficul functiei f

este deasupra corzii ce uneste aceste puncte, adica:

Y x,%x sl V ael0,1] flox +(1-adx ] 3 af(x) + (1-e)fix)
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Se stie ciA putem

functii de doua or:i

tei a doua:

(%)

> 0

pe I <=3

f°'(x) O pe I <=>

verifica convexitatea i1 concavitatea unei

derivabile pe un interval cu ajutorul deriva-

convexa pe I

¥ concavid pe 1

Utiliz&nd cele doui moduri de‘exprimare a convexititii putem

formula si demonstra unele inegalitati.

Exemplu:

Rezolvuare:

deci:

V., xeR Vae (0,1)
1772
de unde pentru o =

EXERCITII:

S3 se arate ci pentru orice X, si x_ din R avem:

Functia f(x)

L
2

I. S3A se arate ca:

1.

3.

4.

arcsin

arcctg

2arctg

arcsin

Pentru

N + arccos X

X + arctg-%—

¥ + arcsin

X
e

este convex3 pe R (f° ' (x) » 0),

flo + (1-a)x ) < af(x) + (1=o)fix)

It

I

-

cbtinem inegalitatea din enunt.

pentru orice x e [-1,1]

-’2’— % € (—c0,0)

é; ¥ € (0, )
7T ¥ € [1,x)
- X € (“CD,"].}

cosY x + ; 3 -sin ¥ x -

‘intervalele

I
1

o1
T2

c R

sa consideram functiile con-—



tinue si injective f:I1 — R, g:I2 — 3 R si constanta

€ in interiorul 1lui f(I;)' Din conditia f(u(x)) = ¢ + g(x) re-—

Zultid wuf{x) = f"x(: + gind)} pentru orice x care indeplineste con-—

ditia c + gi(x) e f(Iik - Utilizand aceasti observatie, si& se con-

struiascid egalititi de forma hi(x) = c pentru:

(a) f(x) = arccos x , g(#) = w2
(b} f{x} = tg » , gix) = 3n + 2
(c) f(x) = ™ |, g(xy = tg x

Raspuns: {(a) Avem F:[-1,13 —— R , f([-1,1]) = [—%}, é%],

gf(0,%) ———— R . Determinam functia u din caonditia:s

2

f(ul(x)) = ¢ + g{x} care devine affcces ul(x) = c + x s
. 2, T
deci ufx} = cos{c + x }. Pentru ¢ = a de exemplu avem
v 2 2 . 2 . . s
u(x} = ‘—77—-( cos ¥ — sin ) . lar din conditia:
P

174 2 T b T .
vy + % e [—-1,1]1 deducem x e [ /1 a /1 - a ] =1

deci avem:

N

—_ 2 ..
Y 2 ( cos x° ~ sin x° ) 2 7
arccos - = e,

ITI. UtilizEnd teorema lui Lagrange, si se demonstreze inegaliti-

]

1. b-a ctg a — ctg b < ji:%;L— » L[a,b} ¢ ( o, = )

51n2 b sin a 2
2. b-a ctg a — ctg b < b-a , [a,bl c ( z .= )
. 2 . 2
sin a sin b
3 X * L in(x +2) < x4+t % > -1
. T < » 4 . X%

186



el+p?
< 2 !
4. e 4 > s Y xi,.‘ze R
1 1 .1 )
< _ S =,
5. ——— 4 ln[ 1+ = ] — » N> 1

8. Utiliza&nd teocrema lui'Cauchy aplicata functiilor:

TOt) = (1 + £)In(1 + t) , g(t) = arctg t , f,g:[0,x] — , R

arctg x

T+ s pPentru x > O .

sS4 se arate ca In(i + %) >

III. Utilizand metoda minimului si se demonstrecze inegalititile:

1. 2§ 2x-arecsin % + 27Y 1 + xz - xz <7 -1, x%x e (~-1,1)

3

2. -3 { 2c08 x — rcos 2x £ S s %X € R
3. ln( 1+ 2x + 2u° ) > - L x € R
2 s
)’3 -
A, x - ?%-< sin x { x , x > O
\l2 -
5. x - -%— CIn(l + %) <x, x>0

. x 714
6. sin x x+ 1 * %€ [ o, 5 ]

. _
7. 2[1+x“”] > (1 +x" Y™ | w0, neN

IV. Firi a calcula integralele, si se arate ca:

1 -3
1. ?(ff+5dx<1
-t 40\
1 2 .
2.1<fe'dx<e
o]
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-3
4. 10<f'/x2+1dx<1'17
-4

T
2 -gin x 7T 1
6. f dx<-—2—(1-‘-e—-)
o)
in 7
7. | sin e dx ¢ m - 1
(o]

V. FArA a calcula integrala, si se arate care din urmitoarele
integrale are valoare mai mare:
2 2

1. filn‘u + %) dx sau J‘i

bd

dx
1

+

b

10 ' 10 '
2. j; x-arctg x dx sau J; in( L+ 2 ) ax

>

7 £
2 2 .
. n . T+
3. f sin x dx sau f sin % dx
o o
Indicatie: Utilizid3nd metoda minimului se demonstreazd i1negali-—

.

tati de forma fi(x) < fz(x) sau fx(X) ; fz(x) pe intervalele

considerate. Integram apoi inegalitatea obtinuta.

vI. 1. Daca f:1 ——» R eate convexa, atunci pentru orice

’

xi,xz, ...,xne I , avem inegalitatea ( lui Jensen ):

. N+ x2+ s = * xn ‘. f(xi) + f(xz) + ... + f(xn)
n n

{Manual)}

2. Utiliza@nd inegalitatea 1lui Jensen ablicaté functiei con-
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vexe f(x) = ex, s3 se demonstreze inegalitatea mediilor:

a+a+ ... + a
1

n 2
1/; C A " ee. ° A Y
1 2 n n

3. SA se arate ci pentru orice XKoo Xoo ane % & [ O %; ]

n

avem:
X+ x4+ ... + N . sin ¥ + sin X 4+ ... + s51in %
4 2 n 1 2 n
sin ’
iy n n
¥+ HF .. N Cos ¥ + €COsS %X + .». + €CcOS %
1 2 n 1 2 n
- cos - b

n n
Care sunt domeniile maxime ce contin pe zero, in care au loc
aceste inegalitiati ? Dati exemple de alte domenii, ce nu contin
originea si in care au loc inegalititile ce mal sus. In ce domenii
au loc inegalitatile inverse 7

4. Utilizdnd concavitatea functiei logaritmice demonstrati

N,

cid pentru orice xi, ¥ . ase 5 X > O avem:

R R+ .. X
. 8 2 n

1 2 n n

5. ArAitati ci functia f(x) =x , a> 1 , %3 0O este
convexi. Utilizand aceasti proprietate aritati cid pentru orice

numere nenegative xi,k x eee ¥ are loc inegalitatea:

SN -1 o a a
(>:+ ¥ o+ ... + M ) in ( O+ M+ ... + 0N )
1 2 n 1 2 2]

6. Aplicand inegalitatea lui Jensen functiei f(x) = x sa

se arate ca pentru orice x1,x2, «ea. ox € R , avem:
1 n

2 2 2 2
( X + M+ ... + N ) 4 n-( HS 4+ M F ee. oM )
1 2 nt 1 2 n /.

Ce inegalitate analoagid se poate deduce din functla convexa
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f(x) = x>, pentru x » O ? Dar din functia concavid f(x) = %3,

pentru x £ 0 ?
7. Aplic3nd inegalitatea lui Jensen pentru funcgia convexa

fix) , pentru x y 0 , aratati cd daca:

XIH

n n-4
P(x) = ax + a " + ... +ax + a
n n-1 i o

este un polinom cu toate riadicinile reale si pozitive, avem:

2 n 1

a2 a
n-1 o

. Ce se poate spune daci polinomul are toate ra--

dicinile reale $i negative 7

REZOLVARI :

2. Comparand membrul drept al inegalitatii de demonstrat cu
membrul drept al inegalitatii lui Jensen, deducem c3 punctele
x‘,xz, cee X se determini din conditiile:

f(x1) = a‘ s f(xz) = a2 s o= 3 f(xn) = a

Avem:

e = a =» %= 1ln a $i, in general, x= 1ln a
1 1 1 19 L

Cu aceste puncte inegalitatea lui Jensen, pentru f(x} - -= ex,

devine:

Ina +ina + ... + 1ln a
1 2 . n

a+a+ ... + a
1 2 n

e <
n

Ficiénd calculele in membrul sting, se obtine inegalitatea.

-

mediilor .

w| A

3. Pe intervalul [ o, ] functiile sin x $i cos x sunt
concave. Cel mai mare interval ce contine originea s$i in care este
este concavid sin x este intervalul [0,n]. Pe [n,2n] de exemplu

aceeasi functie este convexa, deci inegalitatea din enunt se schimba.
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7ZPRIMITIVE

CONEXIUNI CU ALTE NOTIUNI SPECIFICE FUNCTIILOR

Definitie: Fuhc;ia f:I ——— R are primitive pe interva-
lul I dacd exxistd o functie F:I —» R deriva-

bilad si F'{(x) = f({x) pe I.

Se stie cd dould primitive difera printr—g constantia:
F (x) =F (x) + C
1 2 ,
Multimea tuturor primitivelor se numeste integrala nedefinita a
functiei f $i se noteazid cu:

J fix) dx

FPentru a putea enunta metoda prin care se poate ar3ta ci o

functie are primitive $i metoda pentru a ardta cd q functie nu are

3
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primitive , amintim o parte dintre legiturile care exista intre

principalele notiuni de analizid matematici studiate in liceu, re-

lativ la functii:

1. LIMITA

2. CONTINUITATEA

3. DERIVABILITATEA

4. PROPRIETATEA LUI DARBOUX

5. PRIMITIVA

6. INTEGRALA

Legiturile intre aceste notiuni sunt date de urmitoarele pro—

prietiati:

P‘) Orice functie

punct:

Pz) Orice functie’

acest punct:

Pa) Orice functie

Darboux pe [a,bl:

P,) Orice functie
Ps) Orice functie

Po) Orice functie

lui Darboux pe [a.bl:

continua intr—un punct xo are limiti in acest

C s L

derivabila intr—un punct X este continua in

D » C

continuid pe [a,bl are proprietatea lui

C » Darb.

continui pe [a.b] are primitive pe (a,bl:

c >y P

continui pe [a,b] este integrabilld pe [a;b]:

C . i

care are primitive pe [a,b]l are proprietatea

P +» Darb.

P,) Daci o functie are preoprietatea lui Darboux pe [a,bl,

atunci in orice punct X in care limita ( 1imita lateralia )

existi, ea este egala cu f(xo).

192



Consecinte: 1. O functie cu proprietatea lui Darboux ( deci

o functie care admite primitive ) nu poate avea intr-un punct %
i

.

limitid ( limitd lateralld ) infinita.

Functiile pentru care cel putin o limita laterali este

infinit3 sau diferi de f(xo) nu au primitive .

2. Dacid f are proprietatea lui Darboux pe [a,bl]

31 % este un punct de discontinuitate, CEL PUTIN O LIMITA LATERA-

LA NU EXISTA.

Darb. + discont. — ====== > AL (%))
o s "o

Datoriti implicatiilor de mai sus, putem forma tabloul:

DERIVABILITATE

1

CONTINUITATE

|
1

/’j-: \\

4
e 4 ~

INTEGRABILITATE | ' PRIMITIVA 1 L IMITA

{ Riemann i

~

s DARBOUX
x°~ discont. —p ﬂ lg(xo) s5au j Ld(xo)

OBSERVATIE: Daca xo este un punct de discontinuitate pentru f,

este posibila una din urmitoarele situatii:

{1} limitele laterale existd st sunt finite
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(2) o limiti laterali este finita, cealalti este infinita
(3) ambele limite laterale sunt infinite

(4) o limita laterélé este infiniti, cealalalti nu exista
(S5) o limita laterali este finita, cealalalta nu exista

(&) ambele limite laterale nu exista

DINTRE TOATE FUNCTIILE DISCONTINUE IN CEL PUTIN UN PUNCT,
SINGURELE CARE EVENTUAL AU PRIMITIVE SUNT ACELEA PENTRU CARE CEL
PUTIN O LIMITA LATERALA NU EXISTA ( 1AR CEALALTA, DACA EXISTA,

ESTE FINITA ).

De asemenea, si observam c3 desi in cazul (1) functia nu are pri¥
mitive pe [a,b] (nu are proprietatea lui Darboux)} totusi. dacad in
plus,limitele‘laterale,sunt egale, atunci f are primitive pe
fa,b) N { xo}, prin intermediﬁl functiei fp —~ prelungirea prin
continuitate a restrictiei lui f la demeniul [a,bl N { % 5.

o

a x £ O
Exemplu: f(x) = are proprietatea lui
si !

1
n-— X ¥ O
3

Darboux pentru orice a  [-1,1], dar nu are primitive daci a = O.
tntr-adevar, presupunand prin absurd ca f are primitive, fie F

o primitivid a sa. Atunci F trebuie si fie de forma:

a- X +-c1 i Xx £ O
F{x) =
N N
f sin —dx + C % > 0
X 2
! T | .
Pentru a calcula f sxn-;—dx observam ci sin-— provine din

. s 2 1
derivarea functiei x cos - - Intr—-adevar,
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deci: sin-%— = ( x2cas 2- ) —_2x-cos-%- Sis

f sin-%—dx = f( xzcos-é— )'dx - Zf x-cos-%—dx =

= x%cos L - 2f % cos -dx .
X %
Functia gi{x) = x cos-%— are primitive pe (0,x), decarece este

continud pe acest interval, dar nu are primitive pe [C,o} { ne
intereseaz3 ca intervalul si fie inchis la rero pentru a putea
studia continuitatea si derivabilitatea lui F ).

Observam ciA deocarece %{?og(x) = 0, putem considera prelungi-
x>0

rea sa prin continuitate:

1 )
x-cos-;— ® o Q

. g (%) =
- P O X =0

Aceastd functie fiind continud pe [0O,x), are primitive pe acest

interval. Fize G una dintre aceste primitive. Atunci:

f sin 2 dx = xZcos + - 2-G(x) siz
X ®
a-» + C‘.1 X £ 0
Fix) = 2 1 »
¥ £OS — = 2-6(x) + C2 ¥ > 0

FPunem conditia ca F si fie continui in %= 0. Avem:

F(o) = ls(O) = C1 . ld(O) = —-2-6(0) + Cz »

deci trebuie si avem Cz= Cx+ 2-6(0) si atunci pentru primitiva

7

obtinem urmatocarea formi:
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a-x + C1 . X { O

F(x) 2 n
» cos-;— - 2-G{(x) + 2-G(0) + C1 ® > 0

Punem conditia ca F sa fie derivabili in zero:

Fro) = 1ip 20 ZFQ) o,
s X ~>0 X
X <O
2 1 :
w?cos — - 2G(x) + 26(0) + € - C
F'(0) = im F{x) F{0) _ im b 1 1
d x ->0 X% x =>0 »
>0 x>0
= -2 L1im G(x) ; GO . —-26° {0) deoarece G ecte derivabilad 1in
30
sero.Avem G (0) =g (0} =0 (G este o primitivid a lui gp ) .deci
P
FA(O) = 0. Prin urmare F nu este derivabila in zero dacid a = 0.
Observatie: Pentru studiul derivabilititii am mentionat doua

metode: utilizarea definitiei si utilizarea corolarului tecremei
lui Lagrange. S3A observam ca in exemplul de mai sus nu putem utiliza

corolarul tecoremei lui Lagrange deocarecs nu existld 1

Tébloul de la pagina 193 ne permite s3 formulam métode pen—
tru a arita cid o functie are primitive si metode pentru a arita ca
o functie nu are primitive.

Vom enunta acestevmetode $i le vom exemplifica,in primul ra&nd cu
EXEEcigii din manualul de analizi matematica cls. XIl,pentru a sub-
linia astfel necesitatea familiarizirii cu diversele notiuni intsl-

nite in manualele de liceu.

(A) Metoda pentru a ardta ca o functie are primitive

Primele trei metode se deduc din tablou utilizind implicatii de

forma a ——— b :
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(pr) Aritam cia functia este derivabila.

(EPZ) Ariatiam ci functia este continua.

(EPa) Construim primitiva.

(EP‘) Aratam cd functia este o sumid de functii care admit pri-
mitive.

De retinut cid metoda EP2 este preferati metodei EP1 decarece este
mai usor de demonstrat continuitatea decst derivabilitatea,iar me-—
- toda EF’3 se foloseste doar dacad intr—un punct de discontinuitate

functia nu are limitd (este singura situatie in care mai poate

avea primitive).

(B} Metode pentru a arata cd o functie nu are primitive

Frimele trei metode se deduc din acelagsi tablou utilizénd
, echivalenta: a ——— b — non b ——— non a.

Avem deci:

a) PRIMITIVE
L 4 4'
b) P. DARBOUX
; l r . C——)
&) 3 ls( xo)
sau 3 ld( xo)
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-
non c) 3 la(xo) < @ s$i 3 ls( xo) = o sau
ald(xo)‘.’.m ald(xo)=co
\\\\ e///
b
e I non b) non DARBOUX
non a) non PRIMITIVE

Deducem astfel urmatoarele metode pentru a aridta ci o functie nu

are primitive:

( NP1) Ariatam cid intr-un punct de discontinuitate ambele limite

laterale existd si-sunt finite sau cel putin o limitd laterala

este 1nfinita.
( NPZ) Aratam cia functia nu are proprietatea lui Darboux.

{ NPS) Fresupunem prin absurd ci& f are primitive i1 obtinem o

contradictie.

{ NF4) Daca f este suma a doud functii, una admitind primitive,

cealaltid nu, rezultd cid f nu are oprimitive.

Exemple:

¢ EPD fin) =
2

are primitive deocarece f este contifnua.
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2x-sin<é— - cos-i— X #2 Q
C EPa) f(x) =

' 1 1 . )
Rezolvare: Observam ca 2x-51n-:— - cos — provine din deriva-

. 2 1 . S : A < .
rea functiei x S1n ——. deci c primitiva a lui f trebuie si fie de

forma:

xzsin-i— + C X = Q
F(x) =

Funem conditia ca F sa fie continui in zero:

L(0) = 1,(0) = 1lim (xsin=- +C)=C, F(O) = a
x =>0 ' ‘

deci o =L si avem:
2 . 1
® 51n-;— + C X = 0

£

Fex) =

]
o)

c bT4

Funem conditia ca F si fie deraivabili in zero:

F 1
N ¥»s5in— + C - C
)y - { .
F'(ory = 1im Fx) > Fea) = lim xx =
X ->0 . X ->0

S . 1 5 - . .
= 11im - -sin— = 0 { ceva marginit inmultit cu ceva care

X =>0

tinde la rero, tinde la zero ), deci F este derivabili in zero.
Dar trobuie s3a avem si F*(0) = f(O),egalitate care este de ase-

menea indepliniti,deci f are primitive.

» . ~

C EP‘) f(x) =
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5 ®x # 0O
Avem: f{x) = 1 = g(x) + h(x) ,
Z X = Q
2
. (cos—x—)/z ¥ = O
unde g{x)} = 5 s iar h(x} = . -
(0 x = 0
iar functiile g s$i h admit primitive.
(NP;) a) f(x) = [%]) — » nu are primitive pe R deoarece in

puncte xo=»n este discontinui si ambele limite laterale sunt

finite.
: 0 x £ O
b f(x) = nu are primi-
. 1 1 “
sin — — —COS X » > 0
X X
tive deocarece lim f(x) = — co.
X ->0

x>0

(NPZ) Functiile pentru care se utilizeazi aceasti metoda im
‘\ .

manual sunt de forma:

' g{x) x € @
f({x) =

hix) e R\ @

cu g si h functii continue, g # h . Vom de&bnstra pe acest ca:z
general ci f nu are proprietea lui Darboux. Demonstratia poate fi
adaptati la orice caz particular. |

Trebuie si demonstrim ci existid un intervalya cirui imagine
prin f nu este un interval. UtilizAm cele doui conditii din

ipoteza.

Rezolvarea exercitiuluti: Trebuie =% demonstrim ci exista uh in—

4
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terval a carui imagine prin funttia f nu este un interval,utilizand

cele doud conditii din ipitezi.

Din conditia g # h deducem ci existi cel putin un punct X in
in care g(xo) #~ h(xo).Atunci pentru £ suficient de mic interva-
lele (g(xé) - s,g(x°)+s) i (h(xo)—s,h(x°)+s) sunt disjuncte

(vezi figura de mai jos).

h(x°)+s +
h(xo) +

h(xo)—s +

g(xo)+s +
g(xo) +

g(x°)~s +

v

Din conditia g si h continue in go deducems

Ye >0 3 61> O Vx elR }x — xol < 6‘ =>» lg({x}) - g(xo)l < &

Ve >0 3 éz> 0O vVxelR I — xol < 62 => {h(x) - h(xo)l < &

Considerand,dupi cum am mai spu pe £ suficient de mic pentru ca
intervalele (g(xo) - £ 4 g(xo) + £) si (h(xo) —- £ , h(xo) + £) si
fie disjuncte,iar & = min{é‘,éz},rezulta ci imaginea prin functia f a
interValului( %" s , x°+ s ) Hu este un interval, deocarece:

X e (xo— 6,xp+ 8) N @ => Tf(x) = g(x) e (g(xo)—s,g(xo)+s)
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X € (x — &,%x + &)y n (R\N@Q)Y => f(x) = hix) = (hi{x )—e.,hi{x Y+e).
) o o o v

CNP3 3 Aceasti metodi presupune aceleaszi etape ca $i metcda EPa'

(a) cAutam primitive pentru ramurile lu:i f si obtinem o prima
expresie a lui Fj; b

{b) punem eondigia ca F s& fie continui in punctul { punctele
de legituri intre ramuri;

{(c)y punem conditia ca F sA fie derivabild in aceste punctes:

- daci F este derivabilia i F'(xo) = f(xo) . ém parcurs

metoda (EPS).

| - daca F nu estg_derivabilé ;n x, Sau Ff(xo) #'f(xo) s

am parcurs metoda { NPa).

x-sin-i- »w = 0O
X
(NP D f(x) = nu are primitive pe R.
4 1 2 o= 0
tntr-adevar, avem f(x) = g(x}) + h{x} cu
. . 1 N
¥o8in — w 2 0 : o v % O
g(x) = si hix) =
O ® o= O 1 ® = 0O

iar g este continuid deci are primitive 3i- h are limite laterale
finite in zero, deci nu are primitive. Dacid prin absurd f ar avea

primitive, ar rezu}ta c3d hix) = f{x) — g{x) are primitive.

Rerolvarea problemelor in care se cere si se. studieze dacid o
functie are primitive se poate face conform schemei logice

urmitcare:
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EXERCITII:
I. Utiliz&nd metoda (EPz), si se arate ci urmitoarele functizi

au primitive pe [R: .

1. f(x) = max{ X,x_ )

f a‘in(3 — x) x < 1
2. f(X)=< x ’
2%~ 2
| *x -1 x >1
3. fo) = {x—%—]—x‘
4. f(x) = min] x — k |
xE2L
1In(1 — %) ¥ % 0
s. f(x) =
Q v = Q

6. f(x) =

1 - x2

8. f(x) =

7. fT{x) = ‘
a - ®x = Q

II. Utiliz3nd metodele (EPS) - NPS) , si se studieze dacd ur-—

mitoarele functii au primitive:
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: Ix — 1 ®x 2
i. f{x) =

2% + 1 X > 2
1
) x 2 0
) cos -x—
2. f{x) =
‘ a =20
3. f(x) =max( L — x , In % )
cos-%— X <0
4., f(x) =
g arctg(a + x) ¥ 32 O
arctg-%— ¥ < 0
S. f(x) =
arctg x X 3 0O
8] x €O
6. f(x) = :
L -&—cos X Xx > 0
B x ’l
‘ ' . 1
g’ (®)wsin o0 X = O
7. T(x) = gix dacd g:R ——— R
a Xx =0
$1 satisface: g(x) = O <=> x =0 .
[ - a]-sin-%— x 20
8. f(x) =
8] ¥ =0
. .1
51n(51n-;7) ¥ #2 0
8. f(x) = \ ;

0 M = 0

10. Produsul dintre o functie h care admite primitive $i o
functie g derivabili cu derivata continui este o functie care

admite primitive.

Ind.: Daca H este primitiva lui h,étunci H.q ' este continui,deci
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admite primitive.Fie G o primitiva a sa.Avem (H.g — G)'= h.g .

'g(x)-sin-é} X # 0
11, f(x) = ) g fiind o functie deri-
0 ®x =0

sabilli cu derivata continui pe R.

III. uUtilizand metoda ( NPi), s3 se arate cia urmitoarele functii

nu au primitive:

arctg-é% ® < Q
1. f(x) = .
arctg x x > O
9] ®x £ 0
c. f{x) = 1
sin —  — -;—cos % x > 0
inf( t— t + 1) x < =
2
t<x
3. f{x) =
sup( -2+ t - 3 ® o> %}
t 2x -
® - -%}sin b4 x = Q
4. f(x) = =
0 =0

IV. Utiliz&nd metoda \'NPZ), sid se arate ca urmitoarele functii

nu au primitive:
3Ix ®x € @
2%+ 1 x e R\ @

'sin X % € @
Ccos % x e R\ &

1. (=)

2. f(x)
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1n x ® e Q

3. f(x) =
e” » e R\ @
¥ ox X € Q
4. f{x) = a
Y x Xx e R\ @
. -Ix] » & @
5. f{x) = 2
- x x e R\ @
Raspuns:
1. Functiile g(x) = 3% si h(x) = 2x2+ i sunt continue pe R

$i g # b . Vom arita cid f nu are proprietatea 1lui Darboux. Fie X
un punegt in care avem g(xd) = h(xo), de exemplu H = 2. Avem
g(2) = 6, h{(2) = 9 .

h - continuld in X = 2 <=>

<=> [ Veol>0 3 61> 0O VxelR, |x - 2] < 61 => |3x — 6} < & ]

-

g — continui in x°= 2 L=x

<=3 [ Ve>0 363>0 YxeR, Ix -2 <5 = 2%+ 1 - 9| < & ]

Fie £ astfel incdt intervalele (&6 — £,6 + &) i (? — £,9 + &)
sd& fie disjuncte. De exemplu £ = 1 si fie & = min({ 6‘,62).
. - |
Atunci imaginea intervalului (2 - 8,2 + &) prin f nu este un in-

terval decarece pentru » € @ N (2 - .2 + 8§) avem
f(x) = 3x € (5,7) iar pentru x e ( R\ Q) n (2 - 5,2 + &) avem

f(x) = 2x%+ 1 e (8,10) .

Y. Utiliza@nd metodele (EP‘) - { NP‘) si se studieze daci urmi-

»

toarele functii admit primitive:
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1 .
cos” — x 2 0

) % =0
, , 3 3 1 ‘ 1 . '
Indt.cat;.e: cos—x—= 4-cos - 3 cos—;—, deci f(x) = g(x) + h(x},
cu: -
-1—4:05}-— X 2 0O 3-«:05-}— x = O
4 X v X
gi{x) = _ $i hi{x) = R
Q X =Q (o] x =0
1 1L T .
T+sinx "% "e[T’T]\{O’
2. f(x) =
a X = Q

sin%— xe[—%,-:—:—]\{O}
Indicatie: f(x) =

-+
0
1 ainl
1 + sin x b
+ Se pbtine a = 0 .
O X =0
sinn-i— ¥ = 0
3. f{x) = s nelN .
: O % = 0
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8 INTEGRABILITATE

Integrala se defineste cu ajutorul unei limite. Mult mai usor
intelege aspectele teoretice referitoare la integrala acela care
a inteles de ce este nevoie si se renunte acum la cele doui mari

categorii de limite avute in vedere p3nad la acest nivel:

1. limita ca@nd » tinde la’x0

e limita c3nd n tinde la infinit

$i se introduce o alti categorie de limite:
3. limita cdnd norma diviziunii tinde la zero.

Precizadrile care urmeazi sunt tocmai pentru lamurirea acestui
’
aspect.

Tecria integralei a aparut dintr—o necesitate practici, aceea

de a calcula aria cuprinsi intre graficul unei functii si axa Ox.

Fiind dati o functie mirginiti si { deocamdati ) nenegativa
f:fa,b] ——— R putem aproxima aria doritda cu ajutorul unor

dreptunghiuri avand baza pe 0Oy.



Pentru aceasta se consideri punctele:

Multimea acestor puncte formeazd o diviziune a intervalului [a,b]

~

si se noteazid cu A :

A= % b X vus b
{°$1!2! ’h}

Fasiile verticale realizate cu ajutorul punctelor x au aria la

fel de greu de calculat ca $i aria initialld, datoritid conturului

superior. Obtinem dreptunghiuri dacd inlocuim contururile superi-

care cu segmente orizontale.

~n

L 4

1 1
z "1 “2 i-t F i n

Pentru ca aproximatia astfel obtinutd pentru arie s3 fie rezo-
nabilé este firesc ca aceste segmente orizontale si int3lneasca
graficul functiei. Observam ci o astfel de orizontala este unic
.determinaté de un.punét ft aflat intre x?ﬁ i xi. Am obtinut ast~
fél dreptunghiurile cu care urmiream si aproximdm aria ciutata.

Ariile dreptunghiurilor sunt:

(x = x)-TCZL) ( ®x,m X3 FC L)y eee , Cx = x  )-F0ZL )

Suma acestor arii se numeste sumd Riemann atagati functiei f,

diviziunii A si punctelor intermediare 81' Aceasti suma:
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oA(f,t) = {( x = xo)f( 81) + ( X, xl)f( tz) + ..
. ‘ n ’
see F Uk - x NF(Z) = 121( x = % _fCZ)
aproximeazi aria ciutati.

Necesitatea introducerii celei de-a treia categorii de limite

se datoreste necesitatii ca aproximatia si fie cat mai buna.

$i acum o intreﬁare: apfoxima;ia este mai buni atunci c&nd:
{a) dreptunghiurile sunt din te in ce mai multe
sau c3nd
(b) dreptungiurile sunt din ce in ce mai inguste °?
Observam ci "dreptungiurile sunt din ce in ce mai multe” daca
$i numai daci n tinde la infinit, dar ficand pe n s% tindi la in-
finit nu obtinem o aproximatie "din ce in ce mai buni”. Intr—adevir,
ldsand primul dreptunghi neschimbat, de exemplu, $i marind numarul
de puncte de la el spre dreapta oricit de mult (fic3nd pe n si
tinda la infinit)aproximatia ramdne grosiera.Aproximatia devine

insd din ce in ce mai buna dacia "dreptungiurile sunt din ce in ce

mai subtiri®.

Fentru a trece de la aceasti observatie intuitiva la concretul
matematic, observiam ci dreptunghiurile sunt din ce in ce mai
subtiri daca "cel mai gros dintre ele” devine din ce in ce mai

subtire.

Cea mai mare grosime a dreptunghiurilor determinate de o divi-

Ziune A se numeste norma diviziunii A.

' A 0 = max{ x — »n X - % cas X - X =  max X - X
¢ 1 o * T2 PO T -1, ¥ t:x,ne i t-x)

Asadar,

"aproximatii cat mai bune®” <=> "dreptunghiuri din ce in ce mai
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subtiri” <=> "cea mai mare grosime tinde la zero"” <=> "norma lui A
tinde la zerog" <=> | A § —— O .

Aria portiunii aflate intre graficul functiei f $i axa Ox este

deci:
lim oA(f,t
Al o : .
b
Aceastld limitd se noteazd cu f fix) dx s$i se numeste integrala
. a
functieir f pe intervalul [a,b].
b .
f f(x) dx = lim o, (f,Z)
a Al o

Fentru functii care nu sunt neap&rat nenegative pe [a,b] inte-
grala reprezintid diferenta dintre aria aflatia deasupra axei ox si

aria aflatid sub axa Ox:

v

a s b
2
k-
ff(x)dx=s—s+s
a i 2 3

Prin urmare, pentfu a obtine aria portiunii aflatd intre grafic

$i axa Ox, intr—un astfel de caz trebuie considerat modulul lui f:
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A = f" [£(x)] dx

a

L 4

Fig. 8.3

Revenind la afirmatiile (&) si (b) de mai sus, si observam ca:
“dreptunghiurile sunt din ce in ce mal subtir:" => “dreptun-
giurile sunt din ce in ce mai multe®, adicia (b)) => (a).

Altfel spus, it Al —— 0 = n ———> o .

Reciproc insi nu este adevarat intotdeauna. De aceea nu putem

renunta la # A} ——— O in favoarea luit n —— o . Totusi

exista un caz in care este valabili si implicatia reciprocid: atunci
c3nd punctele diviziunii sunt echidistante:
A ——% o => I A ¥ —— O pentru puncte echidistante

tn aceste caz dreptunghiurile au aceeasi dimensiune a bazei si

b - a ' . . .
anume X — x‘1= —_— pentru orice i = 1,2,...,n, iar suma
1 f N .

Riemann devine:

b - a
n

o, (F,2) (Feg) + ULy + e+ FLL) ) =

b - a ¢
- b2 Ve
151

Pentru astfel de diviziuni are deci loc echivalenta:
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I A —— 0 €=> A ——— @
care permit®, dupid cum s—-a vazut la metoda 16 de calcul a limi-
telor, utilizarea definitiei integralei la calculul limitelor de
siruri.

Inainte de a enumera si exehplifica metodele pentru studiul in-

tegrabilititii, si observam ci dacid functia este continui, printre

sumele Riemann aA(f,E) ce se pot obtine modificdnd doar in3dlii-
mile dreptungiurilor ( modificind doar punctele intermediare fi)
exiastli o cea mai mare s$i 0 cea mal mici sumd Riemann .$1 anume suma
Riemann avangd valocarea cea mai mare se obtine alegdnd punctele
¥ € x ., 1 pentru care:

1 -1 1

fOZ) =sup € FOx) | x €0 x_,x11=n , iar suma Riemann cu
valparea cea mai mici3 se obtine alegand punctele Et pentru care:
£ ) = inf { f(x) | » € [ % 4% 1 F=m . Notind cu 5, (f)

i i-4 i t A

$i respectiv sA(f) aceste sume ( numite suma Darboux superiocara,

respectiv inferigcara ) avem:

™
S,(f) = 2 MO = ) 51 s,(f) = ) ml x=ox )
1= 1 1= 1

3

i sA(f) 4 aA(f,t) < SA(f) gricare ar fi diviziunea A (8.1}

Punctele ft carevrealizeazé supremul, respectiv infimul lui f
pe intervalele [ xi_i,xi] existi deocarece se stie cd o functie
continua pe un interval inchis §i marginit este marginitd si isi

t
atinga marginile. Se stie (vezi teorema 37 din manualul de analiza

matematici cls. XI1) cg o functie este integrabild dacid si numai daca:

lim (S (f) —s.(f) 1 = 0O | (8.2)
uAu-m( A A )
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CONEXIUNI INTRE INTEGRABILITATE S1 ALTE NOTIUNI

SPECIFICE FUNCTIILOR

Pentru a formula astfel de conexiuni, completim lista propozi-—

tiilor Pi- P? enuntate in capitolul precedent, cu urmitcarele:

Pa) orice functie integrabild pe [a,bl este mérginité

Pp) orice functie monotonid pe [a,bl este integrabila -
i

}10) orice functie continui pe [a,b] este integrabilX

P ) orice funcitie care are pe [a.bl un numir finit de puncte

-2
s

de discontinuitate de speta intdi este integrabili.
Demonstratia lui Pxorezulté din faptul ci daci unei functii
integrabile pe {a,bl ii modificim valorile intr—-un numir finit

de puncte se obtine tot o functie inteqrabili si din proprietatea

de aditivitate fati de interval a integralei:

b c b
f fi{x) du = j‘f(x)'dx + f () dx
a

a (=]

Utilizand propozitiile de mai sus putem realiza urmatorul tablou

NR. FINIT ' MONOTONIE CONTINUITATE
DISC. 1 :

INTEGRABILITATE
{ Riemann )

l

MARGINIRE
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‘iar tabolul cuprinzand implicatii intre toate notiunile de care

ne—am ocupat este urmitorul (l‘ si lz fiind una din limitele

laterale):

DERIVABILITATE
1]
CONTINUITATE
MONOTONIE 3
l v LIMITA +
INTEGRABILITATE_} PRIMITIVE
l ~ by < o = w
MARGINIRE DARBOUX
(5> :c;u ( &)
NON CONINUITATE
(1) (2) (3) (4) ] (5) i &)
- - ~
31,2 <o | 35 L 1= 2 | 31,7 | 1 0 . IR
1 2 31 =cn 1 2 jl ’l 2
i 2 2

!

NON DARBOUX

!

NON PRIMITIVE

!

NON CONT INUITATE

Al

NON DERIVABILITATE

NON MARGINIRE

T

NON INTEGRABILITATE
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METODE PENTRU A ARATA CA O FUNCTIE ESTE
INTEGRABILA ( RIEMANN ) PE [a,b]

¢ I‘) utilizarea definitiei

( Iz) aritim cd este continua

( Ia) aratim ci are un numir finit de puncte de discontinui-
tate de speta int3i

€ 1) aritim c3 este monotona

( Is) aratam ca functia este sumid de functii integrabile

METODE PENTRU A ARATA CA O FUNCTIE

NU ESTE INTEGRABILA (RIEMANN) PE [a,b]

{ NIx) utilizarea definitiei ( aritim ca oA(f,E) nu are
limita finitad pentru H Al —— 3y 0 )

{ NIZ) aratam cd functia nu este marginita

( Nla} aratam ca functia este suma dintre o functie integra-—

bild $1 una neintegrabili .
Exemple:

C 11) Cad Utilizind definitia integralei, si se arate ci orice
functie derivabili cu derivata mirginiti pe [a,b] este integrabili
pe [a,b]. . y

Rezcoluare: Fie f:[a,b] —» R derivabili. Trebuie ari-

tat ca OA(f,t) are limitd finitid c@nd I A} ———s O. Functia

data fiind derivabili, este continui, deci are primitive. Fie F le]



primitivid a sa. Functiei F ii putem aplica teorema lui Lagrange pe

orice interval [ xb4,xij. Existid deci ce (xbi,xt) astfel incsat:

F{»)Yy —F(x )= 9F¢(c)( x— » ) . Rezulta:
i i-1 Vi i i1

aA(f,f) f( 5 ¥ ®.= % ) =

-1
i

i

i

(f(c)~f(c)+f(t))(x-—x1)=

"
NP

on . ’ n
= Zf( c )¢ xi—xi_1)+‘2(f(8)—f(c))(x—y1)=

(f( rlf.L) - f( c) )( T P I

-1

]
HINATS
~

n
—
x
|
n
B 4
N
+
HINATD

Calculim separat cele doul sume:
- . .
(Fox) —Fox )= (Ftx) = FCx) )+

L=1
+ (FOx) —FCx) J+ ...+ (FOx) =FCx ) )=
=F({ %) — F( »x )} = F(b) - F(a).
n o

Aritim ciA a doua sumi tinde la zero cind # A # ——— O .
Pentru aceasta tinem cont ci3 f’ este marginita, adica exista
M >0 astfel incat ] £ (x)y | < M pentru orice x din {a.b]l si.
aplicam functiei f teoreme lui Lagrande, dar pe intervalele de ex—

tremitati tt s$i Ci' Exista et intre tt $1 ci astfel incat:

f{ ti.) - f( C.L) = ti._ Ci.)f'( Gt)
Rezulti deci:.
| L tt) - f( ci) | = l'fi— C{i'l £ ( Bt) | < lf."‘cl M <
< 1aANnM

Pentru a doua suma avem deci:
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. .
l 21( FOZ) - ) JO X % ) ‘ <
=

Conditia din ipoteza acestui exercitiu este foﬁrte_puternicé
Dupi cum se stie, se poate arata cﬁ.c functie care indeplineste
doar condi;ia de continuitate este de asemenea integrabilé.‘Tétusi
procedeul aplicat in acest exercitiu poate fi adaptat usor la ma-—
joritatea exercitiilor in care se cere s3 se arate ci o functie
este iﬁtegrabilé.

(b ©Si se arate ci f(x) = sin x este integrabila pe

orice interval [a.bl. {Manual)

Rezolvare: Yom adapta demonstratia precedenta.Functia dati este

derivabild si cu derivata f'(x) = cos x marginita.Fiind derivabila

este si continud si are primitive.
. Fie F o primitivd a sa. F(x) = -~ cos % , $i fie
A= (a= xo O % = b ) o diviziune a lui {a.,bl. Apli-

cim teorema lui Lagrange functiei F pe fiecare interval [ xix’xi]'

Existd ce& { » _o%) astfel incdt:
1 -1 t «

F{ »n) — F( x, )= *f () ( »x— 2% ) .
ot -1 i i i-1

Functia T are derivata mirginiti: |cos x] ¢ 1 pentru orice X

dim R, deci si pentru orice x din [a,bl. Trebuie aritat ca aa(f,t)
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are o limitd finiti cind ! A ! ———5 O . Vom arita ci aceasts
limita este ( dupi cum se stie ) F(b) - F(a) = - cos b + cos a .

Avem:

opTREY = ) FC LI (%~ x ) =

3

i

i3

‘( fle) - fle) + FLZ2) JCx-x ) =

1]
it

i

T( c)( x— % ) +
1 ) 5 1= S

1 |8

I
%%
NS

1(f( ) - fle) JOx—x_) =

i

1( L) - ey JUx-x_) =

I
I

(F( x) = Ftox ) ) +

iT1 i

© N3

(fegp = fCe) JOx=-x_) -

F(b) - F(a) + .
. 1

I3

i
Aplic3nd teorema lui Lagrange si fuﬁct}-iex f(x) = sin x , pe

intervalul determinat de punctele tt $1 c s deducem ciA existi .8,_.

-

intre f’» $2 Ci astfel incat:

sin £ - sin c = ( ¥- c )-cos & , deci
8 T L T . 1

¢

n
l _Zl( FOZ) - fCe) JOx=x ) |«

L=

a)

< YL FCEY = fCc) 1o x- x | =

i1

n

= s - -1 - =

121} sin {i sin cil pox, xt—-xl

ja) . N
= izij cqs 6_L1~[ {‘_‘— Cif'r X7 % i < Zil.u Al * = xt-;' =

n

=HA"-L_Z‘( X=X ) T AN - a) - © -

Deci: lim orA("f,() = F(b) -~ F(a) = — cos b + cos a .

T #Al -0 ' )



C Iz) Functia: f : [0 , 3] —— R definitid prin

( T

arctg-ﬁ—:f;— dacd x € [0,2)
fo? R /2  dacid x = 2
1
1n ( l )Z(X-Z)
x~-2 2
L (e + x - 2) dacd x € (2,3]

este integrabilid. Intr-adevir, ea este continui in orice puncf

¥ = 2 din domeniul de definitie, fiind exprimati prin functii

continue. Studiem continuitatea in x = 2:
L (2 = 1im f{x) = arct A = arctb(+ ) = L
s x ->2, gO+ gt} 2
X< 2
ld(2) = x{;g f(x) = -%»= f(2) . Functia este continui pe in-
x>2 '

tervalul [©.3], deci este integrabilai.

CID f(x) =% - [x1, f:[0,2/3 ] — > R

poate fi discontinuld deoar in punctele in care [x] este discontinua.
Acestea sunt de forma x = n , n € 2 . Dintre acestea doar
punctele © , 1 , 2 , 3 , sunt in domeniul functiei. Studiem

limita in aceste puncte. Avem:

L (1) L (2y = 1 (3) L (3) =1 31
@ = s s _

]
0
i
i

t (3}

q 0 , deci functia are un

ld(u) Ald“‘) ld(2)
numir finit de puncte de discontinuitate.de speta intdi, asadar

este integrabilé(

C I4) Despre functia f(x) = [x] putem spune c3 este integrabila
fie utilizdnd criteriul precedent, fie utilizand faptul ci ea este

monotoni pe orice interval [a,b].



C Is) Funépia f : [-1,1] ———— R prin f(x) =sgn x + x}] + [x]

este integrabilid decarece este suma a trei functii integrabile:

fz(X) = gsgn X este integrabili debarece are un numar finit de

puncte de discontinuitate ( un singur punct,x = 0) s$i disconti-
™~

tatea este de speta int8i; functia fz(x) =|x| este integrabila

decarece este continui, iar functia fa(x) = [x] este integrabila
fiind monotonad (sau pentru ci are un singur punct de discontinui-

tate si el este de speta int3i).

0 x € [0,1] n @
C NI1) f(x) =

1 x € (0,11 n ( R\ @)

nu este integrabild decarece alegand in suma Riemann:

n

o, (T:2) =2 LR Ei)(_ Ll

1=1
punctele intermediare ft rationale, avem f( :1) =0 , " deci in
n
acest ca:z aA(f,f) = 2'0-( M- qu) =0 , 1iar.dacid ¢ sunt ira-
i &y 1 L ' 1 . ]
. )
tionaie, avem 1-( x— % ) = S ¢ M - ¥ ) = b - a .
M - . t -1 . L -1
T=1 1=1
. %} #» & (0,41]
C NID f(x) = )
' O X =0

x 4 = x € (0,17
C NIa) f(x) = {
O ¥ = 0
| L ‘% € (0,1
este suma functiilor f (x) = x si f (%) = %
’ . 2 0 x = 0
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Daca f ar fi integrabila, din f = f1+ f2 ar rezulta fz = f —-f1
deci fz ar fi integrabilad pe [0,1] , ca sumi de doui functii inte-

grabile.

EXERCITII:

I. Utilizand definitia, si se arate ci urmétoarele functii sunt

integrabile:
x ‘ X
1. f(x) = e 4. f(x) = arcsin —-
2. f(x) = tg x . 5. f(x) = cos’x
3. fn) = ¥ %%+ o 6. f(x) = sin 2x

IT. Studiati integrabilitatea functiilor:

% ®» € [0,1]
1. f(x) = 2 '
» » € (1,2
1
2. f(x) = sup (tz- = )
te€ro, 13 “

3. f{x) = max ( sin t , cos t )
t €10, T
2 nx
4. f(u) = 1im XX X°€
n ->c 1 + enx
(
x-[—%—] ¥ o€ (0,13
5. fi{x} = ¢ ’
a w = 0
([m—i—] X & [0,1]
8. f{x) = {
l O X = 0

7. f(x) =



8. Functia caracteristici a multimii [0,1] ¢ R.

' ax + b % € [-1,0]
g. f{x). =

cx + d ¥ € (0,1]

III. Pentru ce valori ale parametrilor a si b functiile de mai

jos sunt integrabile ? Pentru ce valori ale parametrilor au

primitive ?

arctg(ln x) X € (0,1]
1. f{x)
X =0
\
_1_ [_L]=2n+1
X %
2. f(x)
ax + b [3;] = 2n
x
s;n-—— w € (0,1]
3. f(x)
X =0
e cps-—— ®x € (0,11
4. T(x) =
X = Q
1 X = é% .
5. f(x) = f:fa,b} ——> R , a € (0,1)
Q in rest
INDICATII: ‘
1. t (0) = —-gav, deci pentru orice valoare a parametrului,

functia are o singuri discontinuitate, de speta intai pe [0,1].

2. Pentru orice valoare a lui a € {(0,1) functia are un numar

finit de puncte de discontinuitate de speta intai.
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. X 1 . . . . 2 x_ .
4. Functia e cos — provine din derivarea lui x"e'sin .

IV. 1. Ariatati ci orice functie continui pe ur inter/val [a,b]

este integrabila.
2. Adaptati demonstratia de la punctul precedent pentru a
arita ci functiile urmitocare sunt integrabile pe intervalul [0,11:

2 ) - x

{a) f(x) = x {(b) f(x) = sin x {cy T(x) = e

RASPUNSURI :

1. Vom arita ci lim (SA(f) ~ s5,(f) }=o0
fal >0
Avem:
R ja) n )
SA(f) = s, 0f) = YMUx=x_ )~ Ym( x-x )=
1=1 124
7
2l
= Y (M=) x=x_) .
R L L t -4
1=
unde M =sup { f(x) | »x el x,%x 13 .,
T 1 1—-41
nk= int { foxy | ¥ €[ xi,xbﬂ} ¥ - Folosim acum doul pro-

prietiti ale functiilor continue pe un interval inchis s$i marginit:

(1) o functie continuid pe un inteval inchis si marginit este
marginitid $i isi atinge marginile; deci exista U..v. € fa,bl
astfel incdt M= f{ u) , m= f{ v.) .

19 - 9 1 L

Prin urmare,

ja

S,(f) ~ 5,(f) = Zi( flu) = FOv) JOx—x )

1=
Fentru evaluarea diferentei f( ui) - f( vi) utilizdm proprie—

tatea:

(2} o functie continud pe un interval inchis $i miArginit este

uniform continuid (vezi cap. 4, proprietatea 4.1), adica:
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} >
G

Ve>0C 36 >0 ¥V x,xela,bl, | x—x | <& =====)
£ 12 : 1 2
1f¢ %) — f( x )| < & .
1 2

Pentru a putea lua in locul 1lui x‘ pe ui s1 in locul lui xz pe
v. trebuie sid consideram o diviziune A avand norma mai mici decat
T N
65 ( lucru posibil deocarece facem limita pentru Al —» O ).

Asadar, presupundnd HAll < 6$ avem | f{ ui) - f( vi) | € € -

adica M{_ mt< £ si deci:

13
3

SA(f) = s,(f) = (M= m)Cx=x_) < )slx=x_ )=

i1 LR §
n
= = 2 { X — % ) = £(b — a}.
74 T -4

Decarece £ este arbitrar { de mic ) deducem ci:

SA(f) - SA(f)

HAl —o

deci functia este integrabila.

2. Aratam c& S,(f) - s,(f) tinde la zeroc cina I A I ine la

zero. Avem:

o/
J

SA(f) - SA(f)

]
3 .
-
%
.
!
X
o
e’
|
3
<
!
w
St
]

.
=Y (M=-m)Cx~ % )

11
. 2 . 2
unde M=sup { x° |} » €l n .21 3 = "
1 -1 L S
= inf { %2 ] % e [ qu,xi] ¥ = xf s deparece pe intervalul
[0,13 functia f(x) = %’ este crescatcare. Deci:
n
Sp(f) = s,(f) = ) (xF = %P )%= x )
A A . ‘i “i-g i i-1
13
Functia f(x) = %% este continui pe [0,1]}, deci este uniform

’
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continua, adica:

) 2

- 3 = -— <

YVe> 0 3 6$.> O Vv xi,xze[o,lj, ; x1 le < :58 > | x2 x1 | <
Considerand diviziunea A astfel incat 1 A § < é£ { posibil

N 2 ) .
deoarece JA} ——— O ), avem x,l - x.i<,s s deci:
i-

. ,
SA(f) —'sA(f) = £ % = xrﬂ) = 5:2 { % = xp1)

14 1=

= g(b - a).

[ &
3

Decarece £ este arbitrar de mic, deducem ci:

2 .
X este inte-

 1im S, (f) — s,(f) ) =0 . adicid f(x)
HAR >0

grabilid pe [0,1].
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