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AVANT-PRCPOS

"Généralisations et Géndéralitds" s pourguoi ce titre ?
Parce gue 1'auteur a voulu rassembler ici quelgues-unes de ses
recherches originales (qui sont donc des "gsndéralités") , dans
diverses branches des mathématiques (algibre, théorie des nom—
bres, gdéométrie, analyse, linguistique, mathématiques distra-
yantes) , m@me si les articles qui composent ce recueil n'ont
pas toujours de liaison entire eux. :

"Généralisations” s parce qu'un grand nombre d'articles
¢largissent des résultats connus , et ce grace & un procddéd sim-—
ple, dont il est bon de dire quelques nots :

On géndralise une proposition mathimntigue connue P(a) ,
o1 a est une constante s & la proposition P(n) s ol n est
une variable qui appartient 3 une p3rtie de N .

On démontre que P est vraie pour tovt n par récurrence :
la premiére étape est triviale, puisqu'il s'agit du résul-
tat connu P(a) (et donc dé3jd v3rifié ~vant par d'autres
mathématiciens !), Pour passer de P(n) 2 P(n+l), on utili-
se aussi P(a) : on glargit z2insi unc proposition grice A
elle-n@me , autrement dit 1a géniralisation trouvie sera
raradoxalement démontrée & 1'aide du cas particulier dont
on est parti ! (cf. les géndralis=tZors de Hélder, .lin-
kovski, Tchebychev, Euler).

L'auteur.
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UNE GENERALISATION DE L'INEGALITE DE HOLDER

On généralise 1'inégalité de Holder grfice & un raisonnement par
récurrence, Comme cas particuliers, on obtient une géndéralisation
de 1'1neg511t\, de Cauchy-Buniakovski-Schwartz, et des applications
intéressantes.

Théoréme : Si (k)t IR, et €]l, +OO[; 16{_1 29.”?“.} 9

kE{l 2,...,m.t, s tels que %+%+ oo +% =1 , alors :
12 “m
m ;, n = 1
Z ] <k) ‘ ’ ( > (a(k) ) —k) Py avec m), 2.
i=1 k= 1 k=1 \ i=1 1 \

Preuve : Pour m = 2 on obtient justement 1'inégalité de Hélder,
qui est vraie. On suppose 1'inégalité vraie pour les voleurs in-
férieures strictement 2 un certain m. Alors :

nom_ n_,,m-2
>0 o3 ((, , <k>) (2D <m>)) <
i=1 k=1 i=1 \\ k=1 N
=2 n . i n 1
/ ( ! | ( §— (q(k} )k) p;:) (> (Q(n—l) (n)) )p
A » ° 4
N\ k=1 Viontt \fzp ' ! *
~ 1 1 1 1 .
od -p—1-+-zz+...+pm“2 +;=1 et p>1,1\(h\<m-—2, p > 1
= i ( Utl'%— i(( thi—
. (-n_l)) (m) ( m))) > 1/ - ) ) 2
mais (,, a) - 2
2 () VA 6 ) R )
ol %—1 +7‘;1—2 =1 et t1> 1, t2> 1. I1 en riésulte
S RIS /“E‘u’”‘?’l?
m=1)\" 7/ (m)\* m-1 Amjyr o2 2
S (YR (3 YR (o)
i=1 i=1 \ i=]1
avec ;3']{;_ +-T% :% .
lotons 1t - 72) —et pt,. = Donc . + +-l— =1, et on =
R ns pt =p pt, = . Y b o o s ,

pj>1 nour 1\<j m : il en résulte 1'indgalitd du théorime,
Remargue ¢ Si on pose pj= m pour 1 {3 (m et si on £léve 2 la puis-—

ance m cette indégalité, on obtlen‘b une géndérnlisation de 1'inége-—
llte de Cauchy-Buniakovski-Schwartz :



(@)}

n

41

m r n
ST N TS (@)
-1 k=1 7 ) N kel I 7
Application ¢ Soient les réels nositifs 2y a29 bl, b29 Cl’ 02°

ilontrer que :

. 6 , 5 6 5 6 6 6
(alblo1 + c.vg‘ozoz) Q; 8 (ml + uz) (bl + b2> (01 + c2)
Solution :
Utilisons le théorime antlricur. Posons p1=29 p2=3S p3=67 il en
ddécoule que :

2 o L s 6=

a b.c. +abe, L (al + a2)2 (b + b )3 (c . 02)6 s OU encore ;

(ay0y0, + 2,0,0)% ¢ (o + 2’ (83 + v P(e] + o)
et sachant que (b b v ) <; 2(b§ + bg)
et que (ﬂ + 32)3 - éi + ag + 3(i§a§ + aidi)<:
<4(af + °‘§> ;
puisgue éﬁ ai + aiaﬁ 5; ?6 + a (n“rce que



UE GENERALISATION DTE LTINEGALITE DE LINKOWSKI

Théoréme : Si n egt un nombre rdel :} 1 e
i 51,2,...,n$ et 7{@,1 25e00mt 52l

;n l I R £ S fc\‘-‘ ,\i
;i‘; i ot W’ & zf\z:(:;___ (9]

Démonstration par récurrence sur m € l'v.

Tout d'abord on montre gue

(= (NP (2 (oY)
\ﬁtI‘\ i \V ERST I

et prouve gque 1l'inégalité est vraie pour m=1.

(Le cas m=2 constitue justement 1'indgalitd de Jinkowski; qui

est naturellement vraie !).

;s ce qul est évident

On suppose 1l'inégalité vraie pour toutes les valeurs inféri-
eures ou égales 2 m,

¥ m . ) v [n__ ; s D n m +1 p 5
o (52 VP o e 2 Yy

- a. i x, HEpmr e o,
1=l k=1 i ! vi=1%1 U 1=1 \k= ios s
1 b ! /n » 3 \» ko)
¢ { /n / (1>\ip 1/p +! m+l i n e(k) \p}l/y
N bi=l i oy k=2 \ 1= iy I‘ /
' mil { n AP/
et cette dernidre somme v*ut( - \i-l agf)} }

donc 1'inégalité est vraie au rang m+l.
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UNE GENERALISATION D'UJE IFEGALITE DD

TCHEBYCHEV

» . (k) .. (k) o ?
Enonce S Sl ai "/;n l+l 1 2,'01.997'1:1 s K< 'L192,...,m ’ $
N, v k) - i N : ¢
alors s % VA ! a§ )_;: l: o f_ . = *
i=1 k=1 n’ k=l i1
Démonstration par récurrenoe sur m . A
. 1 5 () 1 (1)
Cas m=1 ¢&vident : - ¥ 1 72 5. ai
i-1 i=1

Quant au cas m=2, clest 1'inigalité de Tc

hebychev elle-mémes

(1) (1) (1) (2> (2. .2 e
Si al P 2 > ..., et al 2 ; ce O s ~lors ¢
(1) (2) «(1) (2) .+a(l)a(2> ( 1),,(2 +“+31> AL2),,.(2)
b\ 1T n_ .1 ""Tn
n-’ /4 n n

On suppose 1'inlgalité vraie pour toutes

les valeurs infdrieures

ou égales 4 m. Il faut passer au rong m+l @

n m+1 n_y m \ ~
1> T A ;5\,_*&“ a§k>;.a§m+1).
Tia1 k=l 1T k=1 { *

/ n m \ N
< . k m N
Ceci est 3 %AZ,, b ag >} l . 3§”+1) <
: -1 k=1 izl /
m n
(LTT5 " @ (;}" (o)
t nm 1 - n =
! ; m+1 n
et ceci vaut justement l § (cqfd)
m+1
k 1 i=1
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UNE - GENERALISATION DU THEOREIE D' EULER

Dons les paragraphes qui suivent nous alions démontrer
un résultat qui remplace le thiorémc d'Euler :

"3i (2,m) = 1, alors Sy(m)z 1 (mod m) ™

dons le cas ol 2 et m ne sont pns premiers entre cux,

A - Hotions introductives.

On suppose m) 0, Cette supposition nec auit pas & 1~ ginérn-
1ité, parce que 1'indicatrice d'BTuler sotisfait 1*&¢znlits
©(m) = q?(—m) (ef {11), ot que les congrucnces vérifient 1=
propriltZ suivante ¢
2 b (mod m)¢=> 2= b (mod -m) (ef (1] pp 12-13).
Qunt & 1o relntion de congruence modulo 0y c'est 1la relation dfi-

221ité. On note (n,b) le plus grond commun diviseur de deux nombres
entiers n et b, et on choisit (2,b)3 O.

- -—
o=
-
<

B - Lemmes, théorime.

Lemme 1 : Soit o un nombre cntier et m un no ture1)>0 I1 existe

do, my de /N tels que a = qodo ; m o= wgao et (ﬁ m ) =1,

(_

Eal

Preuve s il suffit de choisir a = = {2,m). BEn conformitd
avec 1la définition du PGCD, 1es,quot1vnts o etnm de o ot
‘ e} o
m par leur PGCD sont premiers entrc eux (cf f3l DD 25-26).

Lemme 2 ¢ Avec lcs notﬂtlons du lemme 1, si d £1ect sis

R o - ; -
Ay =ddy 5 om = md (d ,ml) =1 et d £1, -lors
n N\ d = ) P fako) m
(%)) d.l et mof, m1 5 et si &o d19 Jors 2prés un n ﬂbre limité
(&2 i e o ~ = i \e
de pas ion do.’ di+1 (di,ﬂi,
Preuve :
0 (77 %le 5 Ggm) =1
im = & d 1
i\.m r’-O o] o ’l—
4 _ 1 4',11 -
(1) { d =dd 3 \uo ST ) 1
‘- mo - mldl % X
De (0) et de (1) i1 r;oulte qgue o =2 d =1 ata.  done
1 1 ollo} ool
I = a’d r i a” .
do oql donc do“> & si o % 1
S = 3 Sadui i T
De m myd; on déduit que no‘> ;1 .
Si do = dl alors mo = mldo = k.dc (zeinf et a k).
Donc m. = ked’ ™% s 4. - (a.,m;) = (& ,k.da—l\. Aprés i=z
1 o 7 72 1’71 s e

as il vient 4, =(d Jk)<« d .
P i+l ( o’ )< “o
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Lemme 3 : Pour chaque nombre entier aet chague nombre noturel

m > 0 on peut construire la séguence suivante des relations :
f‘-ﬁ = . o =

(O) { & aodo $ ( o,mo)
{ d_ £1
\~ 010 10

(1) (d =adla, ; (as,m )

o 01 1) =1
= d. 2
lmo md, a A1

® 00 ® 000209 LO0O0CO®O000CS060DECESC OO

m=md

“we

— 1 - 1 —
(s—l){P - ds-—2 dgy 3 (ds—2’ms-l) =1
s—2

= ms—lds—l i ds—l % 1

s 1

1
(s) g1 = 4519 ?

s~1
= d 3 d = l

Ts-1 T g% ? s
Preuve : On pecut construire cette ségquence en appliquant
le lemme 1. La sdquence est limitde, d'aprés le lemme 2,
car apres r, pas on a : do> drl et mo‘> mr:L y et apres
r,pason a: d_ > d Coetm N m s€tCaess

+T +r )

2 17 1t noonth |
et les m, sont des naturels. On arrive & ds = 1 parce que

(d ’mS)

si ds # 1 on va construire de nouveau un nombre limité de
elations (s+1), ... , (s+r), avec & < a
r s ( )s s A\ /9 sep S~ G

aﬂe(ms) +8 =

Théordme : Soient a; me /Z et m £ 0. Alors " (mod =)

ou s et mS sont les m8mes quc dans lecs lemmes ci-dessus.

Prcuve : Comme dﬁns ce qui précede on peut supposer m > 0
sans nuire a2 la giniralitl. De la sdguence de relations du
lemme 3 il risulte que ¢

(o) (1) (2) () (9
a=nd -nadla -aatata .. .- aalal, ala
o] o\o 1 /o\o 12 , 00 1 s=-1 s
(o) (1) (2) (3) (s)
= d. = 1l ! (B8 = 1 ¢l d \l E RN i d d oo e 3
°t m Moo ﬂ]al o o 21 ¢ s g s—-1 1ao
eo.d =ad ., .d m
et msdsd -1 cLlf'o o) s=-1 s s’
De (0) il découle que 4 = {a,m) , et de (i) que a, =(d, _,m. _),
. o ’ h i=17 i-=1
ce pour tout i de {1,2,.,.,5 .

i 1,1.1 } 1,

) - o
4 dod1d2'°"""°°"ds-l o

_ gl 1,
dl = Q1d2’°"°°"”°”°és-1 o
° 1

4 = ? d

s=-1 ds—l s
d = a



(]

. . . 1.1 J‘ 1 3 r- 1 oy8,, ys+l
Donc add, & ,4 = (a ) (ul/ 2, "'\&s~1) (LS)
/ 1 1

. 71AS a
(d ()@ 1) cara

1z1,.1.2,.1.\3 s
il = (o (d ol
Donc m (ﬂo) (dl) L) ..e(d ms

T A‘)( ),

donc mSA{m g

(ds,ms)(i)(l,ms) =1 e (A 5.m
1052 %a L m_ ) = (el om ) domo (e l,m) =1
1(2;2’(dsi3’ms-2) (dsi;; s—Tds—l) - <C5339msdsgs—l) s
donc (ig 39ns) =1
l(izl)(di’“i+1‘ = (dismi+2 o) = <d M43 l+3-l+2) e
= (di,msdsds_j. .di+2) donc (di,ms) =1, ¢t ce

. - r ™
pour tout 1 dc {0;ls.0.55-2 L .
" R

®0es 0000

(0) . ,
= o I = 3 Ce mnoealh d. 1i Y Y =
1 = ( O,ﬂo) (‘o’ ] a m o) done (ao,ms)

s-1 5 g

Du théoréme d'BEuler il résulde que ¢

lso<ms> \ -
(a7) = 1 (mod m) pour tout i de {0,l,e..58 1,
L i
@(m_ )

a Sz 1 (mod m )
L A a) sl ae(e) g e()
41, L= —_ (-‘o \‘-O/ l LI 2R ] S—l
a cp(m )
cone 0 S z leee.o.l (mod m )

S+l fois S

a$<ms)‘ 1 (mod m ).
-3

1 1 ¥lmy)

d 3.°.(d- ) .2 =

S-2
( s=2

£
n
.
—~~
(o]

1,s~1
co) (i

2)1.1 (mod ms).

HI

2
Op nu1+1**‘e
(dl 1( 1 2/ 1)3 (,.! 1 \S—'l

S

s 1 s—1 s—2 L1
= ( ( eool
or

°
°

(a . 1)° et on obtient :

2/
. . ('n ) : - -
S lys/ 1\ 1 . s/, 1 ¢ s _8,.1\8, 1.8 . 1
“o(@o) (&1) '°'(ds—2) <;s—1’ ~ = uo(&o) (dl) "'(as

1,1 1 ys
wod  (a
(mod  (a_) goa(ds_l) m )

-2

s,. 1 \8
a
°(,})



mais a (dl)s(dl)s...(ds_l)s.a

s
(d ) (d )% s—l) =2° dome a ° = a (mod m) ,

pour tous a, mde & (m £0).

— — — o —

Observations :

T1) si (zym) = 1 alors do=1 . Donc s = 0, et d'aprés le thiordime
(F(mo)+0 0 (?(mo)+0
ona a 2z a (modm) c2d = = 1 (mod m),
Mais m=md =m ,1 =m . Donc ¢
oo o o
o)
a = 1 (mod m) , ct ox obtient le thlcréme d'Euler,
(2) Soiemt a ot m deux nombres emticrs, m £ O ot (a,n) =a £ 1,
g')(r'l )+l 7 ©
etm=md.Si (d o ) =1, alors a °© = 2 (mod m).
En effet, v1ent.ﬂu théorzme nvec s = 1 et my o= moe
Cette relation = une forme semblable ou théordme de Fermat ¢
0(p)+1
2 = a (mod p ).

¢ - UN ALGORITHME POUR RESCUDRE LES CONGRUENCES.

On va construire un algorithme et montrer le schima logigue per-
mettant de calculer s et m du théoréeme,

Bonnées 2 entrer : deux nombres entiers 2 et m, m £ O.

w(m )+s o
Résultats en sortie : s et m_ ninsi que a = a  (mod m).
Méthode : (1) A := a2
osg= m
iz:=20
(2) Caloulcr 4 = (&,H4) et ' = H/d.
(3) Sid=1prendre S =1 et m_ =1II' 5 stop.
Si a £ 1 prendre A :=d, = M =M,
i s= i+l, et aller en (2)

Rem : 1a correction d'algorithme résulte du lemme 3 et du thdordme.
Voir organigramme pnnge suivante. '
Dans cet organigramme, SUBROUTINE CMiDC calcule D = (A,I)
et choisit D O.

Application : Dans la résolution des exercices on utilise le théo-—
réme et 1lt'algorithme pour colculer s et m_ e
Exemple : 625604_:_ 2 (mod 105765)
{'on ne peut pa
mpllquer Fermat ou Buler car (86,105765) = 3 # 1.
On applique donc l'algorithme pour calculer s et m et puls
le théoréme nntiérieur : S

. = (6,105765) = 3 m = 105765/3 = 35255
i=0334#%1ame i=0+1=1 ,¢a =(3,35255)=1 ,

o



_ _ 13
@(35255)+1 1

Donc & = 6 (mod 105765) donc
25604 4
6 z 6 (mod 105765).
. .
= x
b3

Orgonigromme

“DEBUT )
/RERD 41, Wl va

/EE'BROUTHE C.iDC
AN (4,H,D) ,
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UNE GEWERALISATION DE L'INEGALITE CAUCHY-BOUNIAKOVSKI-SCHWARTZ
Enoncé : Soient les récls a(k) ’ igil:l,Z,.., . ,né 5 k;gl,2,... ,m_'; 3
avec my 2, Alors s * - i

‘{“"’g""i (kx}zlim ST ()2
\/ bodal )i & L...i a, ) .
'i=1 k=1 ] k=1 i=1 * * °
Démonstration. On note A le membre de gauchc de 1'inégalité et B
le membre de droite, On 2 :
n._. n-1 <:p . .
> 1 ) 1 m 1 m)s
[“.u L S0 )
i=1 k=i+l sNE
\. l/ 2
et B= — ) ‘\ail)..h( ),
(l 9..,,1 TE 1
OuE__x(l ,...,1)/1€\1 2,...,n§»,l\/k . D'olr ¢
e—“—-.u \2 n—l L | \2
S0 @Y S ST () (me1) (m)h
B = ,/__—___ :a o .‘[l + v :/ ' ;\f"l see O,k l
i=1 < i=1 ‘ksi+l 4
2 ' 2
(1) ﬁ(m-l)q(w>\ ::::> ( (1) (a)\
+ " .,.c«k 2y + iwi ai ;
/ (1lse-9l e \ 1 m /
: ¢ B~ (( UL )
avec AE (?S,..,'&)/Ke 1 2,..,*1\

| m f01s '
ot L= { ) (B -/ e spe {1 2,..,@2 eta<,3}

n=-1 s
n-l 2
(1), a(m‘l)a(”f) .

“1{ €« 00 k Lui _

Alors A-B = L_ 2 [ <(1) "1—1) 1(;1)
k=i+1
= m0) <o
! no -~

(i15e0esi )€ B=(8 v L)

Remargue ; pour m=2 on obtient 1'indgalité de Cauchy-Bounizkovski-
Schwartz,
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GENERALISATIONS LU THEQREIE DE CEV.L

Dans ces paragrophss _ sations du céléhre
théoréme de Ceva, don: 1%in
"Si dens un uriangle &

O
i3

» 3
H
[0
0
[
3
ct
o N
pun i
H .
O
o
[0}
o
[
=
[0
e}
W
=
[ Y

13

BBl . GC7~ 22ors -1 . 1 . L ‘<E.AT."},; e
—= =7 ix :
7 nlC ,‘)1'- \)lB )
Théordme ¢ Soit 1% polygone A A _...A , ui point il dons son plan -
Attt e e 12 o)
1 ) \
e . . L & e oo n“l iL -y
et une permviation circulaire o =f 5 ). On note il, .
z 2 03 ee. nm.o 1 g7 7 1]
les in%sersections de 1= aroite A Il avec les droites 4, A, 30c8
L ) +s i+s+17
. . ’ . . " « . [N . '\
A, L. SOmD s ot G0 32 tiag ., ..l 4sHb-1Y ).
i+s+5-1""1 gt M v ? ’ 4 )

R / . . . . - s -
Si i, . # A opeurs vous ros indices respectifs, et g1 28+% = n, on a s
n ;
(~1)" (s et % noturels non nuls).

it I un point dans le ploan du trian-
aux conditions du théoréme. On
dtoxes , kel gue les deux paralliles
assent par aucun point Ai (ce qui

3

ot & et b sont des variables réelles, et
et Y, sonv connuos , ig i},Z,,.‘,n} .

drieur nous assure les relations sulvantes
-, droite A, M (L ig n) est s

i

n 1o aote s y3X. Y. )= 0.
Cn 1o aot d(x,ytyl, 1) .O

Cr. - C < ~r LR
o4, AL XX, T) D(j,s1)

,(([\l A N ' - o - = /o . )
SR oy s, i) i(Xp(j)pr(j)gxiaYi) D(P\J)gl)

dissance ‘e A 2 1o drcite STy, et ol 1l'on note
w0\ .
., ~9ib}' . ,
s 01 nous uitiliserons la conventicn suivente

s
.l ;o . . . . o -1, -1 -1
a+b sigaifiera »(pl..pla)..)}; ©o% a-b signifiera p (p (.op (2)ee))

e —— . . N e

b fois b fois

i+s+5-1 —_— 14+5+t-1
o —— it de —r—
| : S i -
i o ] - v : -
I =1+ 1] i+i J=14+s
/. /. . T . . . .
Dii+s,7 ) +6+1,1) D{z+s+t-1,1i D(1+s,1) D(1+s,1)
Diceai, 0 Dlisean,i) 07 D(i+s+t,i) 0 Dliss+t,i) T D{i-s,i
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Le produit initial est égal &

T D{its,i) _ D(l+s,1) D(24s,2) D§2s,s)  D(2s+41,s+1
1=1 D(i-s,1i) D(1-s,1) D(2-s,2) D(nys D(1,s+1 *

D(2s+2,5+2)  D(2s+t,s+t) D(2s+t+l,s+t+1) D(2s+t+2,5+1+2)

"D(2,s+2) D(t,s+t) D(t+1,s+t+1) D(t+2,s+t+2)  ***
D(2s+tts,s+t+s) _ D(1+s,1) D(2+s,2) Dﬁ28+t,s+t) D(s,n) _
D(t+s,s+t+s) D(l 1+s) D(2,2+s) " *D{s+t,2s+t)°**D(n,s)
Dli+s,i 1+s n
B%E;Eig% ] ‘ (- ) = (=1)" parce que :
X = Y —b
R
D(2yp), xp-a ?p-b i (Xr-a)(Yr-b) _p(x)
A — — = - 3y = - 9
D(pyr) X -z j ¥ -b (Xp—a)(xp b) P(p)

era Yr—a
la dernidre égelité résultant de ce que 1'on note :
(Xt—a)(Y%-b) = P(t). De (1) il résulte que P(t) # O pour tout t

de {1,2,..,,n} « Lo démonstration est termincée.

Commentaires sur le thiordme :

t représcente le nombre des droites du polygone qui sont coupées
par une droite A, M ; si on note les cBtés A A, du polygone a,

i, i 1+l i
alors s+1 vreprésente l'ordre de la premidre droite coupée par la
droite A M (crest 2.1 la premidre droite coupde par A M)

Exengle 81 8 =5 et t =3 , le théoréme dit que :
~ la droite A M coupe les cBtés A4 A7A8 ’ A8 9

54T
- la droite A ¥ coupe les cBtés A_A s A A .

2 7t 0 Agtg 7 Agtg

e;cla droite A3M coupe les cOtés n A 9 A9Alo 3 AlO 11 °

Observation : la condition restrictive du théoréme est ndcessaire
M, LA,

. ' i
pour 1l'existence des rapports —dd

M..A /.
“157p(3)

Conséquence 1 : Soient un polygone A S et un point H

i
1o sborn
dans son plan, Pour tout i de-{l 2,...,2k+1} , on note H, 1'inter-

section de la droite A4 o(i) avec la droite qui passe par M et nar

le sommet opposé a cette droite, S5i M k {A. s A (i ;} alors on o ¢
l

=]

1‘[ Al

i Y

i= M.

i=1 Ap( )

La dimonstration résulte immédiatement du thloréme, puisqu'

onas=kett =1, c'est-a2—-dire n = 2k+l1.
La réciproque de cette conséquenee n'est pas vraie.



Dol i1 risulte 1mméd:atement guc

pas non plus vrale, -
Contre-exemplec @

réciprogue du théoréma n'est

On considére un polygone de 5 cdtés. On trace les droites Al

Az“ et i, ¥, concourzntcs en

Soit K =

3", St
]3;’{3 ik 41;4

H .LL

374 4 5

Puis on trace 1n droise A=31
telle qu'elle forme le rednort

M1A1

2

A la fin on trace A5M2

‘e

en fonction de (2). Donc le nroduit

5 MA
= -1

=1

Cons ‘quence 2 . Duns les conu¢t10ns du +heorﬂme, si

? J¢(19 ¢T( )} s on

Mo.& {A.,, A L. } s 2lors

i3 J p(J),

j T U (-1

=1 M A
tyd= p(J)

. =1, -
En effet on 2 s=1, t=n-=2, et

Conséguence 3 : Pour n = 3
obtient (comme cas particulier) le thiorime de

clle cu't elle_ne

l/K ou 2/K (on oh01s1t 1'une &e ces Vﬂlcurss peur que
lex u. J.I

nas par d)

qui forme Le rADNOTrS

donc 2s+t

s 11 vient

nas par M et

. !
= =1 ou 5

ns que les droites respectives soient

S 4 S,
J MA . conoourantes,
1 Cita(i) -

AN nour tout i et
iy} . et
7*p(3)?

1, cad on
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UNE APPLICATION DE LA GENERALISATION
DU THEORM DE CEVA

Théoréme :Soit un polygone A1A2"'An inscrit dans un cercle. Soient

s et t deux naturels non nuls tels gque 2s + t = n. Par chaque som-

met A, passe une droite d. qui coupe les droites A, -4, 9 eoo 39
i i i+s i+s+l

Ai+s+t-1Ai+s+t aux points ﬂi,i+s’ ..e s Irespectivement Ai+s+t—l s
et le cercle au point A!' ., Alors on 2 :

n i+s+t-1 + n

I ! 7‘9! .

‘ ] ‘ MijAj = ‘ ‘ HiAi s .

—_ —_—

i-1  jeies iRia i-1 % et

Preuve :

Soit i fixé.
1°) Cas od le point 4, .  se trouve 4 1'intérieur du cercle s’
i,i+

On a les triangles A M. . A,
ii,i+s i4s
o .
et Mili,I+SAi+s+l semblables,

puisque les angles M. . A A,
igi+s i i+s

et M, . A, ! d'une nart
igi+s 148+l 1

et AM, ., A, et A, M, . M
i i,i+8 1+S i+s+1 1,;i+8 1

sont &gmux. Il en résulie que :

M, . A, A A,
(1) ii+s i o __ii+s

M, . A, A,

i,i+s i+s+1 iTi+s+1

De manidre anslogue, on montre gue les triongles i, | 4 A,
igi+s i"i+s+l

M, . A ' sont semblables, d'ol
i,i+s i+s i
A4 . A, A A,
i,i+8"1 i i+s+1 - . .
(2) = . On divise (1) par (2) et on obtient ¢
M, ., A, MYA,
isi+s i+s iTi+s
.M, . A, YA, A A,
(3) i i+s i+s ii+s ii+s
= Y °

M. . A, MYA, AL, s
1,1+ i+s+l iTi+s+l i7i+s+1
2°) Le cas ol Mi S ts est extérieur au cercle est similaire au prmier,
b
parce que les triangles (notds comme au 1°) sont semblables aussi
dans ce nouveau cas. On a les mBmes raisonnements et les m@mes rap-
ports, donc on n pussi 1la relation (3).
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Calculons le troduit :

i+s+t~1
- M. A,
’ o i -
.. M, k.
j=i+s 13 3+1
i+s+4-1
T [ WIE Yy
= } ——— _"_l_._ -
.. ATA ALA
J=1l+sg i73+41 i 3+1
MPA, YA, MYA,
o —dedES_ 1 iestl LI its+t-1
- bl e o L Tem————
JE R A STy are A
#.A, dloa, MA,
iTi4s+]l i Tigse2 iTi+s+t
AA, A A, LA, - -—
i i+s 3 i+s+l iTi+s+5-1 Mia. A A,
. — coe = TPits o Tifiss
AA .t"E.,;ﬂi, AA y
17i+s+1 TiTi4s42 i i+s+% WA |

YA, A A,
1 i+s+t i i+s+t
Done le prcduit initial est 5gal 3 s

n

n
MY LA A A, M'A,
iTi+s i7i+s ii+s ,
i ° =
.. \M'A, A4 , . ML,
i=1 171i+s+7% 1 i4+s+% ¢ 1=1 1 i+s+t
pulsgue :
n
A A A £\ A ! A \
AL A, AL A VY A A A Iy
ii+s _ 171+s 2 2+s s 2s s+l 2s+1
- - *ooe L] *
. o ALA, AL Ak A A A
i=1 "i%iss+t 171 +s+% 2"2+s+t  ° s+1°1
A ; - A \ A A
A A A A A R A A
S+2 2542 s+t n s+t+171 setr2 Pa n s -3
— B > [ ] LI B ) -
A A A A A A A A A A
542 2 s+t s+t+174 41 s+t+275 42 n s+t

(en tenant compte du fait que 2s + t = n).

a

lﬁg.cauzs 1 inscrit dans un

cercle, et gue dv chague sommet A, on trace une droite d. quil coupe
1 1 -

Conséguence 1 s Si on =2 un nolygone A

le ¢Bté opnosé A, A, en M, , et le cercle en M! , alors :
n 1+s=-1 1438 i i
' (&)
M.A, MIA,
i i+s-1 i i+s-1
—LFS=L
. o LA, . MYA,
i=1 iTi+s i=1 1 1+s A+l
En effet pour ¥+ =1 , on 2 u impair et s = > -

Si on fait s = 1 ds te consiyuence, on retrouve la note mathidma-
tique de [ 1] , pages 35-37.
1

4pplication : si dans le thiordme, les droites di sont concourcnies,

on obtient



I
MIA. S
i di+s o (_l)n
i=1 i"i+s+t
(pour cela, voir [21).
Blbllqgr phie :

[1] Dan Barbilian, Ion-. Barbu - "Pagini inedite", Editura Albatros ,
Bucarest , 1981 (Editie ingrijita de ‘Gerda Barblllan, V.Protopo~.
pescu, Viorel Gh.VodX),

[2] Florentin Smarandache - “Ganrallsatlons du théoréme de Ceva“;
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UNE  GENERALISATION D'UH. THEORE.IE DE CARVOT

Théoréme de Carnot sSo.t un point i sur 1z disgonale AC d'un qua-
drilatere quclcongue A3CD. Par i on trace une droite gul coupe AB
en ol et BC en 2 , Puis on trace une asutre droitc, gui coupe CD
en ¥ et AD en J . Alers on a s

fet BE C¥ DS
Bx C5 Dy AS
Générelisation : Soit un polygone f,eeefr o BSur une diagoannle “1&,

I <
de celui-ci on prend un point i par lecuel on tracce une droitc dl
ui une les droitves A A s A A g...0A A
qui coune les drcites R LD ’Lk—l
s €t une autre droite d2 qui coupc les ou-

rcspectivenoeont ~ux

points Plang.a,gP

k-1
tres droites A A . A A 3A A respectivement aux points P 5
K rel? 901" 0 p : © p Ttk

...,P 1,? . Alors on a5 :

i L T, Pi
i %-—‘——-—— = 1, ot @ est la permutation circuloi-
: ! lm(i7P4 re 12 ... n=1n ).

i=1 A \23 ceo 0 1

Démonstration : Soit 1 Q(j <<Zk-1 « On montre facilement cue :

LD, D‘(.’-L.gd )

A S d = ou D(4,d) reprdsente 1a distonce du point
A, P, fh. 44

ity Pt
& la droite d, puisque les triangles P.4 L' ¢t P L LAt sont

333 J g+l g+l
semblables. (0n note L; &t Al+1 les projcctions dus points 4. et
of J o

AL sur la droite d

j+1 )
I1 en risultc que ¢
A AD A DinoLa) i ) ; )
P A0 I L T R D(*z’dl’ Dl y0dy)
L PSP, Tt TED oD, .4 ) TD(L,a) D A ) —
2271 302 K k-1 Dlipsdy) (13’ 1) S

_ D(Al,dl)
D(Al,dl) ¢

De manidr ¢ 2Q0LCEUC, Dour X 5;}1<:21 g O o 3

A Aoooa ) —a AP

ApPy o Dlsdy) ot | ‘ “p'n _ D(4, »d 2) .
R P 2 . \,d.) v AP T h
om)Tn DR ()dy) o e D(ap,a)

Le produit du théorzme est igal 2 3

D(u19?;2 ?\i ,2) , mois D(flydlz = puisque les
D(l.\.., G, _L(';_ Fxes } D(_v‘;kylil/
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sont semblables. De m@me, puisque les

sont scmblables (on note A} et AY les

i C At MA AT
triangles 141 et 1 Xk

triangles Hﬂlﬁg et MAkAQ
projections respectives de Al et Ak sur lo droite d2) s On

A e
[S 21

D(Ak,dz) ) AkM
D(Al,d2) A._lM

Le produit de 1'énoncé est donc bien 3gal 2 l.

Rem : si on remplace n par 4 dans ce théoréme, on retrouve lec théo-

réeme de Carnot.



“UELJUDS PROPRIETES DES MEDIANES

Cet article généralise ceratins résuliats sur les nédianes (voir

(1} p.97-99). On appelle médianes les segments de droite qui pas-

sent par un sommet du tricaslec et partagent le c¢B8té onposé en n

parties égales., Une nédiane est appelée d'ordre i si elle partage
.

i
le cBté opposs dans le rapport i/n v
Pour 1£in-1 , les nédirnes d'ordre i (c'est-a-dire AA,,BB, et
CCi) ont les propridtés suivantes

1° Avec ces 3 scgmenis on peut cons-—

truirg un triapgle. >
2° |Aat® +IBB.{° + joC tC -
5 1 i i
i® — i.n 4+ n? ( 2 .2 2. el
= a +b +c ),
n?
Preuves.
— —_ - -3 1 =3
A, = AB + BA, = 4B + = BC (1)
— — — — B\
' _ d & - f‘\ i Cr:
BB, = BC + CB, ¢ +=ca(2) B;
- = — - i -
CC, = CA + AC. Ci + = AB (3)
i i = n
En additionnant ces 3 relations, 11 vient :

—3} - g i+n T g A AN
AA. + BB, + CC. = —= (AE + BC + Ca; =0
i i i n
donc les 3 nddianes peuvent 8tre les cotéds d'un trisngle.
(2) Fn élevant au carré les 3 relations et en faisant 12 somme
on obtient

2
2 2 ‘2 2 2 2 i 2 .2 2
’AAi’ +'BBi‘ +‘CCi' =2+ 4o v (2%+b%+c%) +
v = (2 4B.BC + 2 BC.CA + 2 CA.AB) (4)

~

—> 2 2
Puisgue 2 iB.50 = - 2 ca cosB = b =c -a (th. du cosinus) ,

en reportanrt ceci dans 1a relation (4) on a la relation cher-
chée,

Bibliographie :

[1] Voda, Dr.Viorel Gh. - "Surprize iIn matematica elementara",
Bditura Alba*ros, Bucarest, 1981. I
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COEFFICIENTS K-NOMIAUX’

Dans cet article on élargit les notions de vcoefficients bi-
nomiaux" et de "eoefficients trinomizux" & la notion de”'co-
efficients k-nomiaux, et on obtient guelques propridtés géné-
rales de ceux-ci. Comme application, on généralisera le "tri-
angle de Pascal".
 as o v : . ' 2 k-1
On considére un nombre naturel k2,2 s soit P(x) =1 + X + X +eetX
le polyndme formé de k mondmes de ce type : on l'oppellera "k-nome".
On appelle coefficients k-nomiaux les coefficients des puissances

: k-1.n . s
de x de ti+x¢\2+...+x 1) , pour n entier positif. On les notera
T R :
Cki avec hé¢ {091,2;:,¢,2pn}. _
Par 1a suite on va construire par récurrence un triangle de nombres
qui va 8tre appelé "iriangle des nombres d'ordre k", -

CAS 1 : k =2p + 1.-

Sur la premidre ligne du triangle on Scrit 1 et on 1'appelle "li-
gne O". o -
(l) On ‘convient que. toutes les cases qui se trouvent A gauche et &
droite du premier (respeotivement du dernier) nombre de chaque ligne
seront considérées comme contenant O. Les lignes suivantes sont ap-
pelées "ligne 1", "ligne 2", etc... Chaque ligne contiendra 2P nom-
bres de plus que la précédente : p nombres & gauche du premier nom-—
bre, p nombres & droite du dernier nombre de la ligne précidente.
Les nombres de la ligne i+l s'obtiennent 3 partir de ceux de la ligne
i de la fagon suivante :

Ck?3 est égal & 1'addition des nombres situds & sa gauche sur la
i+l

ligne i et des p nombres situés 4 ga droite sur la ligne i, au nom—
bre situd au-dessus de lui (voir fig.1l). On ve tenir compte de la

convention 1. .7 nombres n nombres
Fi_gol S llgnei aoaooo..’)o’"QO.'oonoO‘
ligne i+l Qij ‘
i+l
Exemple pour k=5 s
1
11 1 1 1
123 4 5 4 3 2.1
1 3 61015 18 19 18 15 10 6 3 1
1 4 10 20 35 52 58 80 85 80 68 52 35 20 104 1

Il....o...oconooaceoonooeoeaoueo ccccc o coeeoco 0 o oo

Le nombre 052 = 0+0+0+0+1 = 1 3 CS% = 0+1+0+0+0 = 1 ,
052 = O+1+1+1+41 =4 3 CSg = A+5+3+3+2 = 18 , ¢etca..
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PropFistés du friangle de norbres d'o¥dre k :

1) La ligne i a 2pi+l 3l8aents.

. 2 .
2) ok = i ax o par convention k' =0 pour $<0 et
n o) n-1 n t) 2pr

Ceci cst 4évident d'aprés la construction du triangle.
) Chaque ligne est symétrique par rapport & 1':liment central.
) Les premiers éléments de la ligne 1 sont 1 et 1.
) La ligne i du triangle de nombres d'ordre k reprisente les coef-
i
ficients k-nomiaux de (1 + x + X2 b oaee 4 Xk-l) .
L~ dimonstration se fait par récurrence sur i de o
a) Pour i=1 c'est évident; (en frit 1la propriété serait encore
vraie pour i=0). '
b) Supposons la propriété vraie pour n. Alors

n+l n
(1+x+x2+..,+xk_1) = (1+x+x2+...+xk-1)(l+x+x2+...+xk_1)
2pn 2p(n+1)
- . \ - . .
= (1+x+x2+...+x2p).§ Cl‘:::jl.x;l = ‘; o Ck;;.nizl.x3
3=0 B t=0 i+j=t
0« &2p
O\Si,SZPn
2p(n+l) 2p 2p(n+1)
N << -3 t TS t %
- > > Ck, ' = > Ck_ ,.X
$-0 3= 3=0

6) La somme des Sléments situés sur la ligne n est égnle 2 k.
La premidre méthode de dimonstration utilise le raisonnement par
ricurrence. Pour n=1 1'assertion est &vidente. On supnose l1a pro-
pristé vraie pour ny c'est-2-dire que la somme des &ldéments situ-

ds sur la ligne n cest dgale 2 kn. La ligne n+l se calcule & par-
tir des &léments de la ligne n. Chague élcment de 1a ligne n

fait partie de la somme gui calcule chacun des p $liments situés
4 sa gouche sur 1o ligne a+l, chacun des p 3léments situds 2 sa
droite sur 1a ligne n+l et celui qui est situl en dessous s donc
i1 ¢st utilisd pour calculer k nombres de 1a ligne n+l.

Donc 1~ somme des &léments de la ligne n+l ¢st k fois plus grande
que 1~ somme de ceux de la ligne n,

donc clle vaut kn+l.

7) La diffdrence entre la somme dcs cocfficients k-nomairsux de rong
pair et la somme des coefficients k-nomiaux de rang impair situés

sur la m8me ligne (Ckg—Ck;+Ckika3+...) est égale 2 1.
On 1'obtient si dans (1+x+x"+...+ =~ on prend x = -1.

8) CkO.Ckh+Ckl.Ckh-1+...+Ckh.CkO = Ckh
n.m n m n m n-+m

Ceci résulte de ce que,dons 1'identité
k-1.n k-1

2 k-
(1+X+x2+...+x ) o (144 4o 4K 1)n+m

m 2
) = (1+X+X 4+eo0e+X
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h . .
le coefficient de xh dans le membre de gauche est Ck;.Ck:-l
1=

et celui de xh 3 droite est Ckh .
n+m

9) La somme des carrés des coefficients k-nomizux situés sur la li-
gne n est égale au cefficient k-nomial situé au milieu de la li-
gne 2n. o
Pour la preuve on prend n=m=h dans la propridté 8.

On peut trouver beaucoup de propriétés et applications de ces coef-
ficients k-nomiaux parce gu'ils élargissent les coefficients bino-
miaux dont les applications sont connues.

CAS 2 3 k = 2p.

La construction du triangle de nombres d'ordre k est analogue :
Sur la premiére ligne on &erit 1 5 on 1'appelle ligne O.
Les lignes suivantes sont appelées ligne 1, ligne 2, etc... Chaque
ligne aura 2p-1 éléments de plus que lo précédente 3 comme 2p-1 est
un nombre impair, les Cléments de chague ligne seront placés entre
les Sléments de la ligne pricidente (& 1la différence du cas 1 ol ils
se plagaient en~dessous). 7
Les ¢léments situés sur la ligne i+l s'obtiennent en utilisant ceux
de 1a ligne i de la fagon suivante : '

Ckg+1 est &gal & 1'addition des p <léments situds & sa gauche sur la
ligne i aux p $liements situls 2 sa droite sur la ligne i. (Pig.2) -

: p.nbres  p nbres
Fig.2 ¢ ligne i

1‘ A 1 °°...° e ".....l. .
igne i+ J
¢ Ckin
Exemple pour k=4 : 1
1 1 1 1
1 2 3 4 3 2 1
1 3 6 10 12 12 10 6 3 1
1 4 10 20 31 40 A4 40 31 20 10 4 1
2p-1 .
h %—- h-i
1A - 22+ 4 1Y e = .
D'old la propriété 1' : Ckn cj__o Ckn-l k=1
- -
En réunissant les propriétés 1 et 1' : Ck = , Ckn_l.
1-0

Les autres propriétés du Cas 1 se conservent dans le cas 2, avec des
preuves n~nalogues. Cependnnt dans la2 propriété 7, on voit que 1a
différence entre la somme des coefficients k-nomiaux de rang pair

et celle des coefficients k—nomiaux de reng impair situés sur la mé-
me ligne est dgale & O.
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UNE CLASSE D'ENSE IBLES RECURSIFS:

Dans cet article on construit une classe d'ensembles
récursifs, on établit des propriétés de ces ensembles
et on propose des app71cstlons. Cet article élargit
quelgues résultats de [1)

1) Définitions, propriétés.

On appelle ensembles récursifs les ensembles d'éléments qui se
construisent de maniére récursive j soit T un ensemble dt &léments
et £. pour i compris entre 1 et s, des opérations ni-aires scad

i n

. i . . . oo

gue f ¢ T e—> T, Construisons récursivementi l'ensemble . in-
1

clus dans T et tel gue ¢

(déf.1) 1°) certains éléments Byyeees® de T, appartiennent 2 il.

2°) si,o(i ’é"’o(i appartiennent & I, alors
1 ni
(<, seeesex . ) oppartient & i nour tout ie 1,2,.ee,§1.
1 l1 lni ) . j

3°) chague 3l4ment de M s'obtient en appliguant un nombre
fini de fois les rdgles 1” ou 2°.

Nous allons démontrer plusieurs propriétés de ces ensembles :f; qui
~découlcat de la fagon dernt ils ont &t3 définis.

L'ensemble M est le reprisentant d'une classe d'ensembles récursifs
parce que dans les rdglcs 1° et 2°, en particularisant les éléments
Bygeeesd respectivement fl,...,fs , on obtient des ensembles

i

différents.

Ohservation 1 ¢ Pour obtenir un élément de M, il faut nécessaire-

ment appliquer d'abord la régle 1.

(déf.2) Les éléments de il s'appellent éléments -récursifs.
(déf.3) On appelle ordre d'un 41ément a de ¥ le plus petit naturel
P> 1 qui a la propricté que a s'obtient en appliquant p fois les
régles 1° ou 2°, ,
On note M_ 1'ensemble qui oontient tous les éldéments d'ordre p de
4, I1 est’ évident que m -Lal,,..,a 7 .

s« ‘J[L//f (7[ M“’ }\gfl

119'“9 ln )6
n-
€ ffill

On soustrait Ml car il est possible que fj(aj ,.,.,aj ) = ai gui
1 n.
. J

P

apparticnt A ﬂl’ et donc pas A M2°

On démontre gue pour k 2,1 on a
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O L/ } )

R ~ (1) ‘ ] . .
oft chagque ||, =5-(u!il,...,o(in ) /o(ij '3 qu “%Q”2’°"’ni} s
- i

, i . 515 - P
1\<qj§\k et au moins un ¢l mento(ij € i 1 REL \(ni}
[¢]
- 3
, D¢ N , forment une partition de 1l'ensemble :f.

-

Les ensembles ¥

N
3

Théordme 1 3

—————— ; %
M M o NT =¢ 1,2 oos
L uﬂ- ip s Ou ' { 92935 }
pedN -
preuve. De la régle 1- il résulte gue Mlg; M.

]

On suprose gue cette propriété est vraie pour des valeurs infé-
rieures & p., I1 en résulte que Jngg A, parge, que Mp est obtenu
=

&

en appliguant la régle 2° ~ux &1 sments de LJ/ ﬂi.
i=1

Donc t*//fi . 4. réciproguement , on & 1'inclusion en sens
peN»P B

contraire < accord avec la reg
Theoreme_2_: L'ensemble 4 est le plus petit ensemble gui 2it les

no

propriétlés 1° et 2%
Preuve : soit R le plus petit ensemble ayant 1lcs proprietss 1°
et 2°. On va démontrer que cet ensemble sst unique.
Supposons qu'il existe un autre ensemble it' ayant les proprié-
+4s 1° et 2° et qui soit le plus petit. Comme R est le plus pe-
tit ensemble ayant ces propristés, ot puisque R' les posseéde
aussi, i1 en résulte gue R <= R' § de manisdre analogue, il vient
R'< R ¢ donc R = R'.
I1 est &vident aque ﬁléz R, On suppose que Miq; R pour 1~Si {p.

Alors (rezle 3°), et en fen-nt compte du fait que chaque &lé-
ment de M est obtenu en appliguant la régle 2v 3 certains élé-

¥

ments de ¥, , 1Ligp » 11 en résulte gue MD<: #. Donc

i N =

Py e e N 3 < s - 5 .
4= 2 (pe 2, 22 MG R, Bt comme 2 cet unigue, M = R.
p = DL J =

D . .
Observation 2. Le théorsme 2 remplace la régle 3° de la définition
réoursive de l'ensemble M par s " est le plus petit ensemble satis-
faisant les propriétés 1° et 2° ".
Ehéqgége_}_: M est 1l'intersection de tous les cnsembles de T gui sa-
tisfont aux conditions 1° et 29, ) A
Preuve 3 soit T 5 12 famille de tous les ensembles de T satis-

.

L -~

faisant les conditions 1° et 2°. Soit I = ¢ N\ &
ATy,

I a les propriétés 1° et 2° parce gque @

1) Pour tout i< \}92,°,.9n} )% £ 1 , parce que 2; € A vour

tout A de T ..

12
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1 In-

1 nj
i . 1
appartiennent 3 A quel que soit A de Ty o Donc,\‘fie(l,Z,.,.,S ‘}
fi(o(il,...,c(in‘)é.A quel que soit A de Ty s l
i _ . )
fi(c(il"”’xin.)el pour tout i de {1,2,,”,8}.
i
Du théorédme 2 il résulte gue i < I.
Puisque M remplit les conditions 1° et 2°, il en résulté que

2) si L 50039, € I, il en résulte que L seaesed

donc

M €T12,~ d'oh I< M, Donc # =1 . oo
Dif..) Un ensern:bie AC T est dit fermé pour 1'opdration f; ssi pour
.. o]
\/\ . .c... & H . e o e
tout ioi’ 'C(ioh de A, on a flo(0(i01, 90(10‘_" )
_ A 5
appartient a A, ° ' ¢

(Déf.5) Un ensemble A T est dit fermé M-ricursif ssi s
1) {a,l;.o.',an}_C_:_ Ao
2) A est fermé par rapvort aux opérations fl,...,fs.

avec ces définitions, les thdordmes précidents deviennent :
Théoréme 2' : L'ensemble M est le plus petit cnsemble fermd d-réour—
sif.

Ihiorsme 3' : ¥ est 1'intersection de tous les ensembles fermis H —

récursifs, A
(Déf.6) Le systéme d'lléments <c>(1,u.,o(m“>‘, my 1 etf'{i e T

pour i € 11,2,...,4m } ,constitue une descripti-on d-récursive pour 1!
élémentoc v, sin(m = oK et gue chague o(i (i€{192,”,,m} ) satis-

fait au moins 1'une des propridtis

1 o(-. {71 9000 98 .

) i € 17°°°2%, _

2)o(i s'obticnt 2 partir des éléments qui le préctdent dans le sys-
téme en appliquant les fonctions fo, 143 \<s s définies par la pro-

pridté 2° de (dsr.1).
(Déf.?) Le nombre m de ce systime s'apvelle 1a longueur de 1la descrip-
tion M-récursive pour 1'ilémcnt o< .
Observation 3 : Si 1'3lénent o< admet une description .d-récursive, a-
lors il admet une infinité de tellecs descriptions. ’

En effet, si<o(l,..,,o<‘ > est une description M-récursive de

ol 5, 2lors < Byseeo 95:1, o(l, oos gl rq > est aussi une descrip-

h foig
tion M-riécursive poure{ , h pouvant prendre toute valecur de N o
Thoordme 4_: L'ensemble M est confondu avec 1'ensenble de tous les
&léments de T ¢ui ~dmettent une description #M-rdcursive.,
Preuve : soit D 1l'ensemble de tous les Sldments gqui admettent
une description M-ricursive. Jous a2llons dlmontrer nar ricurrcn-—
ce que MD_C_. D pour tout p de N ¥ .

Pour p = 1 on 2 : :{Il ={a1,“.,,an'\3 ; et les aj 5 1\<j\<n s
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admettent comme description M-récursive : <a3> o Ainsi
M1§_ D. Supposons gque la propriété est vraie pour les valeurs

inférieures a p. M“ est obtenu en appliguant la régle 2° aux
p-1 - :
éldments de iul o e ;;-Ip entraine «< € fi(ozi.‘t" .o w(in_)
= i

eto(ijéth pour hj<p et _1\<j\<ni,,

Jdais ‘(&j’ 1 f;j é;ni , admet des descriptions i~ricursives 4’

aprés 1'uypothése de récurrence, soit <ﬂ31, ,/’338 . >

A].OI.‘S~<(3119-.°°A9 /5 1sly{5219-.= ’p252’°°° 9/3n11,°:" ﬂ n;sy ’°'<>

i

“constitue une description :-récursive pour 1'clément o<
Donc si o<appartient & D, alors # &D , cad . = \__/ ¥ <D.
» * D R
: pQN <
Réciproguement, soit x appartenant 3 D. 11 admet unc descrip-—
tion M-récursive <:7bl,,.,,bt:> avec bt=x . Il en résulte par

récurrence sur la longueur de la description M-rdcursive de 1'

&lément x , que x € . Pour t =1 , on 2 <bl\/ s bl = X et

,ble.{?l,..o,aAXQEM; On suppose gque tous les $1éments y de D

qui admettent une description H-récursive de longuceur inférieure
% t appartiennent 2 M. Soit x € D, décrit par.un systéme de lon-
gueur t ¢ <_bl’,'_"’b'h> s b‘t = X, Alors xe{_alg...,an i,

ou bien x est obtenu en gppliguant la reégle 2° ~ux ¢élZments qui

le précédent dans le systéme : b1’°"’bt 1° dais ces &léments

admettent des descriptions M-récursives de longueurs inférieu-
-~ ° . g '-3.‘ -
res 2 1 °<: b1:> y <:b1,b2:> seees <:b1’°°°’bt-l:> . D'aprés

1'hypothése de riécurrence, blg...,bt 1 appartiennent a .

Donc b, appartient sussi 3 M, I1 en résulte que A=D.

Théoréme 5 : Soient bl,...,b des &ldments de T qui s'obtiennent 2
Loeorene o qQ
partir dcs €léments al,.,.,an en appliguant un nombre fini de fois
les opérations fl,fz,,,., ou fs. Alors M peut 8tre défini récursive-
ment de 1la fagon suivante 3
1)VCertmins Sloments alye,,,an,bl,..,,b de T opvarticnnent a M.
2) M est fermé pour les applicsations fi ,avec 1 € 1,290..93‘}§
3) Chague &lément de M est obt.nu en appligurnt un nombre fini dc
foig les régles (1) ou (2) qui pricédent. '
Prcuve : &évidente. Comme bl"°"bg apuartiennent 3 T, et s'cb-.
tiennent & partir des éluments al,.,,,sq de M en =zppligqumnt un
nombre fini de fois les opérations fi, il en risulte que

b.s...yb npparticnnent a M.
17 q



Théoréme_5_: Soient g, ; 1 ¢ ] ( r , des opdérations n,~-aires , cad
- TL " J p \ a4
g. : T J.-—a T , telles gue # soit fermé par rapport & ces opéra-

J

tions. Alors M peut &tre défini récursivement de 1o facon suivente
1) Certains &liments P13e.esa de T appartiennent & A,
2) M est fermé pour les opira tions fi 5 ie_(},2,,s,,s’} et

gj t 35{192‘9”-91'} .
3) Chacue $lément de M est obtenu en appliguant un nombre fini de

fois les régles précédentes,
Prcuve facile : comne 4 est fermé pour les operations g (avec

° 0o ke .t .e.t’ . d
Je{l 2, ,r} )}, on a , quels que soien ;_—[3.1, o(&ﬂj e
M, gj(o(a‘l,...,o(én.)gﬂpour tout jg_{l,Z,”.,r}.
Les théorémes 5 et 6 entralnent s
Théoreme 7_: L'ensemble i peut 2tre défini récursivement de¢ 1= fagon
suivante :
1) Certains 41émcnts Byresesd, ,bl,.o.,b de T appartiennent & I,

2) M est fermé pour les opnérations £ (1€,{} 2,,.,,3.} ) et pour
les opérations gj (jg{l,Z,..,,r}) deflnles précédemment.
3) Chague 31iment de M est défini en appliquant un nomhre fini de
fois les 2 réegles pricédentes.
D&f.8) L'opérntion fi conserve la propridté P ssi guels que soient
les élémentscngv.o., n ayant la propridté P, f ny ,,.e,o(' )
i 1

a la pronriétsé P,

Théoréme 8 ¢ Si SERERRL cnt 1a propridétd P, ¢t si les fonctions
______ " ¥

f ,...,fS conservent cette propridtc, alors tous les &lomsnts de M

« Les Zliments de i, ont 1o pronrilté P.
L

ont 1~ propricti
rreuve : M = () H

pE N
Supposons que les Climents de Mi pour i < p ont la propriété P.

)]

-

"

Alors les él:nents de M 1l'ont aussi parce que Mﬁ s'obtient en
%
aBp}iquint les opéraotions fl,.,,,fs aux &léments de ¢

\_) Hi ; ¢léments gqui ont ka propriéts P. Donc, guel que goit
i=]1 nde N, les Eléments de Mﬁ ont la propri:té P .
. Donc tous les éliments de 1 1'ont,
Conséqguence 1 : Soit 1a propridts P : "x peut T8tre représentd sous
la forme FTX)
Si al,..,.,f,_f1 peuvent 2tre renrisentés sous la forme F(al),,,., res—
pectivement F(ah) , et ei fls,..,fs congservent la propriité P, alors
tout 3lément o€ de M peut Btre renrdisentd sous 1~ forme F(ec),

Rem s on peut trouver encore 4'-wtres d-f. Sguivalentes de M.
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2 - APPLICATIONS , EXEIPLES . o

Dans les applications, certaines notions génirales comme : é1é-
ment d-récursif, description .i-récursive, ensemble fermé :-récursif
seront remplacds par les attributs caractérisant 1l'ensemble i, Par
exemple dans la théorie des fonctions récursives, on trouve des no-
tions comme : fonctions primitives récursives, description primiti-
ve récursive, ensenble fermé primitivement récursif. Dans ce cas ":i"
a ét¢ remplacé par 1l'attribut "primitif" qui caractdirise cette clas-—
se de fonctions, mais il peut 8tre remplacé par les attributs "géné-
ral", "partiel”. ) .

En particularisant les régles 1° et 2° de la d2f.1 , on obtient
plusieurs ensembles intércssants :

Exemple 1 : (voir [2] , pages 120-122, probldme 7.97).

Exemnle 2 : L'ensemble des termes d'une suite définie par une
relation de récurrence constitue un enseanble récursif.

. . R
Soit la suite : o . = f(an’an+1’°°"un+kel) , pour tout n de N ,

avec a, = al , 1 £i k. On va construire récursivement 1'enscm-
i i TR
ble A = am}.méNaF
d'un ¢élément dans 1l'ensemble A ¢ ' , o
1°) ai,...,aﬁ appartiennent & A, et chague a; (1 5;1 {Sk) occupe

et on va définir en md&me temns la position

la position i dans 1l'ensecable A -
2°) 8i a ,a ool appartiennent 2 A , et chaque a. our
) -"n7 n+1_,_’ 9 n+k—l M} ce / 9 e Q X J 9 P

- : _ . . . » E ] “q”
n 4:3 <;n+k 1 , occupe la position j dans l'ensemble A 4 2lors

f(an’an+l’°"’an+k—l) appartient & A et occupe la position n+k

dans 1'enscmble A. .
3¢) chague 3$14ment de B s'obtient en appligu-nt un nombre fini de
fois les régles 1¢ ou 2°¢.

2 P .
Exemple 3 ¢ Soit G = u{e,al,a ,.,,,al }-un groupe cycligue en-
gendrs par 1'élément a. Alors (G, .) peut 8tre défini rdécursivement
de 1= fagon suivante s

1°) a appartient & G.

2°) si b et c appartiennent 2 G a2lors b.c appartieanent a G,

3°) chague 313ment de G est obtenu en appliguant un nombre fini de
fois les régles 1 ou 2. B

Exemple 4 : Chague ensemble fini ML = {?1’X29"'9X '1 -peut e~

tre dcfini récursivement {(2vec ML < T) : nJ
1°) Les (1 :nents Xy 9eeesX de T appartiennent 2 AL,
2) n

Si a appartient & ML , =lors f(a) appartient & AL, od £f:T—3 T
telle que f(x) = x 3

3°) Chaque &lément de ML est obtenu en appligunant un nombre fini
de fois les r&gles 1° ou 2°,

>
Exemple 5 : Soit L un espace vectoriel sur le corps commutatif K
et {:xl,...,x '} une base de L. Alors L peut &tre défini récursivement
m

de la fagon suivante 3
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1°) X 3eeesX  appartiennent 2 L j

2°) si x, y appartiennent & L et si a appartient a K, alors
X 1 y appartient 2 L et a x x appartient & L.

3°). chaque $13ment de L est obtenu rdcursivement en appliquant un
nombre fini de fois les régles 1° ou 2°. ' .
(Les lois L et ¥ sont respectivement les lois interne et externe
de 1l'espace vectoriel L). ' ’

Exemple 6 : Soient X un A-module, et M X (¥ £ @), avec

M = X,y . . Le sous-module engendré par ¥ est :
i icl

<M> ={X€X / X = a'lxl T oeoe + anxn s By € A, Xie M, i('.{ls«’-‘sn}}
peut &tre difini récursivement de la fagon suivanteé -
1°) vour tout i de{l,2,...,n} s xedM) ;
i

2°) si x et y apparticnnent a¢dM>» et a appartient & A , olors
X + y appartient & ¢ M> , et ax aussi j , : .
3°) chague ’l3ment de < M est obtenu en appliquant un nombre fi-
ni de fois les régles 1°¢ ou 2¢, ‘ '

En accord avec le paragraphe 1 d« cet article, ( NI) est le plus pe-
tit sous-ensemble de X vérifiant les conditions 1° €t 2°, c'est-i-di-
re que < M > est le plus petit sous-module de X incluant M. LHS

est aussi 1'intersection de tous les sous—ensemebles de X virifiant
les conditions 1° et 2°, c'est-i-dire que ¢ i > est 1'intersection

de tous les sous—-modules de X qui contiennent M., On retrouve ainsi
directement quelyues rdsultats classiques d'algébre,

On peut aussi parler de sous-groupes ou d'idéal engendrd par un ensem-
ble : on obtient ainsi guelgues ~pplications importantes-en alzébre,

Exemple 7 ¢ On obtient aussi comme application la thiorie des
langages formels, parce que, comme on le sait, chague langage rdgu-

lier (lindaire & droite) est un ensemble rigulier et riciproguement.

Mais un ensemble régulier sur un alphabet _,_.S = {al,...,an} neut

8tre défini_ricursivement de 1la facon suivante
o] o v iennent 2 I
1°) ¢ ,{E}, &c',l\} seees {an} appartiennent 2 . . 7 |
2°) si P et @ apnartiennent 2 R, alors PUS], PQ, et P app. & R
avec Py Q ={x/ng ou XQQ} s PQ = {xy/XQP et yg Q}, et
n

x_ > 2 n — » , 5 . (o] _ c‘
P = r’fz‘/() P avec P = P.,P,.. P et, par convention, P = \E} .

n fois
3°) Rien d'autre n'appartient A R gue ce gui est obtenu & 1'aide
de 1° ou de 2°,
D'ou plusieurs propriitds de cette cl-sse de langnges avec applica-
tions aux langages de programmntion.

Bibliographie:

[_1} C.P.Popovici,L.Livovschi,H.Georgescu,N. Find3Ireanu - "Curs de
bazele informaticii (func*;ii booleene gi circuite combinationn—~
le)" ,Tipografia Universita}ii din Bucarcst, 1976.

[2} F.Smarandache ~ "Problémes =vec. et sans... problémes !" - Somi-
press, Fés (ilaroc), 1983.
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SUR QUELJUES PROGRESSIONS

Dans cet article on construit des ensembles qui ont la propri-
ét3 suivante ¢ gquel que soit leur partage en deux sous—enscm-—
bles, au moins 1'un de ces sous-ensembles contient au moins
trois &éléments en progression arithmétique (ou bien géométri-
que).
Lemme 1 : L'ensemble des nombres naturels ne peut pas tre partagé
en- deux sous-ensembles ne contenant ni 1'un ni 1l'autre 3 nombres
en progression arithmétique.

: Supposons le contraire; et soient Ml et ﬂz les deux sous-en—

sembles. Soit‘ kng. :
a) Si k+1€ Ml, alors k-1 ¢t k+2 soni dans Hz, sinon on pour-
rait construire une progression arithmé&tique dans Ml' Pour 1la
m&me raison, puisquc k-l et k+2 sont dons 1‘»’12, alors k-4 et
k+5 sont dans Ml. Donc s

> k+1 et k+5 sont dans Ml donc k+3 est dons MZ;

k-4 et k sont dans N% donc k+; est dans MI;

‘on a obtenu que M_ contient k+2, k+3 ct k+4, cc qui est con-
traire & 1'hypothsse,

b) si k+1¢ M, alors k+le M,. anclysons 1 élément k-1.
51 k-1 € M, 5 on est dans fe cas (a) ol deux <¢liments consdé-

cutifs appartiennent ~au méme cnsemble.

Si k-1 {,Mz. Alors, puisque k-1 et k+1 sont dons M2, il en
risulte que k-3 et k¥3'¢ I,
progfession arithmétique k-3, k, k+3 dans Mls contradiction.

donc M., Mnis on obtient 1o
1

Lemme 2 : Si on met & part un nombre fini de termes de l'ensemble
des entiers naturels, l'ensctble obtenu gardc cncore la propriété

du lemme 1.
Drns le lemme 1, le choix de k Stait arbitraire; et pour cha-
gue k on obtenait, au moins dans 1l'un des gnscembles M, cu M25
un triplet d'é&léments cn progression arithmitique : ddénc au
moins un de ces deux ensembles contient une infinité de tels
triplets.
Si on met & part un nombre fini de naturels, on met aussi 2
part un nombre fini de triplets en progression arithmétique.
iizis 1'un 2u moins des dsux ensembles Ml ou Mg conservera un
nombre infini de triplets cn ~rogression nrithmétique.

Lemme 3 : Si il"°°’is csont des noturels en progression arithmiti-

que,

et si 31,32,{,. est une progression arithmétique (respective-

ment géométrique), nlors ai ,...,ai est aussi une progression o~

rithmé&tique (respeotivement1géométr§que).
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Démonstration : pour chague jonas 2i, =1, + i,
- -3 j=1 j+l
a) 8i al,az,... ¢st une progression arithmétique de raison re

a = A i, =~1) a i -1‘ i -
2ﬁi_ 2”( lf(lj 1)r) ( 1+(lj—l; )r)r+.(a1+(lj+ltl)r)

: j = 2 + 2, .
~ Ti-1 0 tiao
b) Si a.52. 5... est une progression géomdétrique de raison T
1°727; . ) )
5 1j-1 2 > 2i =2 1__1—1 1j+l—l
- (ai.) = (a.r ) ==2%r 3 - (a.rd ). (a.r ).
V J = . « ° .
Yi-1 Yy

Théoréme 1 @ N'importe 12 maniire dont on partage 1l'ensembhle des

termes d'une progression arithmitique (respectivement géométrigue)

en 2 sous-ensembles s dans 1'un au moins de ces sous=-ensembles il

y 2ura au moins 3 termes en progression arithmétique (respective-

ment glométrique). :
Démonstration : D'aprés le lemme 3y i1 suffit 4d'Studier 1le
partage de 1'ensemble des indices des termes de 1a prozgres—
sion en 2 sous—ensembles, et d'=2nalyser 1'existence (ou non)
d'2u moins 3 indices en progression arithmétique dans 1'un de
ces sous-ensembles.

-ilais 1'cnsemble des indices des termes de 1- progression est’
l1'ensemble des nombres naturels; et on 2 démontré au lemme 1
qu'il ne peut pas Btre partdsé en 2 sous-engembles sans qu'il
¥y 2it au moins 3 nombres en progression arithmétique dnns 1'un
de ces sous-cnsembles : le théordme est démontré,

Théoréme 2 ¢ Un ensemble A qui contient une progression arithndti-
que {respectivement zdomdtrique) infinie, non constonte, conserve
la propridtd du thioréme 1. .
En effet, cela dicoule directement du f2it que tout portage
de M immlique 1le partage des termes Jde 1~ progression. :

Application : Juelle que soit 1a fagon dont on partage 1'ensemble
m ,m _m . ) -
A = { 1,2,3,... } (meRr) en 2 sous-ensembles, au moins 1'un de
ces sous-ensenbles contient 3 termes en progression géométrique,
(Géniralisation du problime 03255 dc la "CGazeta Matematica",
Buczrest, n°10/1981, .400),
La solution risulte naturellement du thdéordme 2, si on remar-
. . . mn &
que jue A contient 1o progression gdom. a =(2) , (n € N) .
n
De plus on peut dsmontrer que dans 1'un ou moins des sous-—-ensembles
il y 2 une infinité de triplets en progression géomdtrique, parce
que A contient une infinitd de progressions glomitriques difforen-

D myn ’ . oy )
tes ¢ a(*)= (» )} avec o premier et n € N, auxqguclles on peut
n

appliquer les théordmes 1 et 2.



36

SUR LA RESOLUTION DANS L'ENSEMBLE DES NATURELS
DES EQUATIONS LINEAIRES

L'utilité de cet article est qu'il établit si le nombre des
solutions naturelles d'une équation linédaire est 1imité ou
non.. On expose aussi une méthode de résolution en nombres
entiers de 1'équation =2 x - by = ¢ (qui représente une gé-
néralisation des lemmes 1 et 2 de [4] ), un éxemple de
résolution d'équation & 3 inconnues, et quelques considéra-
tions sur la résolution en nombres entiers naturels des é-
quations & n inconnues,

Soit 1'éguation

n : '
(1) > a X, = b avec tous %es a_ sb dans Z, 2, £ 0, et
i = a )=4d 1
1,'009'111

Lemme 1 : L'équation (1) admet au moins une solution dans 1'ensem-—
ble des entiers, si d divise b.
Ce, résultat est classique.

Dans (1), on ne nuit pas & la géniralité en preant (al,.,.,an) = 1,

parce que dans le cas ol 4 =£ 1 on divise 1'dguation par ce nombre ;
si la division n'est pas entiére, 2lors 1'équation n'admet pas de
solutions naturelles.

I1 est évident que chague &guation lindéaire homogéne admet des so-
lutions dans N : =2u moins la solution banzsle !

PROPRIETES SUR LE NOJBRE DE SOLUTICHNS NATURELLES D'UNE
EQUATION LINEAIRE GENERALE.

On va introduire la notion suivante :

Déf.1 : L'équation (1) a des variations de signe s'il y a au moins
deux coefficients ai,aj avec 1 4(1,3‘$'n, tels que ai.aj <0

Lemme 2 : Une équation (1) qui a des variations de signe admet une
infinité de solutions naturelles (généralisation du lemme 1 de (4] ).
Preuve : De l'hypothése du lemme résulte gue 1'éguation 2
h termes positifs non nuls, 1 < h&n , et k = n-h termes
négatifs non nuls. On a 1  k < n. On suppose que les h pre-
miers termes sont nos1t1fs et les k suivants négatifs.

On peut alors écrire :

n
> X, - 2 alx, =b ot al =-a_» O.
t=1 !

j=hyl 99 J |
SOitO(M =[al,coa,’an' et C ‘ ' » ie {192,.-.,:’1}.
Soit aussi 0 <P =[h,k]}, et hl = P/h et kl = P/k.
Pren=nt Xy = 1 Cge? xt ’ Q<t Kb,
X, = klcj.z + xg y hl Lign,

3 N s 1
ouzg N, @ >/ ma},t — 1, S + s
t53 hlct klcj
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et x2 , i¢ {1,2,,°°,n 'une solution particuliére entidre (qui
i =N J

S

existe d'aprés le lemme 1), on obtient une infinitd de solu-
tions dans 1l'enseable des ncoturels pour 1'équation (1),

Lemme 3 ¢ n~) Une Squation (1) qui n's prs de variation de signe 2
au maximum un nombre limitd de solutions naturelles,
b) Dans ce cas, pour b % 0, constant, 1'équation 2 le nombre maximum
de solutions si et seulement si a. =1 pour ie {},2,,,.,n} .
Preuve (voir sussi [67). *
a) On considére tous les a > 0 (dans le cns contraire, mul-
tiplier 1'Ziqu~tion par -1)
51 b <0, il est ’vident que 1'Zguntion n'a ~ucune solution
(dans ). '
51 b = C; 1'iguntion admet seulement 1- solution hanrle,
5i b 0 ; alors chnque inconnue X, prend des valeurs entid-

i

i
s. Donc le nombre maximum

°

res positives comprises entre 0 ot b/a., = di (fini) , et

pas ndécessnirement toutes ces valeu

de solutions est iafirieur ou Szal

o

n .
7 (1+di) qui ‘est fini
i=1

[

4
b) Pour b # 0, constant, ] (1+ﬁi) est maximum ssi les a4
i=1
sont maximums,; ciad ssi 2,=1 pour tout i de {i,2,...,n} .
i

Théoréme 1 = L'éEquation (1) =dmet une infinité de solutions naturel—
SHe0reme 1
les si et seulement si elle ~ des voriations de sizgne.

Ceci risulte nnturellement de ce gui »nricede.

-

Thioréme 2 : Soit 1'éouation 3 coefficicnts eaticrs ax - by = c,
XA ) =S -

on actdb >0 et (a,b) = 1. alors 12 solution gdinirale en nombres
naturels de cette Sguation est ‘

it

bk + X,

X . . . . s
o (x 'Y ) est une solution particuliére entidre
ak + y, 0’0 .

y de 1'Zlguation )
et k3 max —xo/b] 5 [-yo/a]}+1 est un paramdtre entier
(g3noralisation du lemme 2 de 41 ). :

Preuvc., Il risulte de [1] que 1~ solution génirale entidre
X = bk + x
A = ak + y_
particulidre entiére de 1'Zlgquation et k ¢ Z. Puisgue x et y
sont des entiers naturels , il .nous faut imposcer des conditions
& ky, d'0d 1~ suite du thdéordme.

SYSTEATISONS ! Pour risoudre dans 1'ensemble des noturels une égua~
tion lindaire & n inconnues on utilisc les rdsultots antoricurs de 1n
fagon suivente 3

a) 81 1'éguntion n'a rns de voriation de signe, comme elle ~ un nom-—
bre limits de solutions naturelles, la résolution est faite par &-—
preuves (voir ~ussi [6] )

b) 3i elle » des variations de signe et que b divisible nar ds; a=-

lors elle ndmet une infinitd de solutions naturelles. Cn dltermine

de 1'édquntion est o (x,,y,) est une solution
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d'abord sa solution géndrale entidre (voir [2}, [5} )s

X, =
1

n—1
< . - .
LK +fS . 1 1 les X
4321 e:-(l‘J 5 (51 5 \<1\( n,.oa tous les ijsﬁi ¢ Z

et les k., sont des paramétres entiers.

. J .
En appliquant la restriction xi )/O pour tout i de {l,Z,...,n}.,. e

on détermine les conditions qui doivent &tre réalisses par les
paraméires entiers kj nour tout j de {1,2,,,,,n-—1} . (¢)

Le cas n = 2 et n = 3 peut 8tre traité par cette mithode, mais
gquand n augmente, les conditions (¢) deviennent de plus en plus
difficiles & itrouver, ’

Exemple : adsoudre dans N 1'équation 3x - Ty + 22 = -18.
Sol.: dons Z on obitient 1la solution gdnirale entidre
= kl
=k k avec k etk 4 Z,
y 1 + 2 5 av Kl 5 ans

BIBLIOGRAPHIE 8

(4

E
(3]

[+
b5
(6]

Z

2k + 7k, =9
Les conditions (c) rdsultent inégalités x,0, ¥),0

des iné
z},C, Il en résulte }:1}, 0,et aussi k2>/ [—kl/ZJ +1 et

L) [(9—21{1)/7} + 1, cfest-a—-dire kz}/ E(Z-Zkl)/']] + é,

Avec ces conditions sur kl et k2, on a la solution géné-

rale en nombres naturels de 1':Ziguation.
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SUR LA RESCLUTION D'EQUATICIS DU SECOND DEGRE
A DEUX INCONWUES DANS 72

Propriété 1 ¢ L'équation xz-—y2 = ¢ admet des solutions entidres si
et seulement si ¢ appartient & 4Z ou est impsir,
Preuve : 1'dgquation (x-y)(x+y) = ¢ n~dmet des solutions dans 2
s3i il existe c1 et 02 de Z tels gue x~y = C, 5 X+y = 02 s €%
C_+cC c.—¢C
c,c, =¢C ., D'ou X = £ = et y. = =1
172 2 ’ 2
entiers ssi ©1%%, ¢ 22 ©5=Cy € 24, c'est-a-dire :
1) ou bien ¢, et ¢, sont impairs, d'od ¢ impair (et récipro-
gquement). 1 2
2) ou bien c, et ¢, sont pairs, d'od ¢ £ 42 . éciproguement,

. Mals ¥ et y sont de

1 2
si ¢ € 4Z, alors on peut dicomposer ¢ en deux facteurs cq et c,
nairs, et tels que ClC2 = C.

Remarque 1 3

Le propriété 1 est vraie =ussi pour 1a risolution dans N, paisgu'on
neut supposer ¢ 0 (dans le cas contraire, on multiplie 1'déquation
par (- l)), et on prend o, > c )/ 0, d'ot x» O et y) 0.

2

Propridté 2 : L'equztlon x - dy =c” (ol d n'est pas un carré par-
fait), admet une infinité de solutions dans T .
Preuve : soient x = ckl, klg_ Nety = ok2 5 k2 €N, cel,
P . 2 2 . a4y - ' - .
I1 en résulte gue kl - dk2 =1, o1 1'on reconnailt 1'éguation
de Pell-Fermat, qui admet une infinité de solutions dans ¥
(un,vn). Alors xq=cu s YOV, cornstituent une infinité de solu-

tions naturelles de notre uation.

Pronriété 3 : L'éguation nxg—bya =c {(#0) , oh ab = 12 (k € 2), ad-

met un nombre fini de solutions naturelles.
Preuve : on peut considérer a,b,c comne des nombres positifs :
dans l¢ ces contrrire, on multiplie Sventuellenent 1'éguation
par (-1) et on chrnge le¢ noa des varinbles. Multiplions 1'é-
quation par a, on aura :

22—t2 =d svecz =cxeN ,t=kyelN etd=a2a7) O (1)

On risout conme deons la propridtd 1, ce gui donne z et t. .ails

dans (1) on =2 un nombre flnl de solutions naturelles, parce gu'

il existe un nombre fini de diviscurs entiers pour un nombre de
N, Comme les couples {z,t) sont en nombre limité, bien sfir

les couples (z/a,t/k) ~ussi, ainsi que les couples (x,y).
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Propriété 4 : Si axz-—by2 = c; ol ab £ k2 (k € 2), admet une solution
particuliére non trivinle dans N, alors elle admet une infinité de
solutions dans N.

Preuve : on pose 3 X
(2)

xoun+byovn (¢ M
4

¥, = AXoV
Ty = ToUy+aXeV

ot (x,;¥,) est 1la solution particulidre naturelle pour 1'S3qua-
tion initiale, et (u sV ) est la solution générale naturel-
n nnel¥N

le pour 1'équation : u -abv =1 ;, nommée la r:solvén-
te Pell, qui admet une infinité de solutions.

, 2.2 , 2.2,2 2
Alors ax -by = (axc-byo)(un-dbvn) = c.

Donc (2) vérifie 1':=quation initiale,
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COUVERGENCE D'UNE FAMILLE DE BSERIES

Dans cet article, on constrwlt une famille d’express1ons éa(n)
Pour chaque élément E(n) de # (n), la convergence de la séerie
S E(n) pourra &tre décidée d'aprés les thléorémes de 1'arti--

pd
n=Tg cle, L'article donne aussi des applicdtions.

(1) Préliminaire .

Pour rendre 1'expression nlus aisle, nous utiliserons les fonctions
ricursives. Quelques notations et notions seront introduites pour
simplifier et réduire la matidre de cet article.

(2) Définitions 3 lemmes.,

Nous construisons récursivement une famille d!expressions ¢. (n).
Pour chaque expression E(n)¢ & (n) , le degré de 1'expression
est défini ricursivemeni et noté d°V( ;s et son coefficient domi-
nant est noté c(E(n)). ~
1. BSi a est une constente réelle, alors ag t;(n).
d°2 = 0 et c(a) =
2. L'entier oositif nf';r(n)
d°n=-1 et c{n) =

3. Si E (n) et E (n) p“ﬂrtlennent 2 C (n), avec d°E (n) r, et
a°E (n) =1, C(m (n)) =2, et o(E.(n)) ==, , alors 2
2 1 2 _ 2
D) B (), (W€ £ () 5 2 (8, (B, () = 1yo1,y 5 o8 (205, (n))
V.‘?.U.‘t a,
1% _ (n)
b) si B (n) £0 Y n ci(nyn E ) , alors g(n) et
2 (4 2
/ E (n) E n ('“l
\ Z {\E n a, *

c) Si :
A est un réel constant et si 1'operation utilisée a wa seng
ol ' N ol
(E (n)) (pr. tt.nelN , n), g, ) » alors (El(n)) £ (n)
of

22((8,(0))7) = 2o 5 o((8; ()™ ) =TT

a) 81 ) y r, » alors B (n)® (n>e E(n)s as (8, (n)38,(n)) ost 1o

max de r et v, , et c(E (n)-m (n)) = uls respectlvement 259

suivant que le degré est r, ou Tse

1
e) si r, =1, et a +a, £ 0, alors B (n)+m (n)e é:(n)
a° (b (n)+E (n)) = ry et c(E (n)+E (n)) Pyt -
f) si r, =71, et a,-2, ;é 0, alors E (n)—Ez(n) E(n)
d“(El(n)-EZ(n)) = et c(El(n, Byl (1)) = 8oy
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4. Toute expression obtenue par application un nombre fini de
fois du pas 3 appartient 2 £ (n).

Note 1. De la définition de f(n) il résulte que ; si
E(n) € & . (n) alors c(E(n)) £ 0 et que
c(E(n)) si et seulement si E(n) = O.

Lemme 1. Si E(n)e E(n) ct ¢(BE(n)) > O, alors il existe n € N,

tel que pour tout nyn’ E(ﬂ) > 0.
Preuve : soit c(B(n)) = 2,50 et d°(E(n))
si r) 0, alors limite E(n) = limite n -El%l = -
. _ , So00 n

:

.. r
= 11}1@;%‘3 a.n” =+o00; donc il existe n ¢ N t§1 que,; qgast n_>/ n

1 } =
on 2it E(n)> 0. ‘ -7 1 o
Si r< 0, alors hmlte = limite = = —1limite n—r=+oo
’ E(n) ns o E( ) a, nweo T

n
s 2 . 1
a e n' ¥ol t !
onc il existe n'¢ N, tel que pour tou n), n f(;)> 0,

ou encore E(n) > 0.
Si r = 0, alors ou bien E(n) est une constente réelle positive,

Ey(n)
ou bien W = E(n) , avec A°E (n) (n) =T £ 0, et

| (B, Y@)
-d'aprés ce gue nous venons de voir, ¢ (n)) -(E ) -
= ¢(E(n)) D> 0. Alors 3
% ou bien c(E (n))> 0 et c(E (n))\ 0 ¢ il en résulte
il existe nEléN,’anéN et n)/nEl . (n)> I N

il existe nE2 ¢ N, %net et n> Nps B (n) > 0 ( )
Eln

11 existe nE_max(n_El,n 2) ¢ N V’ne d, n)ngs E(n)———T) > 0.

£ ou bien c(E,(n)) <0 et c(E (n)) < 0 et alors

B, (n) ‘ —El(n)
E(n) = ——(—7 m , ce qui nous ramdne au cas précédent.

Lemme 2. Si E(n)e E(n) et c(E(n)) 0, alors il existe n' ¢ N , tel
que aqust n > n' , E(n)<O.
Preuve : l'expression ,—ﬁ‘(n) 2 1a propriété que c(-B(n))> 0 ,
d'aprés 1la doflnl‘tlon r==curs1ve. D'aprés le lemme 1 :
i1 existe n' €N, % n ¢ N, ny, n , -E(n)>0 , clest-a-dire
+B(n) {0 , oafd.

Note 2. Pour prouver le thioréme suivant, nous supposons connu le
critére de convergence des séries et certaines propriétés de ces
derrniéres.

(3) Théoréme de convergence et applications.

Thiordme : soit E(n)€ 6(n) avec d°E(n) = r et soit les séries

ZE(n) 5 E(n)% 0 . Alors :

n>/n



A) si r¢-1 1~ sdrie cst 2bsolument convergente.
B) si r}-1 elle est divergente ol E(n) a un sens ¥ n Jng 5> nel.
Preuve : d'aprés les lemmes 1 st 2, et parce que

18 série z E(n) converge{=) 12 série —E E(n) conver-

2 3
n3ng n3ng
ge, nous pouvons considirer la sirie 2 E(n) comme une série
>
nng
2 termes positifs. Hdous allons prouver gue 1o girie 4 E(n)
< nangy
2 1a m@me nnture que 1a série £ —— . Apnliquons le second
~7 T
n2ln

critére ds comparaison :
. E{n . Eln
limite = limite = o(B(n)) £ £€2. D'apres 12 note 1
na oo 1 Nsoo o

=T <™
si E(n)+0 slors c(E(n)) # O et donc la sidrie & __ E(n) a 1n

S 1 - nank
. s of
méme n"'tu.re gue 1= série —— , ctest-a-dire :
n2l -r

A) si rg-1, alors 1q série est convergente ;

B) si r)> -1, alors 1~ sirie est divergente.

Pour r -1, 12 série est obsolunent convergente car c'est une
sirie » termes nositifs, '

Apslications ¢ On peut en trouver benueoup. En voici guelgues-unes
intéressantes s

Si P~(n) I (‘1) sont des polyndmes en n de degréq,s , et cue
C(n) et R (n) apnartiennent z‘z{(n)
\ P (n (convcrwcnt, si s/h - q/k> 1

est . / s
ﬂ’n:, & ;ﬁ [€9) &11 vergent , si s/h - g/k \<l‘ )
E convergent, si s> 1
20 T est . .

A ]
n3n, ;Lvergent, si e\{\l .

3 -1
Exemple : 1~ siric [_\/n+1 A 2
n2 \?/

= _(1/9+1/3)< , €t si on app
(

est divergente parce gue

- 17
1le E(n) chague quotient de cette
)

e
> 3 n) et o un sens nHour n>/ 2

série, B{n) annnrtient 3

(\‘)l



DES FANTAISIES WATHEMATIQUES

Trouvez une "logique" aux ¢noncés suivantis

(1) 4 -5=5 ! -
(2) 8 aivisé par deux est dgal 3 zéro
(3) 10 moins 1 égale O. !

(4) Zivf%(x) dx = f{x) !
(5) 8 +8 =281

o

Solutions :

Ces fantaisies mathdmatiques sont des divertissements, des
problémes amusonts : elles font abstraction de 12 logique
courante, mais elles ont gquand mme leur “logigue" , une
logique fantaisiste : 2insi

(1) s'explique si 1'on ne comsidére pas ", - 5" comme 1'dcritu-
re de "4 moins 5" meis comme celle de "de 4 & 5" 3 d'olt une lectu-
re de 1'énoncé "“4-5<% 5" ; "entre 4 et 5, mais plus prés de 5H".

(2) 8 peut 2ire divisé par deux... de 1o fagon suivante :° -8
c'est—-a—dire qu'il sera coupé en deux parties égales, qui sont &-
gales & "0" au-dessus et au-dessous de 1o barre ! :

(3) "10 moins 1" peut s'entendre comme : les deux caractéres typo-
graphiques 1,0 moins le 1, cc gui justifiec qu'il reste le ca- -
ractére O,

(4) Le signe Z_sera considérl comme 1z fonction inverse de 1'in-
tégrale,

(5) L'opération "oo+ o= 0% " est vraie : on va 1fdcrire verti-
calement :

%n%+%

ce qui, tronsposé horizontrlement (par une rotation mécanique des
signes zgraphiques), donnera bien 1'inoncé : "8 + 8 = 8%,
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L. Fru UENCE DES LETTRES ( PAR GAUUPES EGAUX )
DANS 1ES TEXTES JURIDIWES ROUIAINS

Analys=nt le degré de dét:rioration des touches d'une machine 3 é—

crire qui a fonctionnd vlus de 40 zns au greffe d'un tribunal d'un

district roumain (Vilcen), on les = réparties dans les groupes sui-
vants @

1) Lettres complétement détériordes (on ne peut plus rien lire
sur la touche).

2) Lettres dont on voit un seul point, & peine percentible,

1C), Lettres dont il manque un seul point, :

11) Lettres gui se voient narfaitement, s-ns zucua mangue.

12) Lettres qui, n'itant presque nas utilisdes, 3taient couver-

tes de poussidre,

Un a2 obtenu les risultats suivants -

1) B, 4 7)  0,G,U,D,Z

2) I 8) W

3) R 5) . L

4) 1 16) v,

5) s 11) F,G,B,H,X,J,K
6) P . 12) W,3,Y

Cette classification est un peu différente de celle de [1} -, par-
ce.que les lettres A, A, & sont ici cumulées en une seule lettre :
Ay de mBme I et I dons I, S et § dans S, T et T dans T.
En studiant 1'scart de ces textes (cf. {2} ), on obtient :
23 : i

oy el e i . . .
O((J) = E 1§—1 | cjd(-“i)‘ #2?348 ’
donc 1'ccart da langage juridique des fréguences courantes de 1a
langue ¢st beaucoup plus grand gue celui du langage des mots croi-
sés : o€ (g) = 1,391 et c#((dr) ~ 1,185, .

Les sauts les plus spectaculaires sont rialisds par les lettres
Py Z et N ¢
P

ALP) =6, L(2) =7 , oL(H) =-8.

Cet article surprend peut-8tre par sa banalité. dais, alors que les
autres auteurs ont fait des nois de calculs & 1'nide d'ordinateurs,
choisissant certrins livres =t faisant conpter les lettres (!) nar
l'ordin~teur, moi j'ai ddduit cctte freoguence des lettres en guelques
minutes (1), por une simplc observotion.

Bivliographie,

[l] dnrcus,; S-lomon = "Poetica matenﬂtica", Editura Acndeniei,
Bucarest, 1970 (tr=duit en nitemond; athen®um, Frankfurt,
. 1973).

[2! Smarsndache, #lorentin — "4 mathematicnal linguistic ~»pronch
" to sebus?, article publi¢ dans 1ln revue “revuc doum~ine de
inguistigue", Tome XAVIII, 1963, 1~ collection "Cohicrs de

inguistique thiorigue et ap-li.uie", Jomne XX, 1663, n°1,

> .
D.OT=T75; Bucnrest.
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HYPOTHESES SUR LA DETERIINATION D'UNE REGLE
PCUR LES JEUX Dk 0TS CROISES

Les problémes de mots croisés sont composés, on le s=it, de gril-
les et de d3finitions. Dans la langue roumaine on impose la condi
tion que le pourcentage de cases noires par rapport au nombre to-
tal de cases de la grille ne dipasse pas 15 A.

Pourquoi 15 4 , et pas plus ou moins ? C'est la question 3 laguelle
cet article tente de répondre. (Cette question est dlie au Profes-
seur Solomon MARCUS - symposium national de Iathématigues "Train
Lalesco", WUniversité de Crafova, 10 juin 82)

Voici tout d'abord un tebleau qui présente dc manidre synth:ztique
une statistique sur les grilles contenant un trés faible pourcen-
tage de cases noires (cf. [2] , onges 27-29): '

LES GRILLES-gHECORDS.

Dimension Nombre minlunum Pourcentage Nombre des
de 1la de casca 20lres de grilles-records
grilie enregistré cases noires rialissces =2u
1 juin 82

8 x8 0 0,000 5 24
9x6 0 G,000 % 3

10 x 10 3 3,000 % 2

11 x 11 4 - 3,305 4 1

12 x 12 8 5,555 /b 1

13 x 13 12 7,160 % 1

14 x 14 : 14 Ts142 % 1

15 x 15 17 7,555 % 1

15 x 16 20 7,812 % 2

Dans ce tableru, plus 1la dimension est grande, plus le pourcenta-
ge de cases noires sugmente, parce gqué le nombre de mots de gran-
de longueur est riduit. )
Les dimensions coursntes des grilles vont de 10x10 & 15x15.

On peut remarquer gque le nombrc des grilles ayant un pourcentage
de caoses noires infdrieur & 8 5 est trés réduit : les totaux de

12 dernidre colonne cumulent toutcs les grilles réalisdes en Rou-
manie depuis 1925 (apparition des premicrs problémes de mots croi-
sis en Roum-~nic) , jusyu'2d nos jours. On voit donc que le nonbre
des grilles-records est nigligenble yquand on le comparc aux willi-
ers de grilles créécs., Pour cette raison, la régle qui impos-it lc
pourcentnge des cascs noires, devrit 1'étnblir supsricur 3 8 %Q_
Mris les mots croisds 4t~nt des jeux, devaient gagner un largc pu-
blic, il ne f~11-~it donc prs rendre lcs problédmes trop difficiles,
D'oil un pourcentnge de cnses noires ~u moins égrl A 10 %.
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Ils ne devaient pas non plus 8tre trop faciles ; c'est-a-dire ne
nécessiter aucun effort de la part de celui gui les composerait,
d'ol un pourcentage de cases noires inférieur 2 20 % . (Sinon en
effet il devient possible de composcer des grilles formécs en totn—
1it4 de cases mots de 2 ou 3 lettres).

Pour soutenir la deuxisue asseriion, oan o Stabli gque la longucur
moyennne des mots d'une grillc nxn avec p cases noires est sensi-
P ~ 2(1’15“; - D) - v
blement égnlec 3 —————=* ctf. 1 1, Prop.d)e.
g n+—’]’7f‘29( [3.: 9§9 Ar)
Pour nous, p est 20 % de n.m, 1l en risulte que

2 .
2 (n.m - 5 nem)

& 3 <?--i> - 2> 15 .

n+m+ 2 M

T N
100
Donc pour des grillesc courantes ~y-nt 20 % de cases noires, 1n
longueur moyennc des mots serait inféricure 2 3,

M3me dans les comnencements des jeux de mots croisés, lc pourcen-
tage de cases noires n'oiait p trkp grand ¢ n2insi dans une grille
de 1925 dc 11x11, on oo nte 33 cases noires, solt un pourcentage de
275272 % (ef. [2] 5p.27). :

Bn se dbv :lopprnt, ce qu “'est impeos® des conditions "plus fortes"
- c'est-a-dirc une diminutiow des cases noires.

Pour choisir un pourceninge centre 10 et 20 %, 1l ne reste plus gu'a
supposer que 1~ predilcetion des gens pour les chiffres ronds o
jousé (les mots croisés SOpt un jeus pas besoin de la précision me-—
thém~tique des scivnces). D'od la rigle des 15 %.

Unc strtistique (cf. {35 5 § 2, montrc gue le pourcentage de cnses
noires dans les grilles n~ctuelles est de environ 13,591 %. La régle
est donc rel-tivement aisde & suivre et ne peut qu'attirer de nou-.

veaux cruciverbistes.

Pour répondre complitemcnt & 1a gucstion posde; il frudrait considérer
aussi certnins -spects whilosophigues, psychologiques,; et surtout
sociclogiques, surtout ceux 1lids & 1l'histoire de ce jeu, 2 son dlive-
lop;-ement ultérieur, oux traditions.

Pibliczraphie:

{l}» iarcus Solomomn, Ednond choluu, S. Dtuu - "Introducere In lin-
gvisticn matematlca", Bucarest, 1956 (traduit en it-alien, P& -
tron, Bologna, 171 3 en espngnol, Teide, Barcelona, 1978).
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2} Andrei, Dr.¥. - 'Inlreptmr rebusist”, mditura Sport-Turism
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Bucnrest, 1981,
[3] Sinarondache, Plorentin - "4 mathemniticnl linguistic apvroach
PP it p. . - - - U4
to Rebus", publié dnns 1n fevue roumnine de linguistigue, Tone
XXVIII, 1983, collection "Crhicers de linguistigue thiorique et
9 L
““y11%u>e" Tome XX, 1983, n®l, p.67-756, Bucarcst,



QU SE TROUVE LA FAUTE *?
(EQUATIONS DIOPHANTIENNES)

Enoncé :
il) Résoudre dans ZZ 1t&ouation ¢ 14 x + 26y = =20,
"Résolution” : La solution générzle entidre est :

x = =260k + 6 S
y= U k-4 (ke 7L ) .

(2) Résoudre dens #Z 1'éouation s 15 x - 37 y + 12 z.= 0.
ia - so

"Résolution"” ¢ ia iusion générale entiére est
fx =k + 4
J v 15
\2 =45 k=5 (ke Z)

(3) Résoudre dans / 1'équation : 3 x -6y +5 2z -10w = 0.
"Résolution” : 1ltdéguatica s'lerit

3(x-2y)+52z-10w =0, ,
Puisque x.y,z,w sont des variables entiéres, il en résulte que
3 divise z et que 3 divise w. ('est-a-dire :

7 = 3 K2
W o= 3 k3

constitue 12 sclution gdnérale entiére de 1t dquation.

z =3 i (t14 ZZ)” et w =3 ﬁ2 (t2e22 ).
Donc : 3(x - 2y) + 3(5 t,-10 t2) =O0ou x -2y +5t -10%, = 0.
X =2 kl + 5 k2 - 10 k3
;- x | 7>
AlOI’S H v 1 avec (k19k2,k3)e _/... 4

Trouver lo faute de chaque "rdésolution" ?

SOLUTIONS.

(1) x = =26k + 6 o4 y= 14k - 4 (ke Z), est une solution entidre
pour 1'Z&guation (porce quielle la vérifie), mais elle n'est pas 1a
solution générale : puisque x = =7 et y = 3 vérifient 1'déquation,
ils 6n sont une solution entidre particuliére, mais :

(<26x + 6= -7
A Mk -4 = 3

Donc on ne peut pas obtenir cette solution particuliére de la "so-
lution générnle” antdérieure.

implioue que k = 1/2 (n'appartient pas 2 4.

4 7z
. x ==13k + & T, -
La vraie sclution générale est : ke /). {cf il
{ y= Tk -4 ( ). (et [1])
A\
(2) De mBme, x= 5 et y = 3 et z =3 est une solution particuliére

de 1'éguation, mois qui ne peut pas se tirer de la "solution géni-

rale" ouisgue @ { k+4 =5 = k=-1
15k =3 - k = 1/5 ,contradictions.
45k =5 =3 = k=28/45
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La solution génirale entidre est ¢ { x =k

(avec (kl,kz)e Zzz' ) i y
cf. [l] . 2

.
‘e

1
3 kl + 12 k2

8 kl + 37 k2

u

I

(3) L'erreur est que : "3 divise (5z - 10 w)" n'implique pas que
"3 divise z et 3 divise w". S5i on le croit on perd des solutions,
ainsi (x,ysz,w) = (=5,0,5,1) constitue une solution entidre par-
ticulidre qui ne peut pas s'obtenir & partir de la Tgolution” de
1'énoncé.
Lo résolution correcte est 3

3(x - 2y) +5(z = 2w) = 0 , c'est-d-dire 3p 6 + 5p, = 0,

avec p, = X - 2y dans Z , et P, =2 - ow dans Z.

I1 en résulte : Py =~ 5k X - 2y

>, = 3k -z - 2w avec k€ ;Z?.

D'oll 1'on tire la solution générale entiére :
X = 2k1 - 5k2 '

yo= K avec (k 9k2,k )& ZZ, .
2 = 3k, + 2k, 1 3
‘? = k3

[1] On peut trouver ces solutions en utilisant ¢
Florentin SHIARANDACHE -"Un algorithme de risolution dans
1'ensemble des nombres entiers pour les éguations linlai-
res".



50
OU SE TROUVE LA FAUTE SUR LES INTEGRALES ?°2?

Soit la fonction f:/R—3 IR , définie par f(x) = 2 sinx cosx.
Calculons la primittive de celle-ci ¢

(1)Premizre méthode,

2
2 2
_5; sinx cosx dx = 2§}1du = 2 %— =u = sin x, avec u=sinx.
On a donc Fl(x) - sin’x,

(2)Deuxiéme méthode =

4(; sinx cosx 4x = —2~/ﬂCOSX(—SinX) dx = ‘2j—v dv =A'V29
donc Fg(x)‘= - cos’x,

(3)Troisidme méthode 3

J{é sinx cosx dx =‘)rsin2x dx = 1/2 } (sin2x) 2dx =

:1/?~]’sint dt = -1/2 cost donc FB(X) = -1/2 cos2x .

On 2 oinsi obtenu 3 primitives diffirentes de la méme fonction,
Comment est—-ce possible ?

Réponse ¢ Il n'y a aucune faute ! On scit gu'une fonction admet
une infinité de primitives (si elle en admet unc), qui ne diffé-
rent gque par une constante,

Dans notre exemple on a ¢
Fz(x) = Fl(x) - 1 pour tout riel x,
et FB(X) = Fl(x) -1/2 »pour tout ricl x .
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A un concours d'entréc en facultd on o posi le probléme suivant
(

" Mrouver les poivadmes P(x) & coefficlents riels tcls
gue xP(x-1) = (z-3)P(x) , pour tout x riel. "

Quelgues candidats ont cru pouvoir démontrer par récurrence Qque
les polyndmes de 1'énoncé sont ceux gui vérifiont 1la propriite

suiventc ¢ P(x) = O pouxr tout entier ncturel.

En erfe i ils, si on pose X= 0 dans cette relation, il en
résulse ouo pP(-1) = -3.,7{0), donc P(0) = O.
De m@nme, avec x = 1, on 2 ¢
i.2(0) = -2,p{1) , donc P(1) = O, otc...
cs

On supposc gque la propridts t vraie nour (n-l); cad quc
/ ~ . - .
P{n-1) = ¢. ¢% ¢~ megarie oo gu'il en est pour n ¢

{n-3).7(n) , et puisque P(n-1) =0 , il e

O.
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Réponsce : Ui les cendidate aveicont essayé le rang n = 3, ils ou-

~ - Bl - 7 -
3.5(2) = . ¥3) donc G = 0.P(3), ce qui n'entraine pas. que
ceh nal oo oon offsh catie dgnalitd est vralc nour tout réel

s ent done de oo ovoe.l'iamnlication :
"(n=3).P(n) = n.P(n-1) = 0 == P(n) = 0" n'cst pas juste.

On peut trouver facilemcni gue P(x) = x X—l)(X—Z)K,[<€iﬂZ.



PARADOXE IATHEHMATIQUE *?

Propriété : Les axes radicals de n cercles d'un méme plan, pris
deux a deux, dont les centres ne sont pas 2lignis, sont concou-
rants,

"Dimonstration'" par récurrence sur nf>3.

Pour le cas n=3 on sait que les 3 axes radicals sont concourants
en un point qui s'sppelle le centre radical. On suppose la propri-
été vraie pour les valeurs inférieures ou dégales & un certain n.

. 2
Aux n cercles on ojoute le (n+1)° cercle.
On a (1) . les axes radicaux des n premiers cercles sont concou-
rants en i.

Prenons 4 cercles quelcongues, parmi lesquels figure le (n+l)e.
Ceux—-ci ont les axes radicals concourants, conforméméent & 1'hy-
pothése de récurrence, et au point M (puisque les 3 premiers cer-—
cles, qui font partie des n cercles de 1thypothése de récurrence,
mtlmwsamsrmﬁmﬂscmwmwmmtenﬁ%

Donc les axes radicals des (n+l) cercles sont concouronts, ce qui
montre gue la propridité est vraie pour tout n.2>3 de 4\/.

ET PCURTANT, on peut construire le
Contre—-exemple suivant :

On considére le parallélogramme ABCD qui n'a aucun angle droit,
Puis on construit 4 cercles de centres respectifs A, By C et Dy
et de mdme rayon. Alors les axes radicals des cercles'¥,(4) et

€ (B) , respectivement ¥ (C) et € (D) , sont deux droites, mé-
dintrices respectivement des segments AB et CD .

Comme (AB) et (CD) sont paralldles, ot que le parallélogramme n'a
aucun angle droit, il en résulte que les deux axes radicals sont
paralldles ... c'est-&-dire qu'ils ne se¢ gounent jameis.

Expliquer cette (apparente !) contradiction avec 1o propridté an-
térieure ? ‘

Réponse : La "proprilté" est vraie seulement pour n = 3., Or dans

12 d-monstration proposée on utilise la prémisse (fausse) selon
laquelle pour n=} la propriété scrait vraic, rour achever la
preuve par récurrence il faudrait pouvoir montrer que P(3) = p(4),
ce qui n'est pas possible puisque P(3) est vraie mois quec le con-
tre—-exemple prouve que P(4) est fousse.
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