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Cuvant inainte

Prezenta lucrare contine exercitii si probleme de algebra, grupate
pe capitole, pentru clasele superioare de licee si scoli medii de cultura
generald. Scopul ei este pregitirea matematica a elevilor din liceele de
toate categoriile gi va fi utild in lucrul de sine statator. De asemenea,
lucrarea poate fi folositd pentru lucrul extragcolar, deoarece cititorul
va gisi in ea teoreme si formule importante, notiuni si definitii de baza
care nu intotdeauna sunt incluse in manualele gcolare.

Autorii
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def

pEyq

N ={0,1.234,..}
Z={.,-2,-1,0,1.2..}
Q:{—‘m,néZ,n#O}
R

C={a+bila,be R, i?=-1}

egal;

diferit;

apartine;

nu apartine;

inclus in;

include pe;

reuniune;

intersectie;

multimea vida;

(sau) disjunctie;

(s1) conjunctie;

prin definitie p este ¢;
multimea numerelor naturale;
mul{imea numerelor intregi;

multimea numerelor rationale;

multimea numerelor reale;
multimea numerelor complexe;

Ap ={z € Alz >0}, A€ {Z,Q,R};

A_={yec Aly< 0}, Ae{Z,Q,R};

A" ={z € Alz #£ 0} = A\ {0},
Ae{N.Z,Q,R,C};

||

(2]

modulul (valoarea absoluti)
lui z ¢ IR;
partea intreagd a lui z € IR;



(a,b)

{a.b.c)

Ax B={(ab)ac A, be B}

Ax BxC={(ab,c)lac A, be B,

ceC}
E
P(E) = {X|X C E}

def

partea fractionard a lui z € IR,
0<{a} <1

cuplul avind ca prim element
pe a si ca al doilea element pe b
(se mai zice “pereche ordona-
@)

triplet cu elementele respective
a,b,c;

produsul cartezian dintre muli-
mea A gi multimea B;

produsul cartezian dintre mulgi-
mile A, B, (;

multimea universald;

multimea partilor (submultimi-
lor) multimii E;

A=B % (V)2 € E(z € A& z € B) egalitatea multimilor A gi B;

def

ACB&S VzeE(xc A reB

AuB={z€Elr€ AV z€ B}
ANB={ze€Elz€ ANze€B}
A\B={zcElzrc AANz¢B}

AAB=(A\B)U(B\A)
ColA)=A=E\A

aCAxXB

f:A— B

) A se include in B;

reuniunea multimilor A si B;
intersectia multimilor A si B;
diferenta dintre multimile A si
B;

diferenta simetricd;
complimentara mulgimii A in
raport cu multimea F;

relatia « definitd pe multimile
A §i B;

functie (aplicatie) definita pe A
cu valori In B;

domeniul de definitie al functiei
VE

domeniul de valori ale functiei f.



CAPITOLUL 1

Multimi. Operatii cu multimi
1.1. Definitii si notatii

Teoria axiomaticd a multimilor este foarte dificil4 pentru a fi expusi
la un nivel elementar, de aceea, intuitiv, prin mul{ime vom intelege
o colectie de obiecte pe care le vom numi elemente sau puncte ale
acestei multimi. O mul{ime este definitd dacd sunt date elementele sale
sau dacd se dd o proprietate pe care o au toate elementele sale, propri-
etate care le deosebeste de elementele altei mul{imi. Ulteror multimile
le vom nota cu majuscule: A, B,C,...,X,Y,Z, iar elementele lor cu
minuscule: a,b,¢,...,z,y,z etc.

Dacd a este un element al multimii A, vom scrie a € A si vom citi
“a apartine lui A” sau “a este element din A”. Pentru a exprima ci
a nu este un element al multimii A, vom scrie @ € A si vom citi “a nu
apartine lui A”.

Printre multimi admitem existenta unei multimi notate @&, numiti
multime vida&, care nu contine nici un element.

Multimea ce contine un singur element a o notim cu {a}. Mai
general, multimea ce nu contine alte elemente decit elementele
ai, as,...,a, o notam prin {a,asz,...,a,}.

Dacd A este o multime toate elementele cireia poseds proprietatea
P, atunci vom scrie A = {z|z verifici P} sau A = {z|P(z)} si vom
citi: A constd din acele si numai acele elemente ce posedi proprietatea
P (pentru care predicatul P(z) este adevirat).

Vom folosi notatiile:

IN ={0,1,2,3,...} - mul{imea numerelor naturale;

IN* = {1,2,3,...} - multimea numerelor naturale nenule:

Z={...,-2,-1,0,1,2,...} - multimea numerelor intregi;



Z” = {+1,+2,43,...} - multimea numerelor intregi nenule;

m
Q-{=
n
Q* - mul{imea numerelor rationale nenule;
IR — multimea numerelor reale;
IR* - multimea numerelor reale nenule;
R, ={z € Rlz >0}; IR, ={z€ R|z>0};
C = {a + btla,b € R} — multimea numerelor complexe;
C* — multimea numerelor complexe nenule;
me{1,2,...,n} & m=1mn;
D(a) = {c € Z*|ac} — multimea tuturor divizorilor intregi ai
numarului a € Z;
n(A) = |A| - numirul elementelor multimii finite A.

meZ.né€ EV*} - multimea numerelor rationale;

Noti. Vom considera cititorul familiarizat cu simbolurile logice:
conjunctia A (... si...), disjunctia V (... sau ...}, implicatia =, cuan-
tificatorul existential (3) si cuantificatorul universal (V).

Fie A si B doud multimi. Dacd toate elementele multimii A sunt si
elemente ale multimii B, atunci spunem cd A este inclusad in B sau
ci A este o parte a lui B, sau ci A este o submultime a multimii

B si notdm A C B. Deci
ACB& (V)z(z€ A=z € B).

Proprietitile incluziunii: a) (V) A, A C A (reflexivitate);

b) (AC BABCC)= ACC (tranzitivitate); c) (V) 4, @ C A.

Daci A nu este o parte a multimii B, atunci scriem A € B, adicd
A¢B& (I)z(z € Anz ¢ B).

Vom spune ci multimea A este egald cu multimea B, pe scurt

A = B, daci ele constdu din unele §i aceleasi elemente, adicd
A=B& (ACBABCA).

Proprietitile egalitatii. Oricare ar fi multimile A, B si C, avem:
a) A = A (reflexivitate); b) (A = B) = (B = A) (simetrie);

¢) (A= BA B =C)= (A= C) (tranzitivitate).

Prin P(A) vom nota multimea tuturor péartilor multimii A,

adica X € P(A) & X C A
Evident, @, A € P(A).

Multimea universald, multimea ce contine toate multimile exa-
minate in continuare, natura elementelor cirora este una gi aceeasgi, 0
vom nota prin E.



Operatii cu multimi
Fie A si B doud multimi, A, B € P(E).
1. Intersectia.
ANB={z€c Elrt€ ANz € B},
adicd
t€ANB& (z€ ANz € B), (1)
tdANB& (zd AVa ¢ B). (1)
2. Reuniunea.
AUB={z € Elzre Avz e B},
adica
t€AUB & (z€ AVz € B), (2)
tAUB & (e € ANz € B). (2')
3. Diferenta.
A\B={z€ Elz€ ANz ¢ B},
adica
t€A\B& (z€ ANz ¢ B), (3)
t¢A\B& (z¢AVzecB). (39

4. Complementara unei mul{imi. Fie A € P(FE). Diferenta
E\ A este o submultime a lui E, notats Cs(A) sl numitd comple-
mentara lui A in raport cu E, adici

Ce(A)=E\A={z€ Elz g A}
Cu alte cuvinte,

ze€Cr(d) e d A, (4)
g Cp(A) & z € A (4"

Proprietati ale operatiilor cu multimi

ANA=A4 AUA=A (legile de idempotenti).

ANB=BNA, AUB=BUA (legile de comutativitate).
(ANB)NC=An(BnC)
(AUB)UC =AU (BUC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ArB)u(ANnCQC)
AU(ANB) = A,
AN(AUB)=A4

" (legile de asociativitate).
" (legile de distributivitate).

(legile de absorbtie).



gzgi g gg gng§ n CEEBg (legile lui de Morgan).
Doud submultimi “privilegiate” ale lui E sunt & si E. Pentru orice
A€ P(F), avem:
o CACE,
AV =4, ANo =0, Cg2)=E,
AUE=F, ANE=A, CE(E)ZQ
AU C'E(A) E, ANCg(A)=
Ce(Ce(A)) = A (principiul rec1pr0c1ta§u)
Ulterior vom folosi notatia Cx(A) = A.
5. Diferenta simetrici.
AAB=(A\B)U(B\ 4).
Proprietati. Oricare ar fi multimile A, B si C, avem:
a) AL A=@; b)AAB=BAA (comutativitatea);
)AAD=0AA=4; d)AA(AAB)=
e) (A2 B)AC=An(BAC) (asociativitatea);
fYAN(BaC)=(AnNB)A(ANC):ig) A A B=(AUB)\ (AN B).
6. Produs cartezian. Fie z si y doud obiecte. Mul{imea
{{z}. {z,y}} ale cdrei elemente sunt multimile {z} si {z,} se numeste
pereche ordonata (sau cuplu ordonat) cu prima componenti z si
a doua componentd y si se noteaza cu (z,y). Avand trei obiecte z,y
iz z, notdm (z,y,2) = ((z,y),2) si numim triplet ordonat.
In general, avand n obiecte zy,z9,...,2Z,, notim
(1,29, ., 20) = (... ((z1,22), 23),. . . 21,
sl numim sistem ordonat de n elemente (sau cortej de lungimea n).
Avem
(1. %2 T0) = (Y1592, - -5 Un) € (T1 = Y1 AT2 = Yo Ao AT, = 1)
Fie A, B € P(FE). Multimea
Ax B={(a,b)laec ANbe B}
se numeste produs cartezian al multimilor A si B. Evident, putem
defini
AXBxC={(z,y,z)lre AnyebnrzeC}.
Mai general, produsul cartezian al multimilor 4;, A,,..., 4,
A1 X Ay X X Ay = {(21,22,.. ., 2p)|zi € Ay i =T, n ).

PentruA=B=C=A4;=A4,=...= A,, avem
Ax A%l 42 AxAx A% 43 ax ax . x A%l 4n
n ori

De exemplu IR> = {(z,y,z)|z,y, 2 € R}. Submultimea



A= {(a,a)la € A} C A?
poartd numele de diagonald a multimii A2.
Exemple. 1. Fie A = {1,2} si B = {1,2,3}. Atunci
Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1), (2,2), (2,3)}
g1
B x A=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2), (3,1), (3,2)}.

Observim ca A x B# B x A.

2. Produsul cartezian IR? = IR x IR se poate reprezenta ge-
ometric ca mulfimea tuturor punctelor unui plan in care s-a fixat
un sistem rectangular de coordonate 2Oy, asociind fiecirui element
(z,y) € IR? punctul P(z,y) din plan de abscisi z si ordonati y.
Fie A = {2;3] si B = [155](A,B C IR). Atunci A X B are ca
reprezentare in plan dreptunghiul hasurat KLMN (fig. 1.1), unde
K(2,1), L(2,5), M(3,5), N(3,1).

N
y
s+ Ly
7
S
9y
7
Y
|
l i i ~
oL 1 2 3 x

Fig. 1.1
Se verificd usor proprietdtile:
a)(ACCABCD)=AxBCCxD;
b) Ax(BUC)=(Ax B)U(AxC(C),
AX(BNCYy=(AxB)N(AxC);
¢)AXxB=0&(A=0V B=0),
AXB#2 < (A2 ANB#0).
7. Intersectia si reuniunea unei familii de multimi. O
familie de multimi este o multime {4;|i € I} = {A;}icr ale cirei
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elemente sunt multimile A;, ¢ € I, A; € P(F). Spunem ci {A;|i € I}
este o familie de mul{imi indexate cu multimea I.
Fie o familie de multimi {A;|¢ € I}. Reuniunea sa (sau reuniunea
multimilor A;, ¢ € I') este multimea
Udi={z€EI3)iel z € 4.
el
Intersectia fa?niliei date (sau intersectia multimilor A;, ¢ € I) este
maultimea

(NAi={z € Elze A, (V)ieI}.

el
In cazul I = {1,2,...,n}, scriem
Uai=Aau4u...ud, =[] 4,
el 1=1
(NAi=AinA;n...n4, = ()4
el i=1

8. Diagramele Euler-Wenn. Diagrame ale lui Euler (in STA
— ale lui Wenn) se numesc figurile cu ajutorul cirora se interpreteazi
multimile (cercuri, patrate, dreptunghiuri etc.) si se demonstreaza
ilustrativ unele proprietati ale operatiilor cu multimi. Vom folosi cer-
curile lui Euler.

Exemplu. Folosind diagramele lui Euler, si se demonstreze legea
lui de Morgan
Cp{AN B) = Cx(A)U Cg(B).
Solutie.

E

— a\s )
\
//// S
/
Z,

ANB

Fig. 1.2
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In fig. 1.2,a) partea haguratd este A N B; cea nehasuratd (cea in
afara AN B) reprezinta Cx(A N B).

In fig. 1.2,b) partea pitratului haguratd cu \\\\ este egald cu
Cg(A), iar cea haguratéd cu //// este egald cu Cz(B). Toat4 partea ha-
surata formeaza Cx(A)UCg(B) (partea nehaguratd este exact AN B).

Din aceste doua figuri se vede cd Cg(A N B) (partea patratului
nehagurata in fig. 1.2.a) coincide cu Cg(A) U Cx(B) (partea oricum
hagurata din fig. 1.2,b). adicd

Ce(ANB) =Cg(A)U Cg(B).

1.2. Exercitii rezolvate

1. Pentru orice doud mul{imi A §i B, avem
ANB=A\(A4\B).
Solutie. Folosind definitiile operatiilor cu multimi, obtinem succe-
siv:
reA\(A\B)¥(xecArz¢(4\B) o
Q(weAn(egAveeB)a(zc ANz g AV(eEAAzEB)e
s@zeanzeB)¥reans.
Din acest gir de echivalente rezultd
A\(A\B)CANBsiAnBC A\(A\B),

ceea ce demonstreazd egalitatea ceruta.

Remarca. FEgalitatea poate fi demonstratd si cu ajutorul diagra-
melor lui Euler.

E E

g
I
ANB A\B  A\(A\B)

Deci ANB =A\(A\ B).
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2. Oricare ar fi A, B C E, are loc egalitatea
(ANB)U(ANB)=(AUB)N(ANB).

Solutie. Metoda analitici. Folosind definitiile operatiilor cu

multimi, obtinem:
xe(AmF)u(ZmB)@(xe(AnF)Vxe(ZmB))c»
& ((t€ AhzeB)V(ze ANz € B)) & ((z € AVz € A)A(z € AV
v:seB)/\(zeﬁv:ceZ)/\(zGEVxeB))@’:(‘i)

(e €(AUB)A(z ¢ AVa ¢ B) & (r € (AUB)Az ¢ (ANB)) &

WieauBrze(AnB) Y2 e(AuB)n(AFE).
Acest sir de echivalente demonstreazd c3 egalitatea din enunt este
adevarata.

Metoda grafica. Folosind cercurile lui Euler, avem

B £

ANBUCNB)

a) b)
Fig. 1.3

In fig. 1.3,a) avem (ANB)U (AN B), ceea ce reprezintd partea
hagurata a pdtratului. Din fig. 1.3 se vede ¢ (AN B)U(ANB) =
={(AUB)N(ANB).

3. Pentru oricare doud multimi 4,B C E, este adevirati
echivalenta
A\B=B\A& A=B.
Solutie. Fie A\ B = B\ A. Presupunem ci A # B. Atunci exist¥
acAcuag Bsaube Bcubé¢g A.
In primul caz, obtinem a € A\ B si a ¢ B\ A, ceea ce contrazice
egalitatea A\ B = B\ A. In al doilea caz, obtinem aceeasi contradictie.
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Deci daci A\ B=B\ A= A=B.

Reciproc, evident.

4. Sunt date multimile 4 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, B = {2,4,
6,8,10} si C = {3,6,9}. Sa se verifice egalitatile:

2) A\(BUC) = (A\ B)N (4\C)

b) A\(BNC)=(A\BYU(A\C).

Solutie. a) Avem BU C = {2,3,4,6,8,9,10}, A\(BuUC() =
= {1,5,7}, A\ B = {1,3,5,7,9}, A\C = {1,2,4,5,7,8,10},
(A\B)N(A\C)={1,5.7} = A\ (BUC).

b} Pentru egalitatea a doua, avem

BnC = {6}, A\(BnC)=1{1,2,3,4,5,7,8,9,10},
(A\B)U(A\C)={1,2,3,4,5,7,8,9,10} = A\ (BN C).

5. S3 se determine multimile A gi B ce satisfac simultan conditiile:
1) Au B ={1,2,3,4,5};

2) An B = {3,4,5};

3)1¢ A\ B;

4)2¢ B\ A.

Solutie. Din 1) si 2) rezultd {3,4,5} € A C AU B si
{3,4,5} € B C AUB. Din 3) rezultd 1 ¢ A sau 1 € B. Dacd
1 ¢ A, atunci din AU B = {1,2,3,4,5} rezultd 1 € B. Insi daci
1 € B, atunci 1 ¢ A, deoarece in caz contrar 1 € AN B = {3,4,5}.
Deci rémane 1 € Bsi 1 € A. In mod analog, din 4) urmeazi 2 ¢ B si
deci 2 € A. Cu alte cuvinte,

{3,4,5} C A C {2,3,4,5} si {3,4,5} C B C {1,3,4,5}
cu2€ AUB,1€ AUB i de aceea A = {2,3,4,5},iar B = {1,3,4,5}.

Raspuns: A = {2,3,4,5}, B = {1,3,4,5}.

6. Fiind date multimile A = {11k + 8|k € Z}, B = {4m|m € Z}
si C ={11(4n+1)—3|n € Z}, sd se aratecd AN B =C.

Solutie. Pentru a obtine egalitatea ceruta, vom demonstra adeva-
rul echivalentei
reAnBozel.
Fie 2z € AN B. Atunci ¢ € Asi ¢ € B gi de aceea exista
doud numere intregi k,m € Z, astfel incat z = 11k +8 = 4m &
& 11k = 4(m — 2). In aceast3 egalitate membrul drept este divizibil
prin 4, iar 11 cu 4 sunt primi intre ei. Deci din 11k:4 rezultd k:4, adica
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v = 4t pentru un t € Z. Atunci
z=11k+8=11-4t+8=11-4t+11-3 = 11(4t+ 1) - 3,
ceea ce implicd z € C, adicad am demonstrat implicatia
r€EANB=>zec(C. (1)
Reciproc, fie y € C. Atunci existd s € Z cu
y=11(4s+1)-3=11-4s+11-3 = 11-4s+ 8 =4(11s+ 2).
Luand 4s=u € Z 5i 11s+ 2 = v € Z, obtinem
y=1lu+8=4v € AN B,
ceea ce demonstreaza adevarul implicatiei
yeC=>ye€ANB. (2)
Din (1) si (2) rezulti egalitatea ceruti.

7. Sunt date multimile
{ 2¢ <4z -6

A:{xEIR 47 -11< 2z +1

} siB=ANN.

Sa se determine:

a) toate multimile X cu BU X = {3,4,5,6,7,8,9};

b) toate multimile Y = {y € Z|y? € B U X}, astfel incat
BnY ={3}.

Solutie. Determindm multimea A:

{2z§4x—6, (21:26, @{x23’®$€[3'6)

4z —-11<2z+1 2z < 12 r<6 e
Atunci B = [3;6)N IV = {3,4,5}.
a) Toate submultimile posibile ale lui B sunt
@, {3}, {4}, {5}, {3.4}, {3,5}, {4,5}, {3,4,5} = B.
Multimile ciutate X sunt astfel, incat XUB = {3,4,5,6,7,8,9} si deci
vor fi de forma X = C' U {6,7,8,9}, unde C € P(B), adici multimile
cerute In p. a) sunt:
X1 = {6,7,8,9}, X5 = {3,6,7,8,9}, X3 = {4,6,7,8,9},
Xs=1{5,6,7.8,9}, X5 = {3,4,6,7,8,9}, X = {3,5,6,7,8,9},
X7 ={4,5,6,7,8,9}, X5 = {3,4,5,6,7,8,9).

b) Deoarece y € Z, atunci y?2 € IV si viceversa. Tinand cont
de y> € BUX = {3,4,5,6,7,8,9}, obtinem y2 ¢ {4,9}, adica
y € {-3,-2,2,3} = M. Pirtile multimii M sunt:

9, {_3}7 {_2}7 {2}5 {3}7 {_3’ _2}7 {_3’2}7 {_373}7 {'—272}7
{-2,3}, {2,3}, {-3,-2,2}, {~3,-2,3}, {-3,2,3}, {-2,2,3}, M.
Din conditia BNY = {3} rezultd ci Y este una din multimile
Y; = {3}, Y = {-3,3}, ¥a = {-2,3}, Yy = {2,3}, s = {~3,-2,3)},
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={-3,2,3}, ¥s = {-2,2,3} 5i Yo = M = {-3,-2,2,3).

Raspuns:  a) X € {X1,X,, X3, X4. X5. X6, X7. X3}
b) Y e {Y17Y27Y37 YQ’Y53Y67}773 YS}

8. Sa se determine A,B,C CT si A A B, dacd
T=1{1,2,3,4,5,6},ArC ={1,2}, BaC = {5,6},
ANC=BnC = {3.4}.

Solutie. Din ANC = BNC = {3,4} rezultd ci {3,4) C ANBNC.

Stim ca
ArC=(A\C)U(C\NA) =(AUC)\ (AN (),
BAC=(B\C)U(C\B)=(BUC)\(BNC).

Atunci

1€eAAC (1€ AUCALEANC) & ((Le AVieC)AL € ANC).

Sunt posibile cazurile:

a)l€Asiled;

b)yleAsilgC
(cazul trei, 1€ Asil € C = 1€ ANC = {3,4}, este imposibil).

In primul caz, 1 ¢ Asile C,din BaC = {5,6} rezultd 1 € B,
fiindcd in caz contrar 1 ¢ Bsile€e C=1€ C\BC B aC = {56}
Deci, in acest caz avem 1 € BN C = {3,4}, ceea ce este imposibil
si rdmane 1 € A, 1 ¢ C. In mod analog obtinem 2 € A, 2 g B si
24C.5¢Bsi5¢A,5¢4C,6€6Bgi6¢ A, 6¢C’

Cu alte cuvinte, am obtinut:

A={1,23.1}, B = {3,4,5,6}, C = {3,4} si A A B ={1,2,5,6}.

Raspuns: A ={1,2,3,4}, B ={3,4,5,6},C = {3,4} si
AnB=1{1,25,6}.

9. Se dau multimile A = {1,2}, B = {2,3}. S4 se determine
multimile:
a) AX B; b) B x A; c) A%
d) BZ% e) (AxB)n(BxA); f) (AU B)x B;
g) (Ax B)U(B x B).

Solutie. Folosind definitia produsului cartezian a doud multimi,
obtinem:
a) Ax B ={(1,2),(1,3), (2,2), (2,3)}
b) Bx A={(2.1),(2.2),(3,1), (3,2)};
c) A% = {(1,1),(1,2), (2,1), (2,2)}:

16



d) B? = {(2,2), (273)7 (3*2)7 (373)};

&) (Ax B)n(Bx 4) = {(2.2)};

f) AUB = {1,2,3}; (AUB)x B = {(1,2), (1,3),(2,2),(2,3),
(3.2), (3,3)}:

g) (A X B)U(B xB) = {(1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (3,2), (3,3)} =
=(AUB) X B.

10. Se dau multimile A = {1,2,z}, B = {3,4,y}. 54 se determine
z si y, stiind 3 {1,3} x {2,4} € A x B.

Solutie. Formam multimile 4 x B si {1,3} x {2,4}:
Ax B = {(1,3), (14).(L,y). (2.3), (2.4), (2.9). (2.3). (2.4). (z.9)};
C ={1,3} x {2,4} = {(1,2), (1,4), (3,2), (3,4)}-

Deoarece {1,3} x {2,4} C A x B, obtinem
(1,2)eC=(1,2)EAxB=>(Ly) =(1,2)=2y=2%
(3,4)€ C = (3.4) € Ax B> (3,4) = (z.4) > v = 3.

Pentru z =3 si y = 2, avem (3,2) € AX B.

Raspuns: z =3,y = 2.
11. Dacd A D B, atunci
Ax B=((A\ B)x B)U B~
Demonstrati.
Solutie. BC A= (A\ B)U B = Asi de aceea

AxB = ((A\B)UB)x B = ((A\B)x B)U(Bx B) = ((A\ B)x B)UB?
(am utilizat egalitatea (AU B) x C = (A x C)U(B x ().

12. Cate elemente are multimea

2
A:{erx——”—L n:l,lOOO}?

T 24417

Solutie. Multimea A are atatea elemente céite valori diferite are
fractia (n2+1)/(2n*4+n+1), cand n ia valorile 1,2,3,...,1000. Alegem
valorile lui n pentru care fractia ia valori egale.

m? + 1 241
Fi [ /* l = . Atundi
ie m,l € IN*, m <l cu Cyen ——— I+l Atunci
(m2+1)(22+1+41) = (P+1)(2m?+m+1) & (m=D)(m+I-ml+1) =

m I+1
~0 élm+l—ml+1:0®m(l—1):l+1<:>m:lii<:>

(1—1)+2

2
< m -1 S m +l—1
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Insa m € IV~ si de aceea

. 2 - . l-1=1, =2,
m € IN @méﬂ\ @2:(1—1)@[1_1:2 [123'
Pentru [ = 2, obtinem m = 3, iar pentru [ = 3, avem m = 2.
Tinand cont de faptul cd m < I, obtinem m = 2 si { = 3. Deci
numai pentru n = 2 si n = 3, se obtine acelasi element al multimii
Az =5/11.
Raspuns: multimea A are 999 de elemente, adici n(A4) = 999.

13. 53 se determine numerele intregi z,y pentru care afirmatia
(z—=1)-(y —3) = 13 este adevirati.

Solutie. Notim
A={(z,y) € Z*|P(z): (z — 1)-(y — 3) = 13}.
Deoarece 13 este numar prim, iar =,y € Z, sunt posibile cazurile:
r—-1=1, r—1=-1, r—1=13, [ z-1=-13,
y—3=13, y—3=-13, y—3=1, y—3=-1,

adicd propozitia P(z) este adevirati numai in situatiile:

r =2, z =0, T = 14, T =-12,
y = 16, y = —10, y=4, y = 2.
Raspuns: 4 = {(2,16), (0, -10), (14,4), (-12,2)}.

14. 53 se determine multimea
A={re RlVatz+vb+tz++c+z=0, abce R}

Solutie. Deoarece v/a+z >0, vVh+z >0, /e z > 0, rezults ci
egalitatea \/a + ¢ + Vb + 1+ /c + z = 0 este posibila, dacd si numai
daca avem simultan:

e+zrz=bt+tr=ct+2z=02=—-a=-b=—c.

Atunci:

a) daca cel putin doud dintre numerele a,b si ¢ sunt diferite, nu
putem avea egalitatea /a+z + vVb+z +/c+ z = 0, adici in acest
caz A = @;

b) daci a = b = c. atunci z = ~a §i A = {—a}.

Raspuns: 1) pentru a = b = ¢, avem A = {—a}; 2) daci cel putin
doud din numerele a,b si ¢ sunt diferite, atunci A = @.

15. Sd se determine multimea
A={z € Z|min(z + 2,4 - 2/3) > 1}.

Solutie. Sunt pesibile situatiile:
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r+2<4-z/3sauz+2>4—12/3.

Examinam fiecare caz aparte:

z4+2<4-2/33c+6<12-ze4x<6&z<3/2
in acest caz, avem:

min(z+2,4-2z/3)>1&z+22>21 22 -1

Toate numerele intregi = pentru care —1 < z < 3/2 sunt: —1,0,1.

2Yz+2>4—c/3% x> 3/2. Atundi

min(z +2,4—-z/3)>1e4-2/3>21612-22>23 <09
Toate numerele intregi z pentru care 3/2 < z < 9 sunt: 2,3,4,5,
6.7.8,9.

Am obtinut astfel:

A=1{-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Rispuns: A ={-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

16. Si se determine valorile parametrului real m pentru care
multimea
A={z e R|(m-122-(3m+4)z+12m+ 3 =0}
are:
a) un element;
b) doud elemente;
c) este vida.

Solutie. Multimea A coincide cu multimea solutiilor ecuatiei
patrate

(m—-1z? - 3m+4)z+12m+3=0 (1)

si rezolvarea problemei s-a redus la determinarea valorilor parametru-
lui m € IR pentru care ecuatia are o solutie, doua solutii diferite si nu
are solutii.

a) Ecuatia (1) are o singurd (doud egale) solutie, dacd si numai
daci D=0 pentrua=m—1# 0sauincazul cdinda=m—-1=0.
Examinam aceste cazuri:

1) D = (3m+4)?—4(m—1)(12m+3) = —=39m? +60m +28 = 0 &

30— 2/498

39 ’
_ 30+ 2498
=35
2) Pentru m = 1, ecuatia (1) ia forma -5z + 15 = 0 &
< ¢ = 3. Deci multimea A constad dintr-un singur element pentru

< 39m? - 60m—-28=0&
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m e 30 — 2v/498 30 + 21/498
39 L 39 ’
b) Ecuatia (1) are doud radicini diferite, daci i numai dacd D > 0,

adica
D>0639m2—60m—28<0me (30 —329\/498’ 30 +329\/498>‘

¢) Ecuatia (1) nu are rddécini < D < 0 < 39m2 — 60m — 28 >

30 — 24/498 30 4+ 24/498
v (oo B2 (W
o 30 — 24/498 30 + 2\/49
Raspuns: a) m ¢ 39 , 1, ;
; 30 — 24/498 30+ 2\/ 49
b)m e 5 ;
39 39
30 — 24/498 30 + 24/498
e (o D) (0420 )

17. Fie mul{imile A = {3,4,5} si B = {4,5,6}. S4 se scrie ele-
mentele multimilor AN B? i (A\ (B \ 4)) x (BN A).

Solutie. a) Pentru prima multime aver:
= {(373)7 (374)’ (3>5)v (473) ( ) ( 5) ( ’ )7
B% = {(4v4)7 (475)7 (476)7 (574) ( ) ( 6 ’ ( s )
AN B? = {(4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}.
b) Pentru multimea a doua avem:
B\A={6}, A\(B\A)= = {4,5}.
Atunci A x (BN A) = {(3,4), (3,5), (4, ) ( ) (5,4), (5,5)}.

Rdspuns: A2 B? = {(4,4), (4,5), (5,4), (5 ,5)}
AN(B\A) x (BN A) = {(3,4), (3,5), (4,4), (4,5), (5,4), (5,5)}.

(5,4), (5,5)},
(6,5), (6,6)},

18. Fiind date multimile 4 = {1,2,3,4,5,6,7} si B = {2,3,4}, s&
se rezolve ecuatiile A A X = A\ B i (A A Y) A B = C4(B).

Solutie. Pentru a rezolva ecuatiile din enunt, folosim proprietitile
diferentei simetrice: A A (4 A B) = B, asociativitatea si comutativi-
tatea ei.

a) AL X=A\B=>AA(AoX)=AA(ANB)=>X=A4 A (A\B).
Insi A\ B ={1,5,6 ;T AN(A\ B) = {2,3,4}, (A\ B)\ A = @ si de
aceea

X =A8(A\B)=(A\(A\ B)U((A\ B)\ 4)=
= A\(A\B)={2,3,4} = B.
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b)(AAY)AB=A\B& (AAB)AY =A\B &
s (AaB)A((AAB)AY)=(AAaB)a(A\B)=
<Y =(AAB)A(A\B).
Calculam
AAaB=(A\B)u(B\A)={1,56,7U@ ={1,5,6,7}.
Deci

Y =(A\B)A(A\B)=0.
Raspuns: X =B, Y =@.

19. Sunt date multimile
A={reRljz-1+2-2/ >3+z2},B={c € R|(z>-4) x
x(z + 3)(z +2)? < 0}. Si se determine multimile AU B, AN B, 4,
B.A\B, B\ A, (AUB)\(B\ A)si Ax (B\A).

Solutie. 1) Determinidm multimile A4 si B.

a)zeAslz—1+12-z|>34+z& s -1 +|z-2]>3+z (%)

= b

Inecuatia * este echivalentd cu totalitatea a trei sisteme de inecuatii:

r € (—o0,1), [ | z € (~o,1),
l—-242—-2>3+=z, <0,
z €[1;2), T €[1;2),
(+) & {:1:—1+2—:c>3+x, < {z<—2,) <
z € [2,400), z € [2,4+20),
{x—1+x—2>3+x, {z>6
z € (—00,0),
& {xé@, &z € (—00,0)U(6,+0c).
z € (6,400)
Deci

A= (—00,0)U(6,+00).
bz e Be (22-4)(z+3)(z+2)? <0& (z+2)%(z+3) (¢ -2) <
<0& 7€ (—00,-3]U[-2;2]
Cu alte cuvinte,
B =(-o0,-3]U[-2;2].
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2) Determindm multimile cerute cu ajutorul reprezentirii grafice

s
s
32 0 2

a) AUB = (—,2] U (6, +00)

b) AN B = (—c0,—3]U[-2;0)

c) A= Cr(4) = [0;6]

d) B=Cgr(B)=(-3,-2)U (2, +)

e) A\ B = (=3,-2) U (6, +c0)

f) B\ A =[0;2]

g) (AUB)\(B\4)=0

h) Ax (B\ 4) = {(z,y) € Rz € [0;6], y € [0;2]

2 6 X
e N

y /F m
0 6 x
2 , : ~ —
7 g 0. N
/// 7 ”/://////; / 3 2 2 x
Pl /,/// S S P g
o s NN
i 5 © -3 -2 6 X
0 2 X

20. 40 de elevi au scris o lucrare de control la matematicd, care
contine o problem4, o inecuatie si o identitate. Trei elevi au rezolvat
corect numai problema, 5 elevi numai inecuatia, 4 elevi au demonstrat
numai identitatea, 7 elevi nu au rezolvat numaj problema, 6 elevi —
numal inecuatia, 5 elevi nu au demonstrat numai identitatea, Ceilalti
elevi au rezolvat totul corect. Cati elevi de acestea sunt?

Solutie. Fie A multimea elevilor care au rezolvat corect numai
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problema. B - numai inecuatia, C — au demonstrat numai identitatea,
D — multimea elevilor care au rezolvat numai problema si inecuatia,
E - multimea elevilor care au rezolvat numai problema gi au demon-
strat identitatea, F — multimea elevilor care au rezolvat numai
inecuatia si au demonstrat identitatea, iar G — multimea elevilor care
au rezolvat totul corect.

Din conditiile puse rezultd cid n(A) = 3, n(B) = 5, n(C) = 4,
n(D)=8,n(E)="7,n(F)=9.

Dar deoarece fiecare din elevii care au scris lucrarea a rezolvat cel
putin un punct al lucrdrii corect i intrucat multimile A4, B,C, D, E,
F, G au ca elemente comune numai elementele multimii vide, reuniunea
multimilor A, B,C, D, E, F, G este multimea elevilor care au scris lic-
rarea.

Prin urmare, n{AUBUCUDUEUFUG) = n(A)+n(B)+n(C)+
+n(D)+n(E)+n(F)+n(G). Deci n(G) = n(AUBUCUDUEUFUG)—-
~n(A)—n(B)-n(C)—n(D)-n(E)—n(F) = 40-3-5-4-8-7-9 = 4.

Raspuns: Deci 4 elevi dintre cei care au scris lucrarea au rezolvat
totul corect.

21. (Problema matematicianului Dodjson.)

Intr-o luptd incordati 72 din 100 de pirati au pierdut un ochi, 75
- o ureche, 80 — 0 mand si 85 — un picior. Ce numdr minim de pirati
au pierdut in acelasi timp ochiul, urechea, mana si piciorul?

Solutie. Notam prin A multimea piratilor cu un ochi, prin B -
multimea piratilor cu o ureche, prin C' — multimea piratilor cu o mana
gi prin D — multimea piratilor cu un picior.

In problemi se cere de apreciat multimea AN BNC N D.

Este evident ci multimea universald F este alcatuita din multimea
ANBNCND si din numdarul piratilor care au pastrat ori ambii ochi,
ori amandoud urechi, ori amandoud mani, ori amandoua picioare.

De aceea E = (ANBNCND)UAUBUCUD. De aici reiese
cd multimea F nu este mal micd (nu are un numdr mai mic de ele-
mente) decit suma numerelor de elemente ale multimilor A,B,C,Dsi
ANBNCND (egalitatea ar fi avut loc numai in cazul cind multimile
A, B,C si D doua cate doud nu se intersecteazd).

Dar n(A) = 30, n(B) = 25,n(C) = 20, si n(D) = 15. Deci
substituind, avem n(E) = 100, adicd 100 < n(ANBNCND)+ 30+
+25420+15. Prin urmare, n(ANBNCND) > 100-30-25-20—-15 =
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= 10.
Asadar, nu mai putin de 10 pirati au pierdut in acelagi timp ochiul,
urechea, mana si piciorul.

Raspuns: Nu mai putin de 10 pirati.

22. Din 100 de elevi 28 studiazi limba englezd, 8 - limbile englez3
si germand, 10 - limbile englezi si francezd, 5 — limbile francezi si
germana, 3 elevi studiazd toate trei limbi. Cati elevi studiazs numai
o limba? Cati elevi nu studiazi nici o limb3?

Solutie. Fie A multimea elevilor care studiazi limba englezd, B —
limba germand, C' - limba francezi.

Atunci multimea elevilor care studiazi limbile engleza §i germang
este AN B, engleza gi francezd — AN C, francezi si germand - BN C,
englezd, germand si francezd - AN BN C, multimea elevilor care stu-
diaza cel putin una din aceste trei limbi este AU B U (.

Din conditiile de mai sus rezult ci elevii care studiazi numai limba
englezd alcituiesc multimea A\ (AN B)U(ANC ), humai germana —
B\ (ANB)U (BN C),numai franceza — C'\ (4N CYU(BnC(C).

Dar deoarece ANB C A, avem n(A\((ANB)U(ANC))) = n(A4) -
-n((ANB)U(ANC)) = n(A)=(n(ANB)+n(ANC)~n(ANBNC)) =
= n(A)—n(AﬂB)—n(AﬂC)+n(AﬂBﬂC).

In mod analog, n(B \(ANB)U(BNC)))=n(B)—n(An B)-
-n(BNC)+n(ANBNC);
n(C\((ANC)U(BNC))) = n(C)—n(AﬂC)—n(Br‘IC)-}—n(AﬂBﬂC).

Fie D multimea elevilor care studiazi numai o limba, atunci

n(D)=n(A\((ANB)U(An CN)+n(B\((ANB)U(BNC))+
+2(C\ ((ANCYU(BNCY))).

Prin urmare, n(D) = n(A) —n(ANB)-n(ANC)+n(ANBNC)+
+n(B) - n(ANB) - m(BNC)+n(ANBNC)+n(C)~n(ANC) -
—n(BNC)+n(ANBNC) = n(A)+ n(B) + n(C) - 2n(AN B) —
—-2n(ANC)=2n(BNC)+3n(ANBNC) = 28+304+42—-2-8—2-10—-2-5+
+3-3=63. n(D) = 63.

Numaérul elevilor care nu studiazs nici o limb3 este egal cu diferenta
dintre numdrul total de elevi si numarul elevilor care studiazi cel putin
una din aceste limbi, adicd n(H) = n(T)~n(AU BUC), unde H este
multimea elevilor care nu studiazi nici o limba, iar T — multimea celor
100 de elevi.

Din problema 20 avem n(A U B U C) = n(A) + n(B) + n(C) —
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—a(ANC)=n(BAC)—n(ANB)+n(ANBNC)=28+30+42—
—8— 10— 5+ 3 = 80. Deci n(H) = 100 — 80 = 20.

Rispuns: 63 de elevi studiazd numai o limbd, 20 de elevi nu stu-
diazd nici o limba.

1.3. Exercitii propuse

1. Care din afirmatiile urmatoare sunt adevarate si care sunt false?

a) z € {z}; b)z = {z};

o)z # {zh d) @ € {@};

e) @ ={2} f) o e {2}

g) @ = {a}; h) @ € {a};

i) @ C {a}; i) {z} € {=};

k)@ C {2} 1) {1,3,3} = {1,{2.3},3}

m) {1,2,3.4,5}={4,1,3,5.2,4,5}; n) {3—1,6+3}={2,5+3};
o) {a +a} ={2a}, ac R.

9. Care din urmitoarele afirmatii sunt adevirate gi care sunt false
(A, B si C sunt multimi arbitrare)?

a)(AeBsiBe(C)=>A¢cC(;

b)(ACBsiBeC)=>A€(;

)(A#BsiB#C)=> A#(;

d)(ANBCCsiAUCCB)=ANC=g;

e) (AC(BUC)si BC(AUC))=> B=2;

fY(ACB§BCCsiCCA)y=A=B=C;

g) P(AU B) = {41 U B1|A, € P(A), B1 € P(B)};

h) P(ANn B) = P(A)N P(B);

NWACO = A=0;

jJACBUC = AnBCC;

kK ECA=> A=E;

)ACB=BUCCAUC;

m)AQPéBQZ;

n)ACB=(ANB=0s AUB=E)

3. Fie A = {z € Q|z? — 122 4 35 = 0},
B = {z € Qz2+22—35 = 0}, C = {z € Q|(2?+1)(7z—1) = 0}.
a) S& se determine multimile 4, B i C.
b) S4 se precizeze dacd numerele 1/5, 5, 7, 1/2 apartin sau nu aces-
tor multimi.



4. S3 se determine multimile
A={r e N*|z =2n, n= 1,9},
B={ye IN*|ly = 4m + 6n, m=1,3,n="21,0).

5. Fie A= {z € IN|z = 4n + 6m, n,me IN*}.
a) S4 se scrie trei elemente ale multimii A.
b) Stabiliti daca 26,28, 33 sunt elemente din A.

6. Si se indice proprietdtile caracteristice ale elementelor
multimilor: 4 = {4,7,10}, B = {3.6,12}, ¢ = {1,4,9, 16,25},
D = {1,8,27,64,125).

7. Cite elemente au multimile:

A={z€Qz=3n/(n+2), n= 1,50},

B={yeQly=(n-1)/(2"), n =T 10},

C={z€ R|z=(an + b)/(cn+d), a,b,¢c,d € R, cd>0, n=1,p}?

8. Fie datd multimea 4 = {-3,-2,-1, 1,2,3}. S& se determine
submultimile lui A:

Ar={z € A|P(z): 22+ 1 = z},

Az = {y € A1Q(y): ly] =y},

Az = {z € A|R(z): |2| = -2}.

9. Sa se determine multimile:

a)A={z € Zimin(z +1, 4 - 0.5z) > 1};

b) B = {z € Z| max(z — 2, 13 - 2z) < 6};
¢)C={z € N*|min(3z — 1, 2z + 10) < 20};

d) D ={z € IN*| max(20 — z, (45 — 2z)/3) > 13};
e) E = {z € Z|min(2z + 7, 16 — 3z) > 0};

f) F={z € Z|max(z - 1, 1—-z) <4}

g) G ={z € R|min(z - 1, (13 - z)/2) < 3};
h)H:{zeﬂ{[max(x+1,7—z)>5};

) I={z€Zlmax(z +1,4- 0.5z) < 1};

i) J = {z € N*|min(20 - 2, (45 ~ 22)/3) > 20}
k) K = {z € Z| min(z + 2, 10 — ) > -2};

D L={zeZ|lz-4| <8}

10. 53 se compare (C, D, =, ¢, 7) multimile A si B, daci:
2n+1
a)Az{zEQ’x: nt ,nElN*},Bz{a:EA[:r<2};

n+4
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b)A:{acEQz:iZ—:%, nEW*},B:{zEA]2§x<3};
)A={z€Zz*’+52+10=n% ne N}, B={-6,-3,-2,1};
d)A={zcZ|z?+32-3=n2, ne N}, B={-7,-4,1,4};
eyA={2€Z|z?+ 112 +20=1n% ne N}, B ={-16,5};

f)A = {z € R||z—1|+]|z—-2| > 5}, B = {z € R|(5/(z—4)) > -1}
g) A={z eR||z|+|1 -2 > 2}, B={z € R|4z* -4z -3 >0}
h) A={z € R|42? — 42 -3 >0}, B={z € R|(3/(z+1)) < 1}.

11. Fie A = {1,2,3,4,5,6,7}, B = {5,6,7,8,9,10}. Folosind
simbolurile U, N, \, C (complementara), exprimati cu ajutorul lui A, B
si IN* multimile:

a) Ay = {5,6,7};

b) Ay = {1,2,3,4};

c) Az = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10};

d) Ay = {8,9,10,...};

e) As = {8,9,10};

£) Ag = {1,2,3,4,11,12,13,...};

g) Az = {1,2,3,4,8,9,10}.

12. Si se determine multimea E, in caz ca nu este indicatd, si
partile sale A, B, C care satisfac concomitent conditiile:

a) AUB ={1,2,3,4,5,6,7}, An B = {1,2}, A\ B = {5}

b) 4 = {2,5,9,13,18,20}, B = {2,6,18,20},

AU B ={1,5,6,9,13,14};
¢)AnB=1{1,3},A={5,6,7,9,10}, A A B=1{2,4,5,8,9,10}
d) AUB ={1,2,3,4,5}, A\ B={1,4}, An B € {3,4,5},

E ={1,2,3,4,5};

e) AUBUC ={1,2,3,4,5}, AnBNnC = {4}, A\ B = {1,2},

A\NC =1{1,3},5¢ AUB, E={1,2,3,4,5};
f)E={1,2,3,4},1€ A, {2,4}nB =@,3 € ANBNC,4€ AnC,

ANBZC,BUCZ A AUBUC = E;

g) E ={1,2,3,4,5}, AUB = E, AnNB = {2,3},{2,3,4,5}NB Z A,

{1,4}NA¢Z B;

h)E = {1,2,3}, AUBUC = E,AnNB ¢ C,AnNC ¢ B, BNC = {2},

1€ B\ C;

i) E={1,2,3,4,5}, AUB=E, AnB={1,2},5¢ A\ B,

A are mai multe elemente ca B;

j)E=1{1,2,3,4,56}, AUBUC=E,AnBNC= {5},
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A\ B ={1,3,6}, A\ C = {1,2,4};
k) E= {1,2,3,4'}, ANB ={1,2}, A\B = {1,2,4}, {1,2,3} ¢ B,
A are mai putine elemente ca B;
1) A=1{1.2.3,4,5,6}, B = {1,5,6,7}, AUB = {2,3,4,7,8,9,10),
AN B = {8,9,10};
m) F = {a,b,c,d,e, f,g.h.i}, ANB = {d. f.4},
AU{c,d.e} = {a,c, d.e, f.h,i}, BU{d,h} = {b,c.d,e. f, g, h,i};
n) E={1,2,3,...,9}. AN B = {4.6,9},
AU{3,4,5} = {1,3,4,5,6,8,9}, B U {4,8} ={2,3,...,9}.
13. S& se determine multimile A,B,AUB.,ANB,A\ B,B \ A,

AL B AU(B\A)LA\(B\A),AxX B BxA(AUB)x 4,
B x (A\ B), daci:

; 8n — 18
A=<rec Nijiz = n
a) {re ):r Qn_g,ne },
2 _
B = xEZz:gn 48n+16,n617\7};
3n—8
2 1
b)A=<zeQlz = nt ,ne V3,
2n -3
3k+1 .
= = ke N ;;
B {yGQy o3 k€ }
4
C)A:{xel\/z:njzneﬂ‘},

3n+1’
9 & 5
1-{—10 ED},

2n% 4 4n + 2
= N .
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1 2 -
e)A:{xez“L 20},3:{9:62:” 6$+6€Z}
33—z -1
f)4:{x€Z|3—x21},B:{xGIN'%_z21}
S+« o+
1 1
g)A:{;tEZx+ EZ},B:{xEﬁ\’x+3EZ};
2 = g
h)A:{erx °x+6ez},
+3
2 _r
p={renmE0eq)
z+3

)yA={ze N~z =2n,n=1,10},
B={ye N*|ly=4m+6n, m=1,3,n¢€ {-1,0}};

NDA={z e Rllz— 7|+ |z +7| =14},
B={z€Z||lz+3|+ |z -9 =14}

k)A={n?*-5ne N}, B={n?+5n€ IN};

) A={n?-50nc N}, B={n?+50nec IN};

m) A= {n?-500ln € IN}, B ={n®+500jn € IV};

n) A={z € Rlz—V22—1=v2}, B={z € R|8z?—2v22+3=0}.

14. Fie M = {er

n—4

z= L——, neN";.
n+4+3

a) S& se determine multimile:

A={z e Mz<6},B={zeMlz<T7},C={zc Mz eZ}
b) Cate elemente are multimea D = {z € M|z < (699/100)}?

15. Si se determine multimile A, B C E, daié
AAB=1{2,4,58,9,10}, AnB={1,3}, A= {5,6,7,9,10},
E ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

_ 16. S& se determine multimea E si partile sale A si B, dacd
A ={2,5,9,13,18,20}, B = {2,6,18,20}, AU B = {1,5,6.9, 13,14}.

17. Comparati multimile A si B, daca:

a)A={re RVz*-25<z+1},

_ z4+1>0, .
B‘{“RH 22 — 25 < (z + 1)? }

b) A= {z € R|Vx? - 16-(2? — 80) < Vz? — 16},
2?2 -16>0, |.
B_{xelRl{ 22 —80x <1 }"
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c)A={z € R|vV6+z—22>22—1},

6+z—22>0,
B:{xEBl 22 —12>0, ;
)%,

6+z—22> (21

df)A:{xERIQx—3——1—<z——4— 1,},
-5 -5

B={zc Rj2z -3 < z-4};
e) A= {z € B‘—g(x—:c2—1)(z+4) < —g(x—xQ—l)(3x+1)},

B={z e Rlz+4<3z+1};

f)A:{xelRl\—/_iL—l<0},B:{xem‘(ﬁ2+1>2<0};
g)A={re RVz+3-Vz -3 <1/2},

B ={z € R2\/(z+3)(z-3) < 1}.

18. 53 se determine valorile parametrului real m pentru care
multimea A are un element, doud elemente sau este vidi, daci:
a) A= {r € Rlz®>+ mz + 1 =0};
A ={z € Rimz* - 5z + m = 0};
A={z € R|z* - mz + 3 = 0};
A={z € Rlz* - 2(m - 2)z + m® — 4m + 3 = 0};

b)
¢)
d)
e) A={z € R|(m+1)z? — (5m +4)z + 4m + 3 = 0};
f) A={z € R|2? — mz + 36 = 0};

g) A={z € R|(2m - 1)z? + 2(1 — m)z + 3m = 0};
h) A= {z € Rlmz?—(m+1)z+m~-1=0}.

19. 53 se determine numirul de elemente ale multimii A:
a) A={z€Qlz =(n?+3)/(n?+n), n=1,50};
b) A= ':,——zﬁ.z Z, |z| <455%;
) {”le GroGrs S oS "}’
¢) A= {z € ZI(2® +1)(5— ) > 0};
d) A= {z € Z|(2? - 3)(«? - 33)(2? - 103)(2? — 203) < 0};

e)A:{xEZ’x:ﬂ,ZGZ};
' z+1

z+4
T = + ,ZEZ}.
z+1

f)A:{xEEV
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20. Se considerd multimile A, B, C. S& se determine AN BN C.
a) A= {10z +3lz€ N}, B= {12y + Tlye IN},

C ={15z+13|z € IN};
b) A = {15n — 700|n € IN}. B = {270 — 10m|m € IV},

C = {48k + 56|k € IN }.

21. Si se determine AN B, daca:

a)A={6n+7ne N}, B={114—-Tmme IN};
b) A= {3p+28pe IN}, B = {107 - l4¢jg € N},
)A={3n-2ne N}, B= {1003 — 2m|m € IN }.

22. S3 se demonstreze proprietitile operatiilor cu multimi
(vezi p. 1.1).

23. S3 se demonstreze egalititile (4, B, C etc. multimi arbitrare):
a) A\B=A\(ANB)=(AUB)\B;

b) A\ (BUC) = (4\ B)N(A\C);

¢) A\(BNC)=(A\ B)U(A\C);

d) (AN B)\C = (A\C) N (B\ C);

e) (A\BYNC =(AnC)\(BNC)=(AnC)\ B;
f) (AUB)\C = (A\C)U(B\C);

g) (A\ B)\C = 4\ (BUC):

h) A\(B\C) = (4\ B)U(ANC):
)An(BaC)=(ANB) A (ANCY);
jJ)(ANB)s A= A\ B;

K) Au([) B = [ (AU By);

1=1 =1
n

DA\ () B) = {JA\ B

=1 i=1

m) A\ (|J B) = [)(4\ Bo)-

i=1

24. Fiind date multimile A = {1,2,3}, B = {2,3,4}, C = {3,4,5}
si D = {4,5,6}, s se scrie elementele urmatoarelor multimi:

a) (Ax Ayn (B x B);

b) A2 x C%

&) (4\ B) x (C\ D;

d) (AN B) x (CN B);

e) (AuB)x (BUD);
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f) (Ax B)\(C x D);
g) (4\ B) x (C N B);
h) (A\C) x (B \ D);
) (A\(C\ D)) x ((D\ B)U A);
j)(Aa B)x (D a B).

25. Fiind date multimile 4,B s C, rezolvati ecuatiile
(AfB)A X =C,unde f € {u,n, \,a}:

a) A={1,4,6}, B={5,7,9},C = {1,2,3,4,5,6,7,8,9};

b) A={4,5.6}, B ={1.2,3,4,5,6,7}, C = {1,5,6,7}.

26. 54 se determine multimile AN B, AU B, 4, B, A\ B, B\ A4,
AU(B\A), An( A\ B), daci:

a) A={z € R|(2-3)(2+z)(4—z) > 0}, B={z € R|z?-Tz+12 < 0};

b)A={z € Rl42? - 122 +5< 0}, B={z ¢ R[1/2 <z < 5/2};

c) A:{ycEmlx2—52+6§0},B:{ze]RllS?x-{-7§3};

d)A={re R|(z*-4)(z+1)>0},B={z ¢ R|z? -2z -3 > 0};

2 _

e)A={z € R22(z+7) = 2243z}, B = {x € ﬂ%, { gz +_46::z,0 };
f)A={z € Rl(z?-42)(z+1)< 0}, B={z € R|2?-22 -3 < 0};
g)A={ze R3z(x - 2)— (2 + 1)(z - 13) = 0},

[ 224+ 7 =0, ]

B:{“’GJR | 1322 - 140 +9 =0 }

h) A={2 € RI3(z - 9)? - 2(z - 9) — 16 = 0},

[ 22 — 142+ 49 = 0,
B:{J;ER z g$+é _3£ ;
5 3/ 2

i) A={z € Rl4(2z - 3)? - 4(2z - 3) + 1 = 0},
V322 —z+2=0, .
Bo e 30 HN )
) A={z € R||22-1| < |42+1]}, B={z ¢ R||3z—-1|-|2z+3| > 0};
k)A={z € R|[4-32|>2~2}, B={c € R| [22 - 3| > 22 - 3);
NA={re R|62> -2z +1< 1}, B = {z € R|2? + 2|z| -3 < 0};
m) A = {z € R||z|+|z-1|<5},B={z ¢ R||z+1{+]z-2| > 5};
n) A={z € R||lz-3[+1|>2}, B={z € R|||z — 1|+ z| < 3}.



CAPITOLUL II

Relatii, functii
2.1. Definitii i notatii

I. Relatii, tipurile lor. Compunerea relatiilor.

Fie A si B doud multimi nevide, iar A x B produsul cartezian al
lor. O submultime R C A x B se numeste relatie intre elementele
lui A si elementele lui B. In cazul cind A = B, orelatie RC A X A
se numesgte relatie binard definitd pe mulfimea A.

Daci existd o relatie R C A x B, atunci pentru o pereche ordonata
(a.b) € A x B putem avea (a,b) € R sau (a,b) € R. In primul caz
scriem aRb si citim “a este in relatia R cu b7, iar in al doilea caz -
a R-b, care se citegte “a nu este in relagia R cu b”. Retinem deci ca

aRb < (a,b) € R.

Prin domeniul de definitie al relatiei R C A x B vom intelege
submultimea &z C A ce constd din acele si numai acele elemente ale
multimii A ce se afli in relatia R cu un element din B, adicd

bn={z € Al(3)y € B, (z,y) € R}.

Prin domeniul de valori al relatiei R C A X B vom intelege
submultimea p, C B ce constd din acele si numai acele elemente ale
multimii B care se alfd in relatia R cel pufin cu un element din A,
adica

pr={y € B|(3)z € 4, (z,y) € R}.

Relatia inversi. Dacd avem o relatie B C A X B, atunci prin
relatie inversi a relatiel R vom intelege relatia R~1 C Bx A definitd
de echivalenta

(b,a) € R7! & (a,b) € R,
adica

R = {(b,a) € B x Al(a,b) € R}.
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Exemplul 1. Fie 4 = {1,2}, B = {4,5,6} si relatiile
a = {(1,5), (2,4), (2,6)} CAXB, 3= {(2,4), (2,5), (2,6)} CAxB
si7={(41),(42),(51),(52)} C B x A.

54 se determine domeniul de definitie si domeniul de valori ale aces-
tor relatii si relatiile inverse respective. :

Solutie. a) 6, = {1,2} = 4, p, = {4,5,6} = B; a™! =
= {(5’1)7 (472)7 (67 2)}; 60,—1 = B, Pa-1 = A;

b) 55 = {2}3 Ps = {47556} =B; p7'= {(432)* (5’2)7 (672)}7
051 = B, pg-1 = {2}

¢) by = {4%5}7 P~y = {172} =4 7-1 = {(174)’ (2,4), (1,5), (2,5)}
(57—1 = A, Py-1 = {(4,5)}.

Compunerea relatiilor. Fie A,B,C trei multimi si si con-
sideram relatiile R C Ax B, S C B x C. Relatia Ro S C A x C
construitd in conformitate cu echivalenta

(a,c)€ RoS & (J)be B ((a,b) € R A (bye) € 5),
adica
RoS§ ={(a,c)€ AxC|(3)be B((a,b)€ R A (b,c) € S)} C Ax C,

se numesgte compunerea relatiilor R si 5.

Exemplul 2. Fie A, B, a, 8,7 cele din exemplul 1. Si se determine
aoa, @03, aoy, Boy, B oa, 0B, 7087, v Lo 31 si (Boy) L.

Solutie. Atragem atentie ci compusul relatiilor @« C C x D cu
B C E x E existi, dacd si numai daci D = E.
a) Deoarece a C A x B, 3 C A x B, rezulti ¢i a0 o si aof nu
exista.
b)a CAXBsiyCBxA=ao0v€ AxA. Determindm « o 7:
(L5)easi (5,1)evy=(1,1) € a0y,
(L3)€asi(5,2)evy=(1,2)€aoy,
(274) €asi {(47 1), (4’2)} Cr= {(27 1), (272)} Caoy;
(2,6) € @, insd in v nu avem nici o pereche cu prima component3 6.
Rezulta a0y = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}.
¢)BC AxB,yC BxA= o7 existi. Repetand rationamentele
din p. b), obtinem
Boy= {(27 1)’ (272)}'
d)3'CBxAsiaCAxB=81oaCBxB si
/8_1 ca= {(4?4)7 (4’6)’ (5’4)’ (5’6)7 (6?4)7 (6’6)}'
e)37'CBXxAsiBCAXB=>3103CBxB si

34



8710 8 ={(4,4), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6), (6,4), (6.5),
(6,6)} = B
f)BCAXB si 7'CBxA=>pof1CAXA i
Bo gl = {(272)}'
g)yv1CAxXxB §i 37'CBxA=>71of1TCAXA
7_1 of = {(1,2), (2,2)}.
h) (8 07)_1 ={(1,2), (2,2)} = 77 to ﬂ_l-
Relatia de egalitate. Fie A o multime. Relatia
1, ={(z,z)lre A} =4 CAXA
se numegte relatie de egalitate pe A. Adica
zlye =Y.
De un real folos este
Teorema 1. Fie A,B,C,D multimi i RC Ax B, 5 C BxC,
T C C x D relatiz. Atunc:
1) (RoS)oT = Ro(S0oT) (asociativitatea compuneri relagiilor);
2)1,0R=Rolp=R;
3)(RoS) '=85"1oR™Y;
4) (R~Y)"'=R.

Relatii de echivalenti. Relatia binarda R C A? se numeste:

a) reflexivi, dacd z Rz oricare ar fi z € 4;

b) simetrica, daci (zRy = yRz), (V) z,y € A;

¢) tranzitiva, dacd ((zRy A yRz) = zRz), (V) z,y,z € 4;

d) antisimetrics, dacd ((zRy A yRz) = z =y), (V)z,y € A;

e) relatie de echivalentd pe A, dacd ea este reflexivé, simetrica
i tranzitiva;

f) antireflexivi, daci z R z oricare ar fi z € A.

Fie R o relatie de echivalentd pe multimea A. Pentru fiecare ele-
ment ¢ € A, multimea

R; = {y € Alny}
se numeste clasa de echivalenta a lui  modulo R (sau in raport cu
R), iar mul{imea
A/R = {R;|x € A}

se numegte multime factor (sau multime cat) a lui A prin R.

Proprietitile claselor de echivalentd. Fie R o relatie de
echivalen{d pe o multime A si z,y € A. Atunci au loc urmatoarele
afirmatii:

1)z € Ry;

2)R. =R, < zRy & y € Ry;
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3) Re # Ry & R, NR, = &,
) |J R = A

€A
Partitii pe o multime. Fie A o multime nevidi. O familie de

submultimi {A;|¢ € I} ale lui A se numegte partitie pe A (sau a lui
A), daca sunt satisficute urmitoarele conditii:

1)i€]=>.4i#®;

'2) Ai;éA]' =>Aiﬂ.4j = O;

3) | J4i =4

€l

Teorema 2. Pentru orice relatie de echivalentd R pe mulfimea A,

maulfimea factor A/R = {R;|z € A} este o partifie a lui A.

Teorema 3. Pentru orice partitie 5 = {A;|i € I} alui A, existd o
unicd relatie de echivalen{d as pe A, astfel ca
Alas = {Ali € I}.

Relatia as C A? se construjeste dupi regula
rasy << (i€l (z€ 4; Aye A
Se stabilegte ugor cd as este relatie de echivalents pe A si egalitatea
cerutd.

Exemplul 3. Definim pe multimea Z relatia binari « in conformi-
tate cu echivalenta aab < (a—b)'n, unde n € IV*, n fixat, (V)a,be Z.

a) 54 se demonstreze ci a este relatie de echivalentd pe Z.

b) Sa se determine structura claselor de echivalenta.

¢) 54 se construiascd multimea factor Z/a. Aplicatie: n = 5.

Solutie. a) Fie a,b,c € Z. Atunci:
1) reflexivitatea a —a = 0'n = aqa;
2) simetria aab = (a — b)in = (b~ a)'n = (b—- a)in = baa;
3) tranzitivitatea (aab A bac) = ((a —b)n A (b—c)n) =
= ((a=b)+ (b—¢))in = (a~c)n = aac.
Din 1) - 3) urmeaza ci o este relatie de echivalenti pe Z.
b) Fie a € Z. Atunci
a,={b € Zlaob}={b € Zj(b—a)n}={b € Z|(I)t € Z: b—a=nt}=
={beZ|(ItcZ: b=a+nt} ={a+ntteZ}
In conformitate cu teorema impdrtirii cu rest pentru numerele
intregi a si n, obtinem
a=ng+r,, 0<r,<n-1.
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Atunci
a+nt=nqg+r,+nt=r,+(nt+nq)=r,+ ns,
unde s =t + q € Z, si de aceea
a, = {rq + nsls € Z},
unde 7, este restul de la impirtirea lui a prin n. Insi
Aa=ng+r, & a—T, =105 (a—71,)n S aar, & 0 = Q.
Cu alte cuvinte, clasa de echivalentd a lui a € Z coincide cu clasa
restului de la impartirea lui a prin n.
¢) Deoarece prin impdrtirea la n se pot obtine numai resturile
0,1,2....,n—1, din p. b) rezultd cd avem exact n clase de echivalentd
diferite:
g, 1,02,. .. ,Aan_l.
De obicei se foloseste notatia a; =1, ¢ = 0,n — 1. Atunci
Z/a={0,1.2,...,n—1},
unde 7 const3 din acele si numai acele numere intregi care la impirtirea
prin n dau restul 7, 7 = 0,n — 1.
Pentru n = 5, obtinem

cu
0 = {+0,£5,+10,4+15,...} = {5t|t € Z},
1={1+5¢|g€ Z}={...,-9,-4,1,6,11,.. .},
3={2+5slseZ} ={....,—8,-3,2,7,12,.. .},

3={3+5ulucZ}=4{..,-7,-2,3,8,13,.. .},

d={44+5vjveZ}={..,-6,-1,4,9,14,...}.

Definitie. Relatia o se numegte relatie de congruentd modulo
n pe Z, iar clasa @ = «, se numeste clasa de rest modulo n si
elementele el se numesc reprezentantii acestei clase.

Notatia obignuita:
aah & (a — b)n & a = b(modn) (a este congruent cu b modulo n),
iar

Z/a=17,=1{0,1,2,...,n -1}

este multimea tuturor claselor de resturi modulo n.

Exemplul 4 (geometric). Fie = un plan si L multimea tuturor
dreptelor din plan. Definim pe L relatia binard 8 in conformitate cu
dlﬂdz & dy ” dg, (V) dl,dg e L.

a) Sa se arate ca (3 este o relatie de echivalenta pe L.
b) Sa se descrie clasele de echivalentd modulo 3.
¢) Sa se indice mul{imea factor.
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Solutie. a) Este evident ci 3 este relatie de echivalentd (fiecare
dreaptd este paraleld cu ea insisi; daci d || dy = ds || d; si
(dl ” dy A d, ” d3) = d1 ” dg)
b) Fie d € L. Atunci clasa
B4 ={l € L|lad} = {l € L|i||d}
constd din acele gi numai acele drepte din L care sunt paralele cu
dreapta d.
¢) L/B = {Bald € L} este o mulime infinits, deoarece in planul 7
avem o infinitate de directii.

Exemplul 5. Se di multimea A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} si pirtile
el Al = {1,2}, A2 = {3,4,6}, A3 = {5,7,8}, A4 = {9}, Bl = {1,2,
4}, By = {2,5,6}, Bs = {3,7,8,9,10}.

a) Sd se arate ca § = {A;, A3, A3, A4} este partitie a lui A.

b) Sa se determine relatia de echivalenti as pe A.

c¢) Este T = { By, Bs, B3} o partitie pe A?

Solutie. a) 1) Observim cd A; € S = A; £ 0, i =1,4;
_2) A1NA; = AN As = 4, N Ay = Ay NAz = Ay N Ay =
=A3sNAy =@.
3) AT UAy U AU Ay = A,
adicd sistemul S de submultimi ale multimii A defineste o partitie pe
A.
b) In conformitate cu teorema 3, avem
(z,y) €as & zasy© (3)i€ {1,2,3,4} (z € A; A y € A)).
Deci
Qs = {(1’1)7(172)7(2’1)’(2’2)’(373)7(374)>(3’6)7(4v3)7(474)a(4a6)a(673)7
(6.4),(6,6),(5,5),(5,7),(5.8),(8,5),(8.,8),(8,7),(7,5),(7,7),(7.8),(9,9)}.
¢)1)B;,€eT=B; #2; i=1,3;
2) B UB; UBs=A;
3) BiNB ={2} # @,
ceea ce demonstreaza cd sistemul 7 nu defineste o partitie pe A.
Relatii de ordine. O relatie binard R pe multimea A se numegte
relatie de ordine pe A, dacd este reflexivi, antisimetricd §i tranzi-
tiva.
Daca R este o relatie de ordine pe A, atunci si R™! este de asemenea
o relatie de ordine pe A (verificati!). De obicei, se noteaza relatia R
cu ,,<” si relatia R™! cu “>”, astfel ci
rlyLy2e.

38



Cu aceast3 notatie, conditiile ci ,,<” este o relatie de ordine pe mul-
timea A se scriu:

reflexivitatea z € A = z < 7;

antisimetria (z <y Ay <z)=> T =Y;

tranzitivitatea (z <y Ay <z) >z <z

Exemplul 6. Pe multimea IV definim relatia binard 7 in conformi-
tate cu
avbe (ke N(a=b-k).
S se arate ci 7 este o relatie de ordine pe IV.

Solutie. Verificim conditiile din definitia relatiei de ordine.
1) Reflexivitatea
a=a-1= avya, (V)ae€ V.
2) Antisimetria. Fie a,b € IN cu avb si bya. Rezulta c3 exista
numerele naturale c,d € IN cua=b-csib=a-d. Atunci
a=b-c=(a-d)-c=a-(d-¢c)=>d-c=1l=>d=c=1
ceea ce implica
a=b-c=b-1=0.
3) Tranzitivitatea. Fie a,b,c € IN cu ayb si byc. Atunci existd
u,v € IN cua=busgib=covside aceea
a = bu = (cv)u = ¢(vu) = aye.
Deoarece v - u € IN, este adevdrata implicatia
(avb A byc) = ave,
ceea ce demonstreazd ci 7 este o relatie de ordine pe multimea N.
Remarci. Relatia de ordine v se numeste relatie de divizibilitate
pe IN si se noteaza a:b, adicd
ayb= abe (ke N(a=b-k) & bla
(bla se citeste “b divide pe a”, 1ar a'b “a este divizibil prin b”).

II. Relatii functionale. Fie A si B doud multimi. O relatie
R C A x B se numeste aplicatie sau relatie functionald, dacd sunt
satisfacute conditiile:

1) (¥)z € A(3)y € B, astfel incat zRy;

2) (zRy A zRy1) = y =41

' O aphicatie (sau functie) este un triplet f = (A,B,R), unde A

si B sspt’doud multimi si R C A X B este o relatie functionali.

Daci R C A x B este o aplicatie, atunci pentru fiecare element
z € A-existd, conform conditiilor 1) si 2) de mai sus, un singur element
y € B, astfel cd zRy; notim acest element y cu f(z). Deci
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f(z) =y & zRy.

Elementul f(z) € B se numeste imaginea elementului = € A prin
aplicatia f, multimea A se numeste domeniul de definitie al lui f
notat prin D(f) = A, iar multimea B se numeste codomeniul lui f
§i spunem, de obicei, ci f este o aplicatie definitd pe A cu valori in
B. Relatia functionali R se numeste gi graficul aplicatiei (functiei) £,
notat, ulterior, prin G;. Pentru a arita ci f este o aplicatie definiti

pe A cu valori in B, scriem f: A — B sau A R B, iar in loc de a
descrie care este graficul lui R (al lui f), indicim pentru fiecare z € A
imaginea sa f(z). Atunci
y = f(2) & 2Ry & 2Rf(2) & (2, f(2) € R = G},
adica
Gy={z, f(z))lr € A} C Ax B.

Egalitatea aplicatiilor. Doui aplicatii f = (A,B.R) si
9 = (C,D,S) se numesc egale daci si numai daci au acelagi dome-
niu A = C, acelasi codomeniu B = D i acelasi grafic R = §.
In cazul cand f9: A — B, egalitatea f = g este echivalenti cu
f(z) =g(z),(V)z € A, adici

f=g®Waed(flz)=g(z)).

Aplicatia identici. Fie 4 o multime. Tripletul (A4, 4,1,) este,
evident, o aplicatie, care se noteazi cu acelasi simbol 1, (sau ¢) si se
numeste aplicatie identici a multimii A.

Avem

@)=y & (@ el so=y.
Prin urmare,
lat A — Al 14(z) = z pentru (V)z € A.

Prin F(A, B) vom nota multimea functiilor definite pe A cu valori
in B. Pentru B = A, vom folosi inscrierea, F(A)inloc de F(A, A).

In cazul unei multimi finite 4 = {a1,a,,... @}, o functie
@1 A — A se di uneori cu ajutorul unui tablou de forma

z ai a9 e ay
Ple) | elar) | o(as) | ... | olan)
in care in prima linie se trec elementele ai,ag,...,a, ale multimii A,

lar in a doua linie se trec imaginile respective ale acestora prin ¢,

anume @(az), ¢(az), .- ., ¢(an).
In cazul cand A = {1,2,...,n}, vom folosi pentru a determina
aplicatia ¢: 4 — A i notatia
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_ ( 1 2 3 .. n-=1 n )
PEp() @2) 93) ... pn—1) @(n) )’
mai frecvent folositd pentru inscrierea aplicatiilor bijective ale mul{imii
A in ea insisi. De exemplu, dacd A = {1,2}, atunci elementele lui
F(A) sunt:

(12 (12 L, (12 12
T\ 2 ) a‘<~2 1)’ 3‘(1 1)’ 7‘(2 2)'

Daci f: A— B, X C A, Y C B, atunci introducem notatiile:
F(X)={be Bl(3)z € X: f(s) = b} = {f(a)lz € X} C B
~ imaginea submultimii X prin aplicatia f.
In caz particular, ¢(A) = Zmy, imaginea aplicatiei ¢;
FNY)=fac Al@)yeY: f(a)=y}={ac Alf@eY}CA
este preimaginea submultimii Y prin aplicatia f.
in caz particular, pentru y € B, vom scrie in loc de 'y}
simplu f~1(y), adica
F1w) = {a € Alf(a) = v}

— multimea tuturor preimaginilor lui y prin aplicatia f, iar
f71(B) = {a € Alg(a) € B)

- preimaginea completd a multimii B prin aplicatia f-

Compunerea aplicatiilor. Considerdm aplicatiile f=(A,B,R)
si g = (B,C,S), deci codomeniul lui f sd coincida cu domeniul lui g.
Formam tripletul go f = (4,C, R0 S).

Atunci g o f este de asemenea o aplicatie, numitd compusul
aplicatiei g cu aplicatia f, iar operatia “o ” se numegte compunerea
aplicatiilor. Avem
(gof)(z)=2¢ (z,2) € RoS & (I)y € B((z,y) € R A (y,2) € 85) &

& (yeB:zRy AySze (ye B: (flz)=y A glyy=2)«
& g(f(z)) =2

(go f)(z)=g(f(z)), (V)z € A

Teorema 4. Fie date aplicatiile A J.oBp2 ¢ D Atunc
a) (hog)o f=ho(go f) (asociativitatea compunerii aplicatiilor);
b)folAZIBOf:f.

Exemplul 7. Considerim relatiile R C R x IR i § C [0,+00)X
x[0,4+), T C R X IR, definite astfel: zRy < r? =y,
Sy z=9y%, Ty y=2+1

adica
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A. Sd se determine care din relatiile R, R=1, S, 51, T,T! sunt
relatii functionale.

B. Sa se gaseascd functiile determinate in p- A.

C. 54 se calculeze fog,go f, foh, hof,hoh™l, h-1oh (f,g,h
functiile din p. B.)

D. 34 se calculeze (f o h)(—3), (A=Y 0 h)(1/2), (h o £)(1/3).

Solutie. Rezolvim A si B concomitent.
a) Examindm relatia R.
z€ER=z22c R=yc R, adici

1) (V)z € R(3)y = 2% € IR, astfel incat zRy;

2) (zRy A 2Ry1) = (y = 22 A yp = z?) = y = y;, adici R
este relatie functionald. Notim aplicatia determinati de R prin f,
f=(R,R,R).

b) Examindm relatia R~!.

YR 'z & zRy & y = 22,
adicd dacd y € R = {a € Rla < 0}, atunci nu existd nici un
¢ € IR, astfel incat yR™ 1z, ceea ce demonstreazi ci R~! nu este
relatie functionala.

c) Pentru relatia S, avem: S si §~1 sunt relatii functionale. Notim
prin g = ([0,+), [0,+), 5) i g7' = ([0,+00), [0,+00), §-1)
functiile (aplicatiile) definite de S si S~1, respectiv.

d) Examindm relatia 7"

zeR=>z+1€ R sided

(V)z€e R(3)y =2+ 1€ R, astfel ci zTy;

) (eTyAaTy) = (y=z+1lAgp=z+1) =y =y, ce
demonstreaza ca T este relatie functionali.

e) Pentru relatia 71, obtinem:

Tz eelTysy=cs+l=z=y—1.

1)(V)ye R(3) z = y -1 € R, astfel incat yT-1z:

2) (yT7 'z A yT~lzy) = (2Ty A Ty) = (y=z+1 Ay =
=n+l)>n+l=2z4+1= 1 = z, adicd T7! este de asemenea
relatie functionald. Notdm prin h = (IR, R, T) si h~! = (R,R,T-1).

C. Din A gi B rezulti
flz)=2*,2 € R, g(z) = V/z,z € [0, +o00), h(z) =z + 1,

te€R, kY z)=z-1,2z € R.

a) Atunci fog, go f si goh nu exists, fiindci domeniile si codomeni-
ile nu coincid (f = (R,R,R), g = ([0,+0c0), [0,+), §),h = (R,
R,T)).
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b) Calculim foh, hof, hoh™! si k= oh.
(f o h)(2) = F(h() = fla+ 1) = (z + 1’
(ho f)(z) = h(f(z)) = h(z?) = 22 + 11
(hoh ) z)=h(h Hz))=h(z-1)=(z-1)+1=2= 1g(z);
(h"Yoh)(z) = h}(h(z)) =h Nz +1)=(z+ 1) - 1=2z=1g(z).

Deci foh#hofsihoh™t=h7loh=1g

D. Calculim: (foh)(=3) = (2 +1)*/o=-3 =4, (h"1oh)(1/3) =
= 1/2, (ho f)(1/3) = (2% + 1)/z=1/3 = 1/9 + 1 = 10/9.

Aplicatii injective, surjective si bijective. O aplicatie
f: A — B se numeste:

1) injectiv&, dacd f(a1) = flag) = a1 = aa, (V) ag,a2 € A
(echivalent: a1 # az = f(a1) # f(a2));

2) surjectivi, dacd (V)b € B(3)a € A: fa)=b
(orice element din B are cel putin o preimagine in A);

3) bijectivd, dacd f este injectivd sl surjectiva.

Remarci. Pentru a demonstra cd o functie f: A — B este sur-
jectivd, trebuie ca ecuatia f(z) = b sd fie rezolvabild in A pentru orice
be B.

De un real folos sunt

Teorema 5. Fiind date aplicafiile A J. p2 C, avem:
a) dacd f si g sunt injective, atunci g o f este injectivd;
b) dacd f si g sunt surjective, atunci g o [ este surjectivd;
c) dacd f si g sunt bijective, atunci g o f este bijectivd;
d) dacd go f este injectivd, atunci f este injectivd;

e) dacd g o f este surjectivd, atunci g este surjectivd.

Teorema 6. Aplicatia f: A — B cu graficul Gy = R este
aplicatie bijectivd, dacd $i numai dacd relafia inversd R este o relatie
functionald (f~! este aplicatie).

Aceast3 teorem3 rezultd imediat din
(y.2) € R & yR 'z & fT(y) =z & cRy & y = f(2).

Aplicatia inversd. Fie f: A — B o aplicatie bijectiva cu grafi-
cul G; = R. Din teorema 6 rezulti ci tripletul f~1=(B,A, R™)este
o aplicatie (functie). Aceastd functie se pirmegte inversa functiei f.
Avem

f~1: B — A, iar pentru y € R,
Yy =z yR e s zRy & f(z) =1y,
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- adica
(3,2) €ER'=Goi & (z.y) € R = Gy.

Teorema 7. Aplicatia f: A — B este bijectivd, dacd §i numai
dacd ezistd o aplicatie g: B — A cy gof =1, fog=1, In
acest caz, avem g = f~1,

ITII. Functii reale. Functia f: A — B se numegte functie de
variabild reald, daciy 4 = D(f) € R. Functia de variabil3 reals
f: A — B se numegte functie real¥, daci B C IR. Cu alte cuvinte,
functia f: A — B se numeste functie reald, daci 4 C IR si BC .
Graficul functiei reale f: 4 — B este submultimea Gy a lui IR?,
formata din toate perechile (z,y)e R’ cuz e A $ly = f(z), adici

Gt = {(z f(2))e € A}.
Dacd functia f este inversabild, atunci
(4.2) € Gy1 & (2,y) € Gy.
Traditional, in loc de fHy) = z se scrie y= f"1(z). Atunci graficul
functiei inverse f~! este simetric cu graficul functiei f in raport cu
bisectoarea y = z.

Exemplul 8. Pentru functia
g [0,00) - [0700)7 y= f(:L‘) = 1‘2,
functia inversi este
fh [0700) - [0700)3 ¥y= f—1($) = V.

Graficul functiei f este ramura parabolei y = z? cuprinsi in cadra-
nul I, iar graficul functiei f=! este ramura parabolei # = y? cuprinsi
in cadranul I (fig. 2.1).

Operatii algebrice cu functii reale. Fie f,g: D — IR dous
functii reale definite pe aceeasgi multime D. Considerim functiile:

s=f+g: D — IR, definiti prin s(z) = f(z) + g(z), (V) z € D;

s = f 4 g - functia-sumi.

p=f-9: D — IR, definit prin p(z) = f(z)-g(z), (¥) z € D;

p= f-g - functia-produs.

d=f—g: D— IR, definiti prin d(z) = f(z) - g(z), (V) z € D;

d=f-g- functia-diferents.
f

s 5 o ot o)
q = E Dy — IR, definiti prin g(z) = 9(z)’
unde Dy = {z € Dlg(z) # 0};

¢ = = - functia cat.

(V) z € Dy,
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fl:D — R, definita prin |fl(2) = |f(2)] = {_;Ez;;‘jjﬁj oz
pentru (Y)z € D;

|f| - functia modul.

Fig. 2.1
Exemplul 9. Fie f,g: [0,4+oc) — R cu f(z) = 2* i g(z) = V.
S4 se determine f+g¢, f-¢si f/g.
Solutie. Deoarece functiile f,g au acelagi domeniu de definiie,
functiile f g, f-g si f/g au sens si
s(z) = (f+g)z) = f(z) + g(z) = 2> + Vz, (V) x € [0, +00);
d(2) = (f - g)(z) = f(z) — g(x) = 2* = V&, (V)2 € [0, +00);
p(z) = f(z) - g(z) = 22 V/E, (V)2 € [0.+00);
g(z) = f(z)/g(z) = 2% /T = 2z, (V)2 € Dy = (0, +¢).

Exemplul 10. Fie f: IR — [0, +00), f(z) = 2 ¢
g: [0,+00) — IR, g(z) = /2. Sa se determine a) go fsi b) fog.

Solutie. a) go f = ¢ are sens si obtinem functia ¢: IR — IR cu
elz) = (go fz) = g(f(z)) = g(z?) = Va? = |z]. (V) z € R.

b) De asemenea are sens ¢ = f o g: [0,00) — [0,00), cu

p(z) = (fog)lz) = flglz)) = f(Va) = (Vo) =z, (¥)z € [0,00).



2.2. Exercitii rezolvate

1. Fie A = {2,4,6,8} si B = {1,3,5,7}, @ C A4 x B,a =
— {(a,9)l2 > 6 sau y < 1}:

a) care este graficul relatiei a?

b) sd se alcituiasci schema relatiei a.

Solutie. a) Deoarece z € A, iar y € B, rezult} ci
268 2€{6,8},y<ley=1.
Deci

a = {(6,1), (6,3), (6,5), (6,7), (8,1), (8,3), (8,5), (8,7), (2,1), (4,1}
b) (Vezi fig. 2.2).

Co O K N
N W W~

Fig. 2.2
2. Fie A = {1,2,3,4} i B = {1,3,5,7,8}. S4 se scrie graficul
relatiei @ = {(z,y)|3z + 4y = 10} C A x B.

Solutie. Observim ci 3z + 4y = 10 & 3z = 2(5 - 2y) = z este
par si (5 — 2y):3. Tindnd cont de faptul ci z € A si y € B, obtinem:
z € {2,4}, y € {1,7}. Egalitatea 3z + 4y = 10 este satisficutd numai
de z = 2si y = 1. Deci G, = {(2,1)}.

3. Fie A = {1,3,4,5}si B = {1,2,5,6}. S4 se scrie relatia o cu
ajutorul literelor z € A si y € B, daci se cunoagte graficul relatiei a.
Go = {(17 1)7 (172)7 (175)’ (176)’ (336)3 (575)}-

Solutie. (z,y) € G, & y'z.

4. Considerim pe multimea numerelor naturale IV relatiile
a,f3,7,w C IN?, definite in felul urmitor (z,y € IN): o = {(3,5),
(5,:3),(3,3), (5,5)}; efy © z <yieyy & y—z = 1220y & = = 3.

46



. a) Si se determine da, Pa, 635 P> 65 Pys by P

b) Ce proprietati poseda fiecare din relatiile a, 3,7,w?

c) S4 se determine relatiile ™!, 577, vl siwh

d) 54 se determine relatiile 307, y0 5, 7 lo Bt (Boqy)7h, vow
siw low.

Solutie. a) 1) é, = {3,5} = pa-

2) ég={z e N|(J)ye IN: z8y}={z e N|(I)y e N: 2 < y3=Iv
(pentru orice numdr natural existd numere naturale ce-] intrec).

o= {yeN|(Dzel: 28y} ={yeN@zeN: 2 <y} =N
(pentru orice numar natural existd cel putin un numar natural ce nu-l
intrece).

3)8,={z € N|(I)y€ IN: zyy}={z e N|(Fye N: y - r=12}=

={reN|(JyeN:z=y—-12} =N
(de exemplu, 0 =12 - 12, 1 =13 - 12 etc.).
py={yeN|(zeN:y=c+12} = N\ {0,1,2,...,11}
(de exemplu, ecuatia 2 = z 4+ 12 nu are solutii in IV).
4)6,={ze N|(yeN: qwy} ={c € N|(J)ye N: 2=
= 3y} = {z € |23} = {0,3,6,9,...} = {3klk € Ny

p.={y € N|(3)z € IN: z=3y}={y € N|(F)z € IN: y=2 :3}=IN
(pentru orice n € IV, avem n = 3n/3).

b) 1) a este simetricé, tranzitivd, dar nu este reflexivd. De exem-
plu, (2,2) ¢ a; deoarece (3,3) € o, rezultd ci o nu este nici
antireflexiva.

2) B este reflexiva (z < =z, (V)z € IV), antisimetrica
((zBy N yBz) = (¢ < y Ay < ) = z = y), tranzitiva
(z<yny<z2)=>z< z). Deci 3 este o relatie de ordine pe
multimea IV.

3) v este antireflexivd (¢ —z # 12,(V)z € IN), antisimetrica
(eyy Ayyz) = (y—e=125iz—y=12) > c-y=y-s=>2=y)
dar nu este simetrici (zyy > y—r=12=>z-y=-12= z4_Y), nu
este tranzitivd ((zyy A y72) = (y—z=12Az2-y= 12)=>z—-2=
=24 = zq 2).

4) w nu este antireflexivd (¢ # 3z, (V)z € IN*, 0 = 3-0), este
antisimetricd ((zwy A ywz) = (e =3y Ay=3z)=> =9z =1 =
= 0 = y, iar pentru z # 0 # y, egalitdtile z = 3y si ¥y = 3z nu pot
avea loc), nu este reflexiva (de exemplu, 1 # 3-1 = 1wt 1), nu este
tranzitivd ((zwy A ywz) = (e =3y Ay =32) >z =92 # 3z, in
general = T 2).
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¢) 1) a™! = {(5,3), (3,5), (3,3), (5.5)} = a.
2) 571 = {(y.2) € V¥(=,y) € B} = {(y,2) € IN?|2By} =
o ={(y,2) € V|2 <y} = {(y,z) € Ny > z}.

y8lr & y > 2. (1)

ye)er ey erorysy-r=1262=y-12,
adica
M lrer= y—12. (2)

Hyr)ewle (zy)cwer=3yecy= z/3,
adica
pwlr &y =gc/3. (3)

A1) (zv)€Boye (3zeN: (2,2)€B A (z,y) €y o
S F)zeN:z<:Ay—2=12& (zeN:2<2Az2=
=y-126z<y-120+12<y,
adica

Bovy={(z,y) € Nz + 12 < y}. (4)

2)(z,y)€voB & (F)z e IV: (z.2) €7 A (zy)€B8e (Ize
€IN: z2—a=12Az<y& (I)ze IN: z=z+12N2<y & 2+12 < y.
ceea ce implica

roB=A{(z,y) € N3z + 12 < y}.

3)(u,v) €771 0B & (we N: (u,v)eqy1 A (w,v) € 871 &
(}g) (E)weﬂ\"zw:u—l?/\wZv@u—l?Zv@uEv-{-lQ,
adica

7 o8 = {(u,0) € IN?|u > v+ 12}. (5)

4) (s,t) € (Boy) L & (2,5) € Boy @ t+12< s @ (s,t) e y7Lop~1,
Cu alte cuvinte,

(Boy)t =510,

5)(z,9) €yow e (I)z€ IN: (z,2) €7 A () €we (Fz e
EN:z-2=12Nz2=3y & (FzeN:z=2+12A2=3y &
< ¢+ 12 = 3y, ceea ce implicd

yow={(z,y) e N}z +12 = 3y}.
6) (u,v) ewlow e (we IV: (v, w)ew™ A (w,v) Ew e
3

Q(H)welN:u:w/3/\w=3v¢>u:v©(u,v)elw,
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ceea ce implica

wlow=1gy.

5. Consideram relatia binara definitd pe IR in felul urmator
raysS(z=yVaet+y=2).

a) Sa se demonstreze ca « este relatie de echivalenta.

b) Si se determine multimea factor IR/a.

Solutie. a) 1) Deoarece z = z, (V) z € IR, avem zax, (V) z € IR.
Qacb=(a=bVa+b=2)=>(b=aV b+a=2)= dbaa.
3) Fie aab si bac, a,b,c € IR. Atunci
(aab A bac) = (e =bVa+b=2)A(b=cVbt+c=2) =
= ((a=bAb=c)V(a=bAb+c=2)V(a+b=2Ab=c)V (a+b=
=2Ab+c=2))=(a=cV a+c=2)= aac
Cu alte cuvinte, relatia binard « este reflexiva, simetricd si tranzitiva,
ceea ce demonstreazi ci « este relatie de echivalen{d pe IR.
b) Fie a € IR. Determindm clasa o, de echivalentd a lui @ in raport
cu o.
a,={r€ Rlzaa} ={z€Rlz=aV z+a=2}=
={rcRlzr=aVz=2-a}={a 2—a}.
Atunci multimea factor este
R/a = {a;|z € R} = {{z, 2 - z}|z € R}.
Observam ca '
lagl=1oa=1;|a,| =29 a# 1 (a# b= (a, = & atb=2)).
Cu alte cuvinte, pentru @ # 1, avem a # 2 — a si de aceea a, = ay_g,
iar multimea factor mai poate fi scrisa

IR/'a ={agzla€ R,a>1} = {{a,2-a}la > 1}.

6. Fie A = {1,2,3,4,5} si B = {a,b,c,d,e}. Care din diagramele
din fig. 2.3 reprezinta o functie definitd pe A cu valori in B §i care nu?

Solutie. Prin diagramele a), ¢), €) sunt date functiile definite pe A
cu valori in B. Diagrama b) nu reprezinta o functie definita pe A cu
valori in B, deoarece nu este indicatd imaginea lui 2. Diagrama d) de
asemenea nu defineste o functie pe A cu valori in B, deoarece lui 1 ii
corespund doud elemente din B, anume a, d.

7. Fie A= {1,2,3} si B = {a,b}. S4 se scrie toate functiile defi-
nite pe A cu valori in B, indicindu-se diagrama respectiva.

Solutie. Exista opt functii definite pe A cu valori in B. Diagramele
lor sunt reprezentate in fig. 2.4.
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Fig. 2.3




8. Fie A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c}, C = {z,y,2,t} si D = {1,2}.

a) S3 se faci diagramele respective pentru doud functii surjective
definite pe A cu valori in B.

b) Sa se facd diagrama functiilor injective definite pe D cu valori
in B.

c) S% se facd diagrama unei functii definite pe B cu valori in C,
care nu este injectiva.

d) Si se facd diagramele respective a doud functii bijective definite
pe A cu valori in C'.

Solutie. a) Diagramele a doud functii surjective si doud functii
nesurjective definite pe A cu valori in B sunt reprezentate in fig. 2.5
a) g b).

\J

Fig. 2.5

b) Diagrama functiilor injective definite pe D cu valori in B sunt
reprezentate in fig. 2.6.

¢) Diagrama unei functii neinjective definite pe B cu valori in C
este reprezentata in fig. 2.7.

d) Diagramele a doud functii bijective definite pe A cu valori in C
sunt reprezentate in fig. 2.8.
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Fig. 2.6
"
Fig. 2.7
f
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[ >}

Fig. 2.8

9. Fie A = {0,1,5,6}, B = {0,3,8,15} si functia f: A — B.
definitd de egalitatea f(z) = 22 ~ 42 + 3, (V) z € A.
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a) Este functia f surjectiva?
b) Este f injectiva?
c) Este f bijectiva?

Solutie. a) Calculim f(A) = {f(0),f(1), f(3),f(6)} = {3,0,
8,15} = B. Deci f este surjectivd.

b) Functia f este si injectivi, fiindcd f(0) =3, f(1) =0, f(5) =8
si f(6) = 15, adicd &1 # 22 = f(21) # f(22).

c) Functia f este bijectiva.

10. Utilizaindu-se graficul functiei f: A — B, f: IR — IR, sd se
arate ci functia f este injectivd, surjectivd sau bijectiva.
R r—2, dacd z € (—,2),
2) f(z) = { 3z — 6, dacd z€[2,+).
b) f: [1:5] — [~1:3], f(z) = |2 ~ 6z + 8.
—3z, dacd — 1 <z <0,
¢) f: [-1,+0] — R, f(z)=4 -z, dacdi 0 <z <1,
—0.5(z + 1), dacd z > 1.
d) f: R — [0,+00), f(z) =max(z+1,1-z).

Solutie. Daci oricare paraleld la axa absciselor taie graficul functiei
in cel mult un punct (adicd il taie intr-un singur punct sau nu-l taie
deloc), atunci functia este injectivd. Dacd existd o paraleld la axa
absciselor care intersecteazd graficul functiei in doud sau mai multe
puncte, functia nu este injectivd. Daca E(f) este multimea valorilor
functiei f si orice paraleld la axa absciselor, dusa prin punctele axei
ordonatelor ce se contin in E( f), taie graficul functiei f cel putin intr-
un punct, functia este surjectivd. Rezultd cd o functie f este bijectiva,
daci oricare paraleli la axa absciselor, dusd prin punctele lui E(f),
intersecteazd graficul lui f intr-un singur punct.

a) Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.9.

Avem E(f) = (—o0,+00) si orice paraleld y = m, m € IR, la axa
absciselor intersecteaza graficul functiei f intr-un singur punct. Deci
f este functie bijectiva.

b) Observam ci f(z) > 0, (V) z € [1;5]. Explicit, functia f(z):

2?2 —6z+8, daciz?—6z+82>0,
f(x):{ ~z24+ 6z -8, daciz?-6z+8<0
_ 2?2 —6z+8, dacdz € (—00,2]U[4,+00),
- { —z2 4+ 62— 8, dacd z € (2,4).
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Fig. 2.9

Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.10.

Avem E(f) = [0;3] C [-1;3]. Orice paralels y=m, me (0,1),
intersecteazd graficul functiei f in patru puncte; paralela y =1in-
tersecteaza graficul in trei puncte; orice paraleld y = m, m ¢ (1;3],
intersecteazd graficul lui f in dou puncte. Deci functia f nu este nici
surjectiva, nici injectivi.

¢) Graficul functiei este reprezentat In fig. 2.11. Avem

D(f) = [_17 +Oo)7 E(f) = (—0073]'

Orice paraleld y = m la axa absciselor taie graficul functiei f(z)
in cel mult un punct (y = -3,y = 2,y = 4) si de aceea f(z) este
injectivd. Ecuatia f(z) =7 € R are solutie numai pentru r < 3, deci
f(z) nu este functie surjectivi.

d) Explicitim functia f:

) _Jz+1, dacdi-z<z41,
f(z) = max(z + 1,1 "3)_{1_;,;_, dacar+1<1l-2z

_J z+1, daciz >0,
"l 1-2z, daciz<o.
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Fig. 2.10
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-\t y=2
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|
72 S
= | E — — — y=-3
Fig. 2.11

Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.12.
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Avem D(f) = IR, E(f) = [1,+00). Orice paralel3 y=m,m¢
€ (1,400), intersecteaza graficul in doud puncte si de aceea f nu este
injectivd. Dreaptay = 1/2 € [0, +00) nu intersecteazi graficul functiei
f, deci f nu este nici surjectivi.

I 19 S
Fig. 2.12

11. 5& se determine care din urm&toarele relatii sunt aplicatii;
care din aplicatii sunt injective, surjective, bijective?

a) o ={(z,y) € [Nz — y = 3};

b) f={(z.9) € [-1;0] x [-1;1]je? + 42 = 1};

¢) g ={(z,y) € [0, +00) X (—oc, +o0)|y = 2?};

d) ¢ = {(z.9) € [0, +0)*|y = 2},

Pentru functia bijectivy si se indice inversa ei.

Solutie. a) (z,y) € p & 2 —y=3 & z = y + 3. Deoarece

Dig)=b,={ee N|(JyeN:z=y+3} £ IV

(ecuatia 2 = y + 3 nu are solutii in IV), rezulti ci @ nu este relatie
functionals.

b) (z,y) € f & 22 + y?> = 1. Atunci, deoarece D(f) = é5 =
= [-1:0], iar

() + (L) - (-2 %) ey
(5)+ (5) = (2-%) s

cu v/3/2 # ~v/3/2, s f nu este relatie functionala.
¢) Avem: (z,y) € g © zgy & y = g(z) = 22. Atunci:

Dzeld+x)=y=22€ R= (2,22 e g
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2) (zgy1 A zgy2) = y1 = 27 = ¥o;

3) g(z1) = g(z2) = 2% = 2§ = |u1] = |z2] = 21 = 29, deoarece
z1,T9 € [0.+0c);

1) ecuatia g(z) = r € IR are solutii in [0, +0oc), dacd i numai dacd
r > 0, ceea ce demonstreazd cid g nu este surjectie (numirul —2, de
exemplu, nu are preimagine in [0, +o¢)).

d) Avem: (z,y) € ¥ & 2y & y = ¥(z) = z?. Repetand
rationamentele din p. c), obtinem ca ¢ este injectie. Mai mult, ecuatia
w(z) = r € [0,400) are solutia z = VT € [0,+00) si de aceea ¢ este
aplicatie surjectivd. Atunci ¢ este aplicatie bijectiva si, in conformi-
tate cu teorema 6, relatia ¢! este de asemenea aplicatie (functie).

In conformitate cu aceeasi teoremd 6, avem

v Nz) =z, z €[0,+).

12. Fie {A = 1,2,3,4,5,6,7,8,9} 51 ¢ € F(A) datd cu ajutorul
tabelului

z 1112]3]4[5]6]7]8
ey 2213 [4]5]3]2]1

a) S& se determine ¢({2.3,5}); ¢({1,3,7.9}); Imep.
b) 5 se determine ¢~ ({1,2.3,4,5} ) ¢~ 1({2,3}); w1 ({7.8,9}).
c) S4 se calculeze o~ 1(1); ¢~ 1(4); ¢~ (7).

Solutie. ) ¢({2.3.5)) = {¢(2), ¢(3), ¢(5)} = {2, 1,4}
9‘9({1737779}) = {99(1)7 39(3)7 9‘9(7)7 99(9)} = {2717371} = {17273};
Tme = o(4) = {p(1),0(2),2(3), 0(4), p(5), 9(6), 2(7), #(8), #(9)} =

= {1,2,3,4,5}.

b) ¢ 1({1,2,3.4,5}) = {y € Alp(y) € {1,2,3,4,5}} = 4
¢1({2.3}) = {a € Alp(a) € {2,3}} = {1,2,4,7,8];
©1({7,8,9}) = {b e Alp(b) € {7,8,9}} = 2.

¢) p71(1) = {a € Alp(a) = 1} = {3,9}%;
¢1(4) = {b € Alp(b) = 4} = {5};

e (T)={c€ Alp(c) =T} = 2.
13. Fie A = {1,2,3} si B = {a,b,¢}. Examindm relatiile
o = {(L.a).(2,b),(3,0),(3,0)}, 8 = {(1.6).(2,0), (3, )},
Y= {(27‘1)7(376)7(176)}'

a) S& se determine 84,83, 6y §i Pa; Ps; Pry-

b) Care din relatiile o, 3 si 7 sunt aplicatii? Indicati tipul aplicatiei.
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¢) Determinati relatiile a1, 871 5i y71. Care din ele este functie?
d) Determinati relatiile a0 8-1, 3o a~!, 0 o Y y0a™l, foyt
si 70371, Care din ele sunt aplicatii?

Solutie. a) 6, = {1,2,3} = 4 = 08 = by; pa = {a,b,c} = B = p,;
Py ={a,c}.

b) & nu este aplicatie, deoarece elementul 3 are doud imagini a
si c. B este aplicatie bijectivi; 7 este aplicatie, nici injectivi (ele-
mentele 3 # 1 au aceeasi imagine c), nici surjectiva (b nu are preima-
gine).

Q) @ = {(a,1).(b,2),(a,3),(c,3)}, 1 = {(b,1),(a,2),(c.3)},
7= {(a7 2).(c, 3), (c, 1)}

Avem 6,1 = B =6g-1, 6,1 = {a,c} B, Parr=A=pg1=p .
a”" nu este aplicatie, fiindcd elementul a are dous imagini 1 si 3;
BT este aplicatie bijectivi; v=1 nu este aplicatie, fiindcd 6, # B
(elementul b nu are imagine);

d) @0 571 = {(1,2),(2.1),(3,2), (3,3)}:

Boal = {(17 2),(2, 1), (2, 3)? (3v 3k
a0yl = {(1,2), (3, 2),(3,3),(3, 1}
yoal= {(2,1), (373)’(173)3 (2,3)};
Boy~l= {(2, 2),(3,3), (3, )}
yo Bl = {(2,2), (3,3), (1,3)}.

Este aplicatie numai relatia ¥ o 371, nici injectivi, nici surjectivi.

-1

14. Se dau functiile: f,g: R —s R,
f(x):{ 3—=z, daciz <2,

z—1, daciz > 2,
5S4 se arate ci f = g.

g(z) = max(z — 1,3 - z).

Solutie. Functiile f si ¢ sunt definite pe IR si au valori in IR. Sa
aratdm cd f(z) = g(z), (V)z € R.
Explicitdm functia g:
3-—z,daciz-1<3-1z, 3—=z, daciz <2,
g(z):{x_ 1, dacd3 -z <2-1 :{z -1, dacd z > 2 =/(z)
oricare ar fi € IR. Deci f = g.

15. Fiind date functiile f,g: R — R,

42, dacdz<2, z—2, daciz <3
f(x):{ {5 ’

ﬁg—m, dacd z > 2, 2z — 5, daciz > 3.

a) 54 se arate ci f si g sunt functii bijective.
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b) S& se reprezinte grafic functiile fsi f~! in acelasi reper de coor-
donate.

c) Sa se determine functiile: s = f+g.d=f-g,p=f-9,9=f/g

d) Functia d este oare bijectiva?

Solutie. a), b) Graficul functiei f este reprezentat in fig. 2.13

cu o linie continui, iar graficul lui f~! este reprezentat printr-o linie
intrerupta.

ty
"
7y
5+ S
4+ /
/
T /
2 /
/
It /
(] l/ i i L _a
/2 0 }//"2 ' ' 5l X
/S
/
A2
7/
Fig. 2.13

Avem ¢71, f71: R — IR,

_ z—2, dacd z < 4, z+2, dacd z < 1,
f 1(1;): B o= - g‘l(x): 1 ]
3z—10, dacd = > 4; 5(z+5), dacd ¢ > 1.

¢) Compunem tabloul urmator:
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T (—o0,2] (2,3) (3, +oc)
f z+2 (z+10)/3 (z+10)/3
g T —2 z—2 2c -5
f+g 2z 4(z+1)/3 (7z = 5)/3
f—g 4 (16 — 22)/3 (25— 5z)/3
f-g z? -4 (z* 4+ 82 —20)/3 | (227 + 15z — 50)/3
T+2 r + 10 z + 10
, 2 _ -
He | 752 # 3(z — 2) 32z — 5)
Avem
2z, daci 2z < 2,
4
s(z) = S(z+1), dacd 2 < z < 3,

d) Avem d(z) = 4, (V)2 € (—oc,2], §i de aceea d nu este injec-
tivd, adica d nu este bijectivd. Aceasta ne demonstreazi ci diferenta

g(]’x —5), daca z > 3.

4, daca z < 2,

2

~(8—12), dacd 2 < z < 3,

§(5 — ), dacd z > 3.

z? — 4, daci z < 2,

1
7(1‘2 + 8z

—20), daci 2 < z < 3,

(22% + 152 — 50), daci z > 3.

2
$+2, dacd z < 2,

x_
z+ 10
3z —2)
z+1
3(2z — 5)

daci2 <z < 3,

, daca z > 3.

(suma) a doud functii bijective nu este neapirat o functie bijectivi.

16. Se considerd functia f: R\ {~d/c} — R\ {a/c},
f(z)=(az +b)/(cz + d), ad - bc # 0, ¢ # 0.

a) Sa se arate cd functia f este inversabili.

b) S& se determine f~1.

c) In ce caz avem f=Ff1
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. +b axry +b
Solutie. 1 = fle e~ -
olutie. a) 1) f(z1) flz2) & ety +d cxy+d

& aceize + adry + bexs + bd = acrizz + bexi + adry + bd
& adry + bezs = adzg + bezy & ad(zy — 23) — be(zy —23) = 0
& (ad —bc)(z1—12) =06 21 =22 = f este injectiva.
2) Fie 7 € R\ {a/c}. Examinim ecuatia f(z) = r. Atunci
flz)=r & (ax + )/(ca:+d)—r<::>ax+b_crx+dr¢>

(a—cr)z—dr—b<:9>x_(dr—b)/ (a—cr).
Daci z = (dr—b)/(a—cr) = —d/c & cdr—bc = —ad+cdr & ad—bc =
— 0. Tmposibil. Deci (dr — b)/(a — cr) € R\ {—d/c}, ceea ce demon-
streazi ci ecuatia f(z) = r are solutii in IR \ {—d/c} pentru orice
r € R\ {a/c}. Aceasta ne demonstreaza cd f este functie surjectiva.

t¢ ¢

Din 1) — 2) rezultd cd f este functie bijectivd, deci si inversabila.
b) Determinam f~': R\ {a/c} — IR \{ d/c}

b #2 —d b
o) = SEb s ) - e = - i) "B 2 = ST
dx + b
= [ a) =
c) Pentru aavea f = f~!, este necesar ca functiile f i ! sd aiba
acelasi domeniu de definitie si deci d = —a. Aceastd conditie este gi su-
ficientd pentru egalitatea functiilor f s fi. In adevir, dacd d = —a,

functiile f si f~! sunt definite pe IR\ {a/c}, iau valori in R\ {a/c}
G f-1(z) = (aa+b)/(ca+d) = f(a), (¥)z € R\{a/c} adicd {7 = f.

17. Si se reprezinte functia f(z) = V522 — 2z + 8 cao compozitie

a doud functil.

Solutie Punem u(z) = — 2z + 8 i v(z) = V. Atund
flz)=vbha? -2z +8= v(5x — 2z +8) = v(u(z)) = (vou)(z).

Rispuns: f(z) = (vou)(z) cu u(z) = 52> ~ 22 + 8, o(z)= Ve
18. Sa se calculeze fog,gof, (fog)4)si(go f)(4), unde:
a) f(x) 7§ 9(2) =V

\/ﬂ—@g(z)—fc — 4;

c)f(z) z?+6z, daca < -3, (z)= 5z — 2, daca 2z < 1,
—2z—5, dacd z > -3 i g r?—2z+4, daca z> 1.

Indicati D(fog)si D(go f).
Solutie. a) Avem (f o g)(z) = f(g(2)) = (/) = —\73_—1
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(Fo)4) = —= =3 D(f o) = [051)U (1, +o0)

o n@=atron=o( 7)) 25 o nio= [ =

D(go f) = (1, +oc).
Deci (go f}(4) # (f o g)(4), ceea ce demonstreaz cs legea comutativy
a compunerii functiilor, in general, nu are loc: fog#gof.

b) (fog)(z) = fl9(a) = V(ZT— D) 3 = a2 =1,
xGD(fog)<:>272—120<:>xE(—Oo,—l]U[1,+oo)=D(fog).
(99 N)(@)=9(f(2))=9(vo 1 3)=(VaF3)2 ~ =2~ 1; D(go f)= .
(fo9)(4) = VAT =1 =15, (go f)(4) = 4—1=3.

¢) Pentru a determina functiile fogsi go f, in acest caz procediam
in modul urmétor: 2(2) (2) ()
_ _ ) 9°(z)+6g(z), daci g(z <=3, _
Foa)a) = flo(e)) = { £12)3 080 dackole) <3,

¢(=) + 6g(z), dac g(z) < -3,
=4 —29(z)-5, dacd g(z) > -3siz <1, =
—2(z2 -2z +4) -5, dacy g(z)>-3siz>1

(52 — 2)2 + 6(52 ~ 2), daci 5z — 2 < -3,
-2(5z — 2) — 5, dacd 5r —2> -3siz <1, =
~2(z? - 22 4+ 4) - 5, daci 5z —2> ~3s5iz > 1
2522+ 10z — 8, daciz < -1/5,
=4 —10z -1, dacd -1/5<z <1,
—2z2 + 42 — 13, daciz > 1.
(fog)(d4)=-2-4244.4-13= _99.

~ _ [ 5f(z) -2, daci f(z) < 1,
(g0 f)(z) = g(f(2)) = { fH(z) - 2f(z) + 4, daci f(z) > 1.

Observim ci
{z2+6x§1, {xe[—3—\/m,—3+\/ﬁ],

< -3 T < -3

ey sle (o 5<1, ® ~2¢ <6, <
z2> -3 z2> -3
@[ii[__g‘m;_?’)’ © 2 €[-3-V10;-3)U[-3,+00).

Deci pentru f(z) < 1, obtinem
_ § 5(z% + 62) - 2, daci z € [-3 — /10, -3)
(g0 f)(z) = { 5(~2z — 5) — 2, dacd z € [-3, +00).
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In mod analog,

{x2+6x>1,
z< -3 z € (=00, -3 — V10),
f@)>1e ) ¢ g 551, ﬁ[{xEQ

z>-3

si de aceea pentru f(z) > 1, obtinem
(go f)(z)=(2*+ 6z)% — 2(z? + 6z) + 4=z%+122% + 3422 — 122 4+ 4
pentru z € (—00, -3 — V10).
Totalizand, avem

2t + 1223 + 3422 — 12z + 4, dacdz € (—00, =3 — V10),
(gof)(z):{ 522 + 30z — 2, dacd z € [-3 — V10, -3),

—10z — 7, dacd ¢ > —3.

(go f)(4)=-10-4-27= —67.

19. Si se rezolve ecuatiile:
a) (g0 fo [)(@) = (fog09)(a), dack f(z) = 32+1, g(z) = 2 +3;
b) (fo fo f)(z) =z, dacd f(z) = a;_:_;, a€ R, z€ R\ {-a};
0 (f 0g)() = (g 0 f)(x), daci f(z) = 22> — 1, g(z) = 4a® = 32.
Solutie. a) Determinim functiile (g0 fo f)(z)si (fogog)z):
(go fof) (o) = g(f(f(z)) = g(fBz+1)) = g(3Bz + 1) +1) =
=g(9z+4)=92+4+3=92+T;
(fogog)(e) = flglg(z) = flg(z+3)) = f((z +3) +3) =
= f(z+6)=3(z+6)+1=3z+19.
Ecuatia devine

9z +7=3z+19&z=2.

Raspuns: z = 2.
b) Calculdm (f o f o f)(z):

(Fofof)z) = FFF) = f(f(jl)) _
) ar +1

_f a x+a+1 _f ar?+z+2a\ _
B az +1 “\2az+1+a)
+a
zta
a’z+z+2a 1
_a'2az+1+a2+ _a3x+3az+3a2+1_
T ad’z+z+2a . 3a2z +z +3a+a®

29z + 1+ a?
= ((a3 + 3a)z + (3(12 + 1))/((3(12 + 1)z + (a3 + 3a)).
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Ecuatia devine
(a® + 3a)z + (3a + 1) _
(3a? + D)z + (a® + 3a)

@xi’:l@[

S B+ 1)2?=3"+1o

r=-1,
z=1.

Raspuns: z € {-1,1}.

¢) Determinam (f o g)(z) si (go f)(z):

(fog)lz) = flg(z)) = f(42® - 32) = 2(42° — 32)> — 1 =
= 322°% — 4824 + 1822 — 1.

(90 f)z) = g(f(2)) = g(22? - 1) = 4(22% —1p° 3(2$ -1)=

= 4(82°% — 122% 4+ 622 — 1) — 622 + 3 = 3225 — 4821 + 1822 — 1.

Ecuatia devine

3205 - 4824 + 1822 — 1 =322 — 4824 + 1822 — 1 & 0 = 0,

adica egalitatea este adevirata pentru orice z € IR.

Raspuns: z € R.

20. Fie f,g: R — R date de f(z) =22+ 2 + 12
g(z) = 22 — 2 4+ 2. S4 se arate ci nu exist3 nici o functie ¢: R — IR,
astfel incat

(pof)@)+(pog)a)=(gofi(z), W)z eR. ~ (A)

Solutie. Relatia (A) mai poate fi scris3
¢(z2+x+2)+cp(a:2—:r+2) = (z2+x+2)2~(z2+x+2)+2. (A7)

Presupunem ca existd o functie ¢: R — IR ce satisface rela’gla
(4’). Punem in (A’) z = 1si ¢ = —1. Obtinem:
P4)+ 0(2) = 14, $(2)+ ¢(4) = 4,
ceea ce implicd (4} + »(2) # ©(2) + (4), contradictie cu ipoteza.
Deci nu exista o functie ¢ cu proprietatea din enunt.

21. Sa se determine toate valorile parametrilor a,b € IR pen-
tru care (fog)(z) = (go f)(z), (V) z € R, unde f(z) = 22—z si
g(z) =2+ az +b.

Solutie. Determindm fogsigo f:

(fog)(z)=f(g(z))=f(2* + az 4+ b)=(22 + az + b)? — (22 +az +b)=
= z* -I—Zaz -I-(Zb— Dz? + a%2? + b2 — az — b + 2abz =
= 2% + 2a2® + (a® + 2b — 1)z? + (2ab — a)z + b2 — b.
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(g0 f)z)=g(f(2) = g(z* —2) = (2® —2) +a(z’ —z) + b=
=2* -2+ (a+ 1)z? —az + 0.
Atunci
(fog)z)= (g0 f)z), (V) 2 € R & z* +2az° + (a® + 26— a2+
+(2ab-—a)r + b —b=2'-223+(a+ )2’ —az + b &

2a = =2,
MzeR | a®>+2b-1=a+1, a= -1,
= 2ab—a = —a, {:}{b:O.
b=5b2-b

Raspuns: a=-1,b=0, g(z) = 22—z = f(z).

22. Sunt date functiile f,g,h: R — IR,
flz)=z*+ 42343, g(z) =2+ z + 3¢l h(z) = 2° + 8.
Sa se arate ca:
a) f nu este injectivd;
b) g este ingectivd;
c) h este bijectiva gi sd se determine 1.

Solutie. a) Fie f(z1) = f(z2). Atunci

4423 43 = 25+ 423 +3 & (2 - 2= + z3) + 4(z1 — 22)X
x(z2 + 122 + z3) =0# 21 = 7.

De exemplu, f(z) = z3(z +4) + 3, ludnd z; = 0 5 z2 = —4,
obtinem f(0) = f(—4) =3, 1 # 7.

b) g(xl):g(xz)éx?+x1+3:$g’+z2+3©

o (21— )2t +aza+ 23 +1) =0 & 21 = 29,
deoarece
2}tz +23+1>0, (V) 21,22 € R

¢) h(zy) = h(zg) @ 23 +8 =23 +8 & 2§ = 25 & =1 = 2o,
adicd h este functie injectiva.

Demonstram ci h este surjectivd. Fie r € IR. Rezolvdm ecuatia
WMe)=r e >+8=r 2> =r—-8& & = V/r — 8 (rdddcina de ordin
impar existd din orice numdr real). Deci h este surjectie, prin urmare,
h este functie bijectiva.

Determinam h~1:

(y.2)€Gp1 & (z.y) EGr & h(z)=y=2*+8 e’ =y-8&
sr=Yy—-8« hl(z)=Ve -8
23. Fie f: [1,4+00) — [1,400) cu
f(z) = 2% - 32° + 62* — 723 + 622 — 32 + 1.
a) S4 se demonstreze cd f este functie bigectiva.
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b) S& se determine f1.

Solutie. a) Avem f(z) = (2% — z + 1)3. Reprezentim aceasti
functie ca compozitie a doud functii:

,v: [1,+00) — [1,+00), unde u(z) = 23, v(c) = 22 — z + 1.
Atunci f(z) = (u o v)(z), ce implicd f = u o v, este bijectivi fiind
compozitie a doud functii bijective.

b) ! =(uov)™' = v=' o u~l. Determinim v! gi u~

u™': [1,400) — [1,+00), wl(z) = V.
Deoarece v(z) = 22 —z2+1 =y = 22 —2+1-y = 0. Re-
zolvam in raport cu z € [1,+00) aceastd ecuatie. Discriminantul este
D=1-4(1-y)=4y-3siz1o=(1F 3y —3)/2
(y>1e4y-3>0.
Ecuatia are o singura rddacind in [1,400):

z=(1+VIy=3)/2.
vl(z) = (1+vIT = 3)/2
Asadar,

[ (2) = (v‘1 ouTl)(z)=v " (uN(z)) = v ({2) =
= (1+ V497 - 3)/2, cu f~1: [1, +00) — [1,4+00).
24. Se considerd functia f: IR — IR cu proprietitile:
) (IL‘1+$2)-— (.’L‘l)-l-fxg (V) T1,Z9 € IR;
2) f(1) =
3 H(1/a) = 1/ f(2), (V) € R
a) 54 se determine functia f.

b) 5& se calculeze f(1/1998).

Solutie. a) Pentru 5 = 0 din 1), rezultd f(z,) = f(z1) + £(0),
ceea ce implicd f(0) = 0. Pentru z; = —z; din 1), obtinem
f0) = flz1) + f(—21) = 0= f(-2z1) = —f(z1) = f(z3) =
= —f(=22) = f(~22) = — f(22).

1

Atunci

Atunci
Far = 23) = f(z1 + (~22)) 2 f(o1) + f(~22) =
= f(z1) — f(z2), (V) 21,22 € R. (1)
Fie 2 ¢ {0,1}. Atunci
1 3 1 1)— f(z
(725) Lo ra-n @ L0=IE )
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1
Pe de altd parte, 1 = =1+ . i

f(lix) f(1+—x—>2f(1)+f —1f—z)2:1+f(1f—x>:
(e A5 - () -
1 () () ) 1o ()

z? 1-2z+ f(z)
=14 —— - flz) - = .
e C R ) e @
Din (2) si (3) urmeaza
f1) - fz) _1-22+ f(2)
(1-2) — (1-2)
Deci f(z) =z, (V) z € R.
b) f(\/199 ) = v/1998.

Rispuns: a) f(z) = z; b) f(v/1998) = v1998.

25. Folosind proprietitile functiei caracteristice, sd se demonstreze
egalitatea
AU(BNC)=(AUB)N(AUC), A,B,C € P(M).
Solutie. Folosind proprietitile A = B & f4 = fp, vom demonstra
egalitatea cerutd calculand cu ajutorul lui fa, fe §i fc functiile carac-
teristice ale multimilor AU (BNC)si (AUB)N(AUC):

fAU(BﬁC)G:)fA'i'anC—fA'anC4:)fA+fB'fC—fA(fB'fC)=
:fA‘é‘fB'fc‘fA'fB‘fc-
Faomniauey = favs - fave 2 (fat fo = fa- fa)fat fo = fa-fo) =
:fi'*'fA'fc'fg’fc+f3'fA+fB'fc—fB'fA'fc—fz'fB"

—fA‘fB‘fc‘Ff?;‘fB'fci)fA'*‘fB‘fc—fA‘fB'fczfAu(BnC)a
ceea ce implici AU(BNC)=(AUuB)Nn(AuUC).

& f(z) ==.

2.3. Exercitii propuse

1. Determinati domeniile de definitie si de valori ale relatiilor:
Da= {(2’4)’(37 1),(2, "4)7(0727)}§

2) 8 = {(100, 10), (200,20}, (300, 30), (400, 40)};

3) v ={(1,5),(2,7),(3,9),(4. 1D };

4) 6 = {(1/2,5)};
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5) p= {(_27 —5)7(—270)7(77_2)7(97 0)},
6) W= {(_172)7(”57 —2)7 (O’ —2)7 (0’9)}

2. Fie A ={2,4,6,8} 5i B={1,3,5,7), 0 C A x B.
a) Sa se determine graficul relatiei a.
b) S& se construiasci schema relatiei a:
Da={(z,9)c <35 y>3};
2)a={(z,y)le > 25 y < 5};

3) a={(z,y)lz > 6 sau y > 7}

1) & = {(z,y)| max(z.y) < 3};

5) a = {(2,y) min(z, y) < 2);

6) a = {(2,y)|min(z,y) > 6};

7) = {(z,y)[min(z,5) > max(y, 3)};
8) a = {(z,y)| max(z,6) > max(y,5)}.

3. Fie 4 = {1,2,3,4} si B = {1,3,5,7,8}. S4 se scrie graficul
relatiei & C A x B, daci:

Da={(z,y)e+y =19}

2) a={(z,y))2z —y = 1};

3) a={(z,y)lz? — y? = 8};

4) a={(z,y)lz -y > 3};

5) a={(z,y)lyic};

6) a={(z,y)l4z +y = 11};

7)o ={(z,9)l(z +y)13};

8) a={(z,y)|lz > y}.

4. Fie A = {1,3,4,5}, B = {1,2,5,6} si G graficul relatiei . S3
se scrie relatia o prin propozitii continand literele z sly,cuz € Asi
yeB:

1) Gy = {(175)9(472)’(5’ D}k

2) Gy = {(1v2)7(4’5)7(5?6)}§

3) Ga = {(172)7(175)7(176)7(3’5)’(376)7(475)7(476)7(576)}§

4) Ga = {(1,5),(1,6),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6), (5, 1),(5,2),(5,5),

(576)}§

5) Gy = {(372)7(472)7 (532)]7

6) Go = {(4’ 2)7(4’6)};

7) Go = {(47 1), (472)’ (475)7 (4, 6), (17 6)7 (3, 6)7 (576)}§

8) Go = {(17 l)a (432)}'
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5. Fie A = {1.2.3,4}. S& se cerceteze proprietdtile relatiei
o C A%(var. 1-6) i @ C IR? (var. 7-14):
1) a = {(1.1), (1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,), (2:4). (3. )}
2)a= {(1v2)7(173)7(271)7(3v 1)’(374)7(4’3)}3
3)a= {(, 1)’(172)7(173)7(27 1)7(272)’(273)7(371)7(3’2)7(3v3)}§
4) o= {(171)7(1’2)7(272)7(373)7(474)};
5) a= {(171)7(272)7(273)7(373)7(374)7(474)};
6) a = {(171)*(172)v(271)7(2’2)7(2’3)7(372)7(373)7(474)};
a={(z,y) € Rz >1siy>1};

8)a:{(m,y)€lR2‘{ 2>0, an { z <0,

y>0 y<0
9) a = {(z,y) € R*z > 0sau y < 0};

10) a = {(z,y) € R?*|lz > 1 sauy > 1}

11) a = {(z,y) € R¥z? +z = y* + y};

12) o = {(z,y) € R*|2? -3z +2=y" -3y +2};

13) a = {(z,y) € R*|2? + z = y* — y};

14) a = {(z,y) € R?*|z* = y*}.

6. Pentru fiecare din relatiile binare o definite pe multimea IV:
a) si se determine domeniul de definitie é, §i domeniul de valori p,;
b) si se stabileascd proprietatile (reflexivitatea, ireflexivitatea,
simetria, antisimetria, tranzitivitatea);
c) sa se determine relatia inversd at(z,ye IN):
1) zay & cmmdec (z,y)=1; 2)zay &y <23

3) zay & |y — x| = 12; 4) zay &z = y%
5) zay & (2 — ¥):3; 6) zay & z -y = 30;
eaye y=2z+1; 8)zay ez <y+1;
Nzayeo z<y—1 10) zay & y = 2z;
11) zay & y? = z%; 12) zay & z-y=0.

7. Este datd multimea A si relatia binara a C A?. §3 se demon-
streze ci o« este relatie de echivalentd si sd se determine multimea
factor A/a.

1) A= {172a3}7 a = {(171)7(173)7(371)7(272)7(373)}§

2) A={1,2.3,4}, a= {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,1),(2,2),
(3,3),(4,4),(3,2),(2,3)):

3) A ={1,2,3,4}, a = {(1,4),(1, 1),(4,1),(1,2),(2,1),(3,3),
(272)7(274)5(47 2)7(474)}§

4) A= {1,2,3}, a= {(171)3(272)7(3”3)}3

5) A={1,3,5,6}, a= {(1,6),(6,1),(1,1),(6,6),(3,3),(5,5)};
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6) A={1,2,3,4}, a = {(1,3),(1.4),(1,1),(3,3),(3,1),(4, 1),
(4,4),(2,2),(3,4),(4,3)};
VA=IN?, (a,b)a(c,d) s a+d=b+c:
8) A=17Z x Z*, (a,b)afc,d) s a-d=b-¢
9) A= {1,2,3,4,6,9}7 a = {(1, 1),(1,3), (3, 1),(2,2),(1,2),
(4.4),(3,3),(2,1),(6,6),(9,9)};
10) A = {17273a5}7 a = {(173)5 (17 1)7(37 1)7(172)7(271)7(292)a
(3,3),(3,2),(2,3),(5,5)}.

8. Fie datd multimea 4 = {1,2,3,4,5,6, 7,8,9} si sistemul de
submultimi § = {4; C A, i = 1,n}. Demonstrati ci § defineste o
partitie pe A si construiti relatia de echivalenti as.

1) Ay ={1,2,3,8,9}, Ay = {4}, A3 = {5,6,7};

2) Al = {172}7 Ay = {374}7 Az = {576}7 Ay = {7’8}7 As = {9}7
3) Ay = {1}, 42 ={2,3,4}, A3 = {5,6}, A4 = {7,8,9};

4) Ay = {1}7 Az = {3’475}7 Az = {277}’ Ag = {G’Q}v As = {8}:,
5) A= {172}7 Ay = {3’9}3 Az = {478}3 Ag = {57677};

6) A1 = {1,2}, A2 = {3,8,9}, A5 = {4,5,6}, Ay = {7}

7) A1 ={1,9,7}, Ay = {2,8,6}, A3 = {3,4,5};

8) A1 = {7,8}, A, = {1,9}, A5 = {2,3,4,5,6};

9) Ay = {178’9.}7 Ay = {2’7}7 Az = {4}’ Ay = {5} As = {3a6}§

10) A; = {1,3,5,7,9}, A, = {2,4,6,8}.

9. Definim pe IR relatia binari a:

zay & In?z—Inz = In2y —Iny.
a) 54 se arate cd « este o relatie de echivalents pe IR.
b) S se determine clasele de echivalenti.

10. Definim pe IR relatia binari 3:

zBy & sinz — 2sinz = sin?y — 2siny.
a) 54 se arate cd 3 este o relatie de echivalent3.
b) S3 se determine clasele de echivalenti.

11. Fie o C A?, unde A = {-5,-4,-3,-2,-1,0, 1,2,3,4,5,6,
7,8} cu
zay & 2% — y? = 2(z - y).
a) Este a o relatie de echivalenti?
b) In caz afirmativ, si se determine clasele de echivalenti.
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12. S se determine 84, po, @, @0, 0 ol a"loa,daca:
1) a = {(z,y) € NV?|yiz};

2) a = {(z,y) € N?|zy};

3) a={(z,y) € R’z +y <0}

4) a = {(z,y) € R*|2z > 3y};

5)a={(z,y) € [—7r/‘2,—7r/2]2\y > sinz}.

13. Si se determine relagile a o 3, B o a, a~t, B,
a~log™t, (Boa)™:

Da={(z.y) € Re>y}, B={(z.y)€ R <y}

2 a={(oy) € Rz>y}, B=1{(y)eR <)

3)a={(z.y) € Rz +y<2}, B={(x,y)€R*2z~y>0}

1) o= {(s.y) € B¥(z—17+3? > 1}, = {(z,3) € R2|e?+v? <2}

50 a={(z,y) € 72|z—y este par}, 8={(z,¥) € Z2|z—y este impar};

6)a = {(z,y) € 22| |z] = [yl}, B={(z.9) € Z’ly=2};

T a={(z,9) € Ny}, B={(z,9) € N?|yiz};

8) o = {(z,y) € IN?z¥ = 1}, B={(z,9)¢€ IN?|z -y =1}.

14. Fie A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d}. Sa se determine domeniul
de definitie si domeniul de valori ale fiecirei din urmitoarele relatii
a, 3. Care din aceste relatii sunt aplicatii? Determinati tipul aplicatiei.
Determinati relatiile o« oa, aof~t, Boa~t, Bof71. Suntele aplicatii?

1) o = {(1,a),(2,¢),(3,0),(4,d)}, B = {(1,d),(2,a),(3,¢),(4,0)};

2)a= {(1,(1),(1,6),(2,1)),(3,6), (4vd)}’

8 =1{(1,a), (2,a),(3, a), (4,0)};
3)a= {(Q’G)v(gvc)’(4vd)v(l’b)’(Q’b)}7
8= {(17 a)v (17b)7 (176)7 (1>d)}~

15. Considerim aplicatia ¢: R — IR, @(z) = sinz. S3 se deter-
mine ¢(RR), ¢((0,7)), ™ 1([=1,0]), ¢™*(1/2), # 7 ([1,2), ¢~ H((1,2):

16. Aplicatia ¢: A — B, unde A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} §i
B ={a,b,c.d,e, f}, este dati de tabelul

z [1[1213[4(5]6[7!8
gp(a:)adbfbcbd

S3 se determine ©(A4), ¥({2,3,5}), o({5,6,7,8}), #({1,3,7,9}),
S Sl piech), @M@,
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17. Considerdm aplicatia ¢: IR — Z, ¢(z) = [z] ([z] este partea
intreagd alui ). S4 se determine ({2, 4, 6, 1), ¢((1,5)), ¢([~2.5;2]),
72,45} 51 o71(-1).

18. Se d& aplicatia ¢: IV — IV, ¢(z) = 2. Determinati p(A) si
#71(A), dacs A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9.10}.

19. Fie A si B doud multimi finite, [A] = m. |B| = n. Cate
aplicatii surjective o: A — B existd, daca:
Dn=1; 2)n=2; 3ym=4,n=3; 4)m=5, n=3;

5)m=5,n=4; 6)m=n=5?

20. Fiind dat graficul relatiei a, stabiliti daci o este functie.
Determinati 6, si p,. Schimband 6o §1 po, faceti ca o si devini
aplicatie injectivi, surjectivy si bujectivd. Construiti graficul relatiei
a1, Relatia a~! este functie? Care este tipul ei?

Darz+y=2 2) oz 22 +y2 =4
/Py Ny
2

{0/
0 2\ ' J\jjz x

K

~
N

A -
=

'

=

~
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21. Fie A = {1,2,3,4}, B={0,1,5,6} si C = {7,8,9}.

a) Sd se facd diagramele a doud functii injective s a doud functii
neinjective definite pe C cu valori in B.

b) S4 se faca diagramele a doud functii surjective si a doud aplicatii
nesurjective definite pe A cu valori in C.

c) S4 se faci diagramele a doud functii bijective si a doud functii
nebijective definite pe A cu valori in B.

22. Fie A = {1,3,5,6} si B = {0,1,2,3,5},2 € A,y € B. Care
dintre relatiile de mai jos reprezint3 o functie definita pe A cu valoriin
B? Dar o functie definiti pe B cu valori in A? Pentru functii, indicati
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tipul lor:
Deaz+y=6; 2ary=2+1 3)a:z=y;
) y=2% 5)or y=2%-9221 23z - 15;
6) a: y® — 11yt +419° -~ 6192 + 30y — 2 + 1 = 0.

23. Utilizandu-se graficul functiei f: A — B, sa se arate daci
/ este injectivd, surjectivd, bijectivi. In cazul functiei bijective, si
se determine f~! i si se construiasc graficele lui f gi f~! in acelagi
reper de coordonate.

1) f: (=2;0) U [2,400) — [0, +0), f(z) = |al:

2) f: R — [2,+50), f(2) = |a| + |z — 2|

-z/2, -2<z<0,

3) 1 [2400) — 0. 400), S0y = { /2 2%

. , — le - 1]? r <1,
05 R — 040, fy={ 7ot
5) f: {0,1,3} — {-2,0,4}, f(z) =2z —2;
6) f: {-3,0,2} — {1,11/5,3,4}, f(z) =0.2(2z + 11).

24. Care din urmadtoarele relatii o C IR? sunt functii? Indicati
domeniul de definitie al functiilor. Stabiliti tipul functiei:
De:2y—-32=19 2)o:z-y=9; 3)o:3z-7+5y=0;
4) a: 22243y-6=0; 5)a: y =z -2; 6) a: zy—2y+5z—7=0;
Na:z?—(y-2)2=0; 8 34-5z)+4(y+5)=1;
Na (z-1P24+(y+3)2=4; 10)a: 22— y+7z=3;
Nyardz-2y=92+y; 12)a: y*+2zy+1=0;
13)a: 2 4+y2 =16; 14)o: y=22-32+1; 15)a: 2oy = y2+5.

25. Este data relatia a cu 6, = [-3;5] si py = [-4; 7).
a) Perechea (-4, 5) apartine relatiei a? De ce?
b) Indicati toate perechile ordonate (z,y) € a cu = = 0. Explicati.

26. Fiind datd functia f(z), calculati valorile i in punctele indi-
cate.

1) flz) = =75 f(4), f(=3), fl¢), ce R;

2) fz) = |2° = 2z[; f(5), f(=2), F(=7), f(1,4);

3) f(z) = 2t — 2% — 2 — 3; £(0), f(~1), F(2+c);

z? -5, daciz >0,

D@ ={ 500 SE20 s, s o
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x4+ 1, daciz >0,
5) f(z) = { 4, dackz =0, f(5), f(~1), F(1/2);
1—2z, dacdz <0,

6) f(z) = > — 5z +2; (f(1+¢) = f(1)/e, c€ R".

27. Determinati D(f), daca:

1) f(z) = 2z +3)/(Jle =4 2) f(e) = ]2z +1;

3) f(z)=5/(z> + =+ 1); 4) f(z)=3-2/(5-12);
5) f(z)= V6a? T Ba =5 6) f(z) = (42)/(9 - 42);
7) f(z) = (52)/(V4 = 3z); 8)f(z) = m;

9) f(z) = (5z)/(z? — 2z — 15).

28. Fiind date functile f(z) si g(z). determinati functiile
f+g,. f—g. f-gsifl/g, indicand domeniul de deﬁnit;ie al acestora.

D) @) = VB gle) = V=B 2) f(e)= . () =20+
) fe) =2 -5 ()= +1 9 fle) =7 =3, o(a) = 2/
5)(e) = 28— 4, 0(0) = 1= %5 ©)f(x) =3/a.glz) = 4/

) f(z) =2z -1, g(z) = 2* = 5z +6; 8) f(e)=v9—22,g(z)=z;
9) f(z) =5, g(z) = =3 ) fz)=1-21% g(a) = 4a.

29. Reprezentati functia f(z) sub formd de compozitie a unor
functii:
1) flz)=T(4z - 9P +4;  2) f(a)=(a? +3x)3+(:v +3x)%
f(z)=1/vVz? = 3; 4) f(z) = 4(z? - 3)° -
5) f(x) = -2z +5)*+10; 6) f(z)=(22 - 3)2 (Qx - 3) +1;
) flz)=Va?+z -2 8) f(z) = (z — D} + (2= 1)F — 4
6
N
30. Fiind date functiile f(z) si g(z), sa se determine functiile fog
si go f i si se calculeze (fog)(3) ¢ (go f)(3) in variantele 1) - 6) si
(fog)(—1)si (go f)(—1) in variantele 7) - 12).
1) f(z)=2+2, g(e)=2~1; 2) f(z)=2"+8, g(z)=2 - 3;
3) f(z):g(w):x; 4) f(z).—_x2—1‘, g(z)=z4+1;
5) f(z)=22%+1, g(z)=2*-1;  6) f(i):ﬂ, g(z)=2%
7) f(z)—z2+2x+1 g(z)=—222-1; 8) f(z)= 32242, g(z)=2-3;
0) Fr) =2t +4s*+ L, g(z)=2*+1;10) f(z) = = — 8, g(z) =al;
11) f(z)=lz+1{=9g(2); 12) f(z)=2z-1, g(z)=z+1.

0) f(z) = (3z+5)F +3(3z +5)F +7;  10) f(z) =
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31. Fiind date functiile f(z) = 2 »9(z) =3z 5 h(z) =

=z—-1,s3
se calculeze i
1) (f o g)(1) 2) (g0 F)(1); 3) (ho £)(3);
4) (f o h)(3): 5) (g0 f)(-2); 6) (foh)(-3);

7) (goh)(—2); 8) (hog)(-2); 9) (foh)(—1/2);
10) (go f)(=1/2); 1) (foh)(V2+3); 12) (fog)(1+ V2);
13) (fog)(e); 14) (g o h)(e); 15) (fo(goh))(e);
16) ((fog)o h)(c).

32. Determinati dac3 in perechile de functii f si g una este inversa
celeilalte:

) f(z)=22+1, g(z)= "2~ 2) f(z)= 2243, g(z) =2z -3:
3) flz)=z+4, g(z)=2—

4 f(z):il‘+11, glz)=z-1;

33. Se dd valoarea functiei f. Si se calculeze valoarea functiei
f71, daca:

DBy =4 2)f(1/2)=6; 3) f(a) =

4) fla+1) =2 5) flm+n) =

34. 54 se determine =1, daci:

1) f(z) = (2 +2)/2; 2) f(z) = (22 + 1)/a;
3) f(z): 1/VE +2 1) f(2) = (1/2)%
5) f( = (z/(x +4))% 6) f(z) = \/2/( = 1);

D@ =VE-D/EFD:  8) f(e)= vVVe T2
9) f( ) (2 =3)/(z+1)% 10) f(2) = (Va/(z + 4) - 2)2,
35. Este dati functia: f: € R — R,

-2z -2, z>1,
f(x)_{Z'z:—l, z< L.

a) S4 se demonstreze ci f este bijectivi.
b) S& se determine f-I.

c) 54 se calculeze fo f~' g f~10 f.

36. Fiind date functiile f(z) si g(z), si se determine functiile
(fog)(2)si(go f)(z) (fg: R — RR):
1) f(z) =z - 1]+ 2; 9(z) =z - 2|+ 1;
2 .
Q)f(x):{_z—l, z <0, (x)_{ 4:;-2, r <0,

5r -1, z > 0 -2, z>0.
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37 S4 se demonstreze egalitatea functiilor f si g
1) f.g: {-1,0,1,2} — R, f(:r)—z —2z -2+ 241
glz)=2® -zt - 323+ e? + 20 + 13
2) f.g: {-1,0,1} — R, f(z) =2 ~-=2, g(z)=sinrg;

3) f,9: [1;3] — R, f(z)= max( 24 4t-3), 1<t <y
(z) = —z?24+4r-3,1<2<2,
gl = 1 2<x<3;

1) f,g: [-131] — R, f(z):{ e 352
g(z) = max(—z +1, z +1);

5) f.g: {-1,0} — R, f(z)=1+z, g(z)=V1-2%

6) f,g: {~1,0) — R, f(z)=—1+ V4 +2z —2%
g(z) =1 -2z —z%

) f.g: {0.2} — R, f(z)=2-=2, g(z)=V4-a%

8) f.9 {072}—’3, f(.’l:):\/4-—;1;2;
g(f)ZQ—m;

9)f-,g:[L+00)——>IR,f(x)=\/?v+2\/—+\f W1

o) = 2, 1<z<2,
@)=Yz 12> 2
10) f,g: {km,2kx £ glk € Z} — R, f(z)=sinz, g(z)=sin2z.

38. S% se determine functiile s= f+g, d=f—g.p= fgsiqg= f/g:
1) f: {1.2,3.4} — {0,1,3,5,6}, f(1)=0, f(2)=1, f(3)=3, f(4)=6;
g: {1,2,3,5} = {1.3.4, 0} g9(1)=1,9(2)=4, 9(3)=3, g(5)=4;

2) f.g: R— R, f(z) z+2,z <3, ,):{x—Q,zSO,

—z+3,2>3; z+1,2>0;
z, zs - z-1,2 <0
3) f.g: R— R, f(z —x,—1<x<1 g(x):{ ’ ’
z, 20
Tz > 1
_ 2:B+10<1'<2
-z, <0,
g: (—00,5] — IR, g(z)= 1, z=0,
z,0 <z <35

5) f.g: R — R, f(z)=max(z+1,2%); g(z) = min(~2,2).

39. Fie A = {1,2,3,4}, B = {0,1,3,4} si functiile
fiA— B, f1)=0, f(2)=0, f(3)= 1. (4) = 3;
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9 B— A, g(0)=2, g(1)=1, 9(3) =4, g(4) = 1.
Pot fi definite functiile fo g, g o f? Daci da, determinati aceste
functii. Faceti diagramele lor.

40. a) S3 se arate c3 functia f este bijectivi.

b) Sa se determine f~1.

c) 54 se reprezinte grafic functiile f si f~! in acelasi reper de co-
ordonate.

1) f:R— R, ,f(z) =6z —2;

2) f: [0,+OO) - [17+OO)7 f($) =3z +1;

3) f: (—0c,0)U [2;4] — (—00,4], f(z) = —2? + 42;

z+3, <0,

4) fi R — (~00,3)U[4,+0), f(z) = { 2oia 2o
) 72 07 — L), Sy = { S VST

41. 53 se arate cd functia f: R — R, f(z) = 22— 62+ 2 admite
restrictii inversabile pe:

a‘) (_00’3]; b) [3,+OO), C) (—OO’O]U [3a6)

S& se determine inversele acestor functii si si se reprezinte grafic
in acelasi reper de coordonare.

42. Folosind proprietitile functiei caracteristice, si se demonstreze
egalitatile (afirmatiile):

1) AnN(BUC)=(ANBYU(ANC);

2)(AUB=BnNA)=(A=B);

ANB=AnC

3 AuB=4ucC }3(320);

4)(ArB)AC=AA(BAC);

5) AN(BAC)=(ANB)A(ANC);

6) An B=(AUB)n(AUB);

7)A'AB'=AA B;

8) A AB=AAPB,;
JAAB=0 & A= B;
JAAB=AUB= ANB=0;

JANB=A\B& A=g;
12) AUB=A\B & B = @;
13) (A\ B)\C = (A\ C)\ B;
14y A\B=B\ A& A=B.

9
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CAPITOLUL II

Elemente de combinatorica

3.1. Permutiri. Aranjamente. Combinari.
Binomul lui Newton

Pentru rezolvarea multor probleme practice (si nu numai) este nece-
sar:

1) de a putea evalua numdrul diferitelor combinatii, compuse cu
elementele unei multimi sau cu elementele a mai multor multimi;

2) de a alege dintr-o multime de obiecte submultimi (a face selectii)
de elemente care posedi anumite proprietati;

3) de a dispune elementele unei sau ale mai multor multimi intr-o
anumita ordine etc.

Domeniul matematicii care studiazi probleme de felul acesta si
metodele de rezolvare a lor se numegte combinatorica. Altfel spus,
combinatorica studiazi unele operatii asupra multimilor finite. Aceste
operatii conduc la notiunile de permutari, aranjamente si combinari.

Fie M = {a1,az,...,a,} o multime finitd care are n elemente.
Multimea M se numeste ordonats, daca fiecare element al sdu se
asociazi cu un anumit numir de la 1 la n, numit rangul elementului,
astfel incat elemente diferite ale lui M se asociazd cu numere diferite.

Definitia 1. Toate multimile ordonate care pot fi formate cu n
elemente ale mulfimii date M (n(M) = n) se numesc permutari de
n elemente.

Numirul tuturor permutirilor de n elemente se noteazd cu simbolul
P, si se calculeazd conform formulei

P,=n!'(nl=1-2-3-...-n), n€ V. (1)

Prin definitie, se considerd Pp =0!=1= 1! = Py.

79



Definitia 2. Toate submultimile ordonate care contin m ele-
mente ale multimii M cu n elemente se numesc aranjamente de n
elemente luate cdate m.

Numdrul tuturor aranjamentelor de n elemente luate cite m se
noteazd cu simbolul A si se calculeazi conform formulei

n!

Al = ——— =n(n—-1)-...-(n-m 1 0<m<n;n.meN. (2
= T = A D= mt 1) 0 < m < ns € . (2)
Definitia 3. Toate submultimile care contin m elemente ale

mulfimii M cu n elemente se numesc combiniri de n elemente luate

cate m.

Numdrul tuturor combindrilor de n elemente luate cite m se
noteaza cu simbolul C7* si se calculeazi conform formulei

o n! _n(n—l)-...-(n—mﬁ—l)_A_’n"_ P, (3)
" mli(n—-m)! T m! " Pn, P, -P.,_,’

unde m,n € IN; 0 < m < n.

Remarcd. In toate submultimile din definitiile 1 — 3, fiecare element
al multimii initiale M figureaz§ o singurd dat3.

Paralel cu combinatiile in care fiecare din cele n elemente diferite
ale unei multimi participd numai o singurd data, pot fi considerate si
combinatii cu repetitii, adici combinatii in care unul si acelasi element
poate participa mai mult decit o singurs dat§.

Fie date n grupe de elemente. Fiecare grupd contine cateva ele-
mente de acelasi fel.

Definitia 1. Permutdri de n elemente fiecare din ele continand
o3 elemente a;,, as elemente @iy, ..., ar elemente a;,, unde oy + ay +
+ ...+ af = n, se numesc permutéri de n elemente cu repetitii.

Numdrul tuturor permutdrilor cu repetitii se noteazs cu simbolul

Poias,..ap, §i se calculeazd conform formulei

- _lortast..fap) n!

POtl 2240 T

(4)

atlagl - ocap!l T aglag! L]

Definitia 2'. Aranjamentele de n elemente fiecare din ele continand
m elemente, iar unul i acelasi element se poate repeta in fiecare aran-
Jament de un numdr arbitrar de ori, dar nu mai mult de m ori, se
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numesc aranjamente de n elemente luate cite m cu repetitii.

Numirul tuturor aranjamentelor cu repetitii de n elemente luate
cite m in fiecare se noteazd cu simbolul A7 si se calculeazd conform
formulei

A7 =™, n,me V™. (5)

n

Definitia 3. Combindri de n elemente fiecare din ele continand m
elemente, iar unul si acelasi element se poate repeta de mai multe ori,
dar nu mai mult de m ori, se numesc combindri de n elemente luate
cite m cu repetitii.

Numsrul tuturor combindrilor cu repetitii se noteaza cu simbolul
C™ si se calculeaza conform formulei

= _ m _(n+m—1)!. .
T = min-1 T T S ) n,mé€ IN". (6)

In procesul de rezolvare a problemelor de combinatorica este impor-
tant de a stabili mai intai tipul (forma) combinatiei. Una din regulile
de stabilire a tipului combinatiei ar putea fi si urmatorul tablou

rSe atrage atentle la ordinea aranjdrii elementelor: J

dacs ordinea daca ordinea importa,
nu importa, atunci atunci avem aranja-
avem combinari mente sau permutari
aranjamente, daca nu permutdri, dacd parti-
participd toate elemen- cipd toate elementele
| tele multimii initiale multimii initiale

Deseori este utili folosirea urmitoarelor doud reguli:

Regula sumei. Daci obiectul A poate fi ales in m moduri, iar
obiectul B in n moduri, atunci alegerea “sau A, sau B” poate fi efec-
tuatd in m + n moduri.

Regula inmultirii. Dacd obiectul A poate fi ales in m moduri
si dupi fiecare alegere de acest fel obiectul B poate fi ales, la randul
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sau, in n moduri, atunci alegerea “A si B” in aceasts ordine poate fi
efectuata in m - n moduri.

Vom mentiona, de asemenea, citeva proprietati ale combinirilor,
si anume:

L Cm=(Crm,
. Cp=l4Cm=Crm,.
0L Ch=Crol+ ol chzlv . 4ot
(Rt =+ R+ CrTh2 4 1 C0 ).

IV. CQ+CL+C24+...4Cr =2,
Formula

(z+a)” = CS-I"+C,11~:L'"_1oa+C,?~:c"_2~a2+. O N N o i (7)

se numeste formula binomului lui Newton (n € IV *).

Coeficientii C3,C},C2,...,C? din formula binomului lui Newton
se numesc coeficienti binomiali; ei posedi urmitoarele proprietati:

V. Coeficientii binomiali din dezvoltarea ( 7), egal depirtati de ter-
menii extremi ai dezvoltdrii, sunt egali intre ei.

VI a. Suma tuturor coeficientilor binomiali este egald cu 2".

VI b. Suma coeficientilor binomiali care se afl§ pe locuri pare este
egald cu suma coeficientilor binomiali care se afl3 pe locuri impare.

VII. Dacd n este un numdr par (adici n = 2k), atunci coeficientul
binomial al termenului din mijloc al dezvoltirii (adicd C¥) esse cel
mai mare. Dacd n este impar (adicd » = 2k + 1), atunci coeficientii
binomiali ai celor doi termeni de la mijloc sunt egali intre ei (adici
Ck = Ck1) gi sunt cei mai mari.

VIIL. Termenul C5z"~*a* adici al (k+1)-lea termen din egalitatea
(7), se numeste termenul de rang k+1 (termenul general al dezvoltarii)
si se noteazd cu Tryy. Asadar,

Tey1=Cr-2™*.af, k=0,1,2,... (8)

IX. Coeficientul termenului de rangul k + 1 in dezvoltarea bino-
mului lui Newton este egal cu produsul coeficientului termenului de
rangul £ inmultit cu exponentul lui z in acest termen si Impartit la k,
adica

—-k+1
Ck = f‘k_'k.c”;-l. (9)
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+1
X. cHl=2T_ ¢k
Cn+1 k + 1 C‘n (10)

3.2. Probleme rezolvate

1. In cate moduri se pot ageza pe un raft patru carti?

Solutie. Cum in problemd ordinea are importantd si, in plus, par-
ticips toate elementele multimii date, este vorba despre permutari.
Deci

Pi=4'=1-2.3-4=24.

Raspuns: 24.

2. Un tren de persoane are zece vagoane. In cite moduri pot fi
agezate vagoanele pentru formarea trenului?
Solutie. Ca si in problema precedent, este vorba de permutari de
10 elemente ale multimii care are 10 elemente. Atunci numarul modu-
rilor in care poate fi format trenul este
Py = 10! = 3628800.

Raspuns: 3628 800.

3. In cate moduri sapte elevi pot fi agezati in sapte banci, astfel
incat toate bancile si fie ocupate?

Solutie. P =71=1-2-3-4-5-6-7=5040.
Raspuns: 5040.

4. Cate numere de telefon a cite sase cifre pot fi formate:

1) cifra participd in numarul de telefon numai o singura data;
2) cifra participd mai mult de o singurd data?

(Numirul de telefon poate incepe si cu cifra 0.)

Solutie. In total avem 10 cifre: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Cum numi-
rul de telefon poate incepe si cu cifra 0, avem:
1) aranjamente din 10 cifre luate cate 6, adicd
A$, =10-9-8-7-6-5=151200;
2) deoarece cifra In numdr se poate repeta, avem aranjamente cu
repetitii, adica L
A8, = 10% = 1000 000.

Raspuns: 1) 151200; 2) 1000 000.
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5. Echipa de volei este format3 din 6 sportivi. Cate echipe de volei
poate forma un antrenor avand 10 voleibalisti la dispozitie?

Solutie. Deoarece la formarera echipei antrenorul este preocupat
numai de componenta acesteia, este suficient s§ determinim numzrul
combinarilor de 10 elemente luate cate 6, adica

10! 10-9-8-7
Clo = Clo = =

= = 210.
4! 6! 1-2-3-4 0
Raspuns: 210.

6. Céte numere de cate cinci cifre pot fi formate cu cifrele 0 si 1?7

Solutie. Cum cifrele se repetd si ordinea are important3, este vorba
de aranjamente cu repetitii. Aici m=35, n=2.

Din cifrele 0 si 1 pot fi formate A3 = 2° numere a cate cinci cifre.
Tnsi trebuie de luat in consideratie ca numarul nu poate incepe cu cifra
zero. Deci din numarul A3 trebuie scizut numirul acelor numere care
incep cu zero. Numere de felul acesta sunt Aj. Prin urmare, numirul
cautat este -

A — A} =252 = 16.

Raspuns: 16.
7. Cate numere de cite trei cifre pot fi formate cu cifrele 1,2, 3,4, 5,
daca cifrele se pot repeta?

Solutie. Cum cifrele se repets, evident este vorba despre aranja-
mente cu repetitii de 5 cifre luate cate trei. Prin urmare, pot fi formate
A2 = 5% numere a cate trei cifre.

Raspuns: 125.
8. Din 10 trandafiri i 8 gheorghine trebuie s3 se formeze buchete

care contin 2 trandafiri i 3 gheorghine. Cate buchete de felul acesta,
pot fi formate?

Solutie. Doi trandafiri din cei 10 care ii avem pot fi alesi in C3,
moduri, iar trei gheorghine din 8 pot fi luate in C3 moduri. Aplicand
regula inmultirii, avem: numarul total de buchete care pot fi formate
este C%, - C3 = 1890.

Raspuns: 1890.

9. La o seratd dansantd participi 12 domnigoare si 15 cavaleri. In
cate moduri pot fi alese patru perechi pentru a dansa?
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Solutie. Cele 12 domnigoare pot fi repartizate in grupuri a cate
patru persoane in Cj, moduri, iar cei 15 cavaleri - in C{s moduri.
Deoarece in fiecare grup format de domnigoare (sau de cavaleri) ordinea
are important3, fiecare din acest grup poate fi ordonat in P, moduri.
Ca rezultat (aplicim regula inmultirii), vom avea C}, - Py - Cis =
= A%, -Ci, = Cf, - Af; = 16216 200.

Raspuns: 16216 200.

10. Pentru efectuarea unui zbor cosmic pe Marte este necesar de
a forma echipajul navei cosmice in urmdtoarea componenti: cdpitanul
navei, primul adjunct al cdpitanului, al doilea adjunct al cdpitanului,
doi ingineri de bord si un medic. Tripletul de comand3i poate fi selectat
din cei 25 de piloti care se pregitesc de zbor, doi ingineri de bord
din numirul de 20 de specialigti care cunosc la perfectie constructia
corabiei cosmice, iar medicul — din numarul de 8 medici.

in cate moduri poate fi format echipajul navei cosmice?

Solutie. Alegand cipitanul gi adjunctii sdi, este important de de-
terminat cine din piloti ar face fatd mai bine unor functii oarecare de
dirijare a navei. Deci este important si modul de distribuire a functiilor
intre membrii tripletului format. Asadar, tripletul de dirijare poate fi
format in A3 moduri.

Functiile ambilor ingineri de bord sunt cam aceleagi. Ei pot
indeplini aceste functii cosecutiv. Deci perechea de ingineri poate fi
format3 in C2, moduri. Referitor la medic - situatia este aceeagi, adicd
medicul poate fi ales in C} moduri.

Utilizand regula inmulgirii, avem: fiecdrui triplet de dirijare i se
poate asocia un cuplu de ingineri in C2, moduri. In total vom avea
A3.-C%, cvintete. Fiecdrui cvintet i se asociazd un medic in C} moduri.
Ca rezultat, echipajul navei cosmice poate fi format in A3 -C%, - C}
moduri, sau

A3 - C%, - C§ = 20976 000.

Raspuns: 20976 000.

11. in cate moduri diferite pot fi alese cinci prajituri de acelasi
fel sau diferite intr-o cofetirie unde exist3 11 feluri diferite de prajituri?

Solutie. Cele cinci prajituri pot fi toate de un fel sau patru de un
fel i una de alt fel, sau trei de un fel si doud de altfel, ... etc. sau
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toate de feluri diferite.
Numdrul cdutat al seturilor posibile a cate cinci prajituri de cele
11 feluri este egal cu numarul combinirilor cu repetitii de 11 elemente
luate cate cinci, adici
o5 _ (I1+5-1)! _ 15!
75 (11-1)! ~ 500!
Raspuns: 3003.

= 3003.

12. Intr-un grup de 10 sportivi sunt doi vaslasi, trei inotatori, iar
ceilalti sunt atleti. Trebuie de format o echipd din 6 persoane pentru
competitiile care se apropie in aga mod, incat in echipa si fie cel putin
cate un reprezentant al celor trei feluri de sport nominalizate.

In cate moduri poate fi formatd aceastd echipi?

Solutie. a) in echipa poate fi un vaslag, un inotitor si patru atleti.
Vaslasul poate fi ales in C; moduri, inotétorul in C} moduri, iar atletii
- in C# moduri. Utilizind regula inmultirii, avem C3-C3-C2# moduri.

b) In echipd poate fi un vaslas, doi inotitori si trei atleti. Conform
rationamentelor anterioare, numirul echipelor de componenta aceasta
vafi C}-C%.-C3.

c) In echipd poate fi un vaslag, trei inotitori si doi atleti. Numarul
echipelor in cazul acesta va fi C:- cs- C2.

d) In echipd pot fi doi véslasi, un inotitor si trei atleti. Vom avea
C3-C} - C2 de aceste echipe.

e) In echipd pot fi doi vaslasi, doi inotitori si doi atleti. Numarul
de echipe va fi C2 - C2 - C3.

f) In echipd pot fi doi vaslagi, trei inotitori si un atlet. Echipe vor
fi in numdr de C%-C3 - C}.

Utilizand regula sumei, numarul total de echipe care pot fi formate
este
C}-CY-CE4C}-C3-C34+CE-C3-C2HCE-CY-C3 4 C2-CE-CR+CR-C3-CY =
= 175.

Raspuns: 175.

13. Sunt date k = 15 litere mari, m = 10 vocale si » = 11 consoane
(in total K+ m + n = 36 litere). Cate cuvinte diferite pot fi formate
din aceste litere, daci in fiecare cuvant pe primul loc trebuie si fie o
litera mare, printre celelalte litere trebuie s fie ¢ = 4 vocale diferite
(din numarul celor m = 10 date) §i v = 6 consoane diferite (din cele
n = 11 date).

86



Solutie. Alegem o liters mare. Aceastd alegere poate fi efectuatd
in k£ moduri. Apoi din m vocale alegem p litere. Acest lucru poate
fi ficut in C¥ moduri. In sfarsit, alegem v consoane, ceea ce poate
fi realizat in C% moduri. Utilizind regula inmultirii, alegerea literelor
necesare pentru formarea cuvantului poate fi efectuata in k - Ch - CY
moduri.

Dupi ce am plasat litera mare pe primul loc, cu celelalte p + v
litere pot fi formate (u + v)! permutdri. Fiecare permutare de felul
acesta furnizeazi un cuvant nou. Asadar, in total pot fi formate
k-CE - C¥(u+ v)! cuvinte diferite, adicd 15 - C{,CF; - 10!

Rispuns: 15- C{,C%,; - 10!

14. Intr-o alimentari sunt trei feluri de bomboane. Bomboanele
sunt ambalate in trei cutii diferite, pentru fiecare denumire cutia sa.
In cate moduri poate fi comandat un set de cinci cutii?
3+5-1)! 7

51-(3=1)! I

Solutie (vezi problema 11). _C_; =

Raspuns: 21.

15. Pentru a forma garda de onoare de 10 persoane, sunt invitati
ofiteri ai trupelor: de infanterie, aviatie, graniceri, artilerie; ofiteri ai
flotei maritime si ai trupelor de rachete.

In cate moduri poate fi aleasi componenta garzii de onoare?

Solutie. Avem 6 categorii de ofiteri. Repetind rationamentele din
problema 10, avem de calculat combindri cu repetitii de 6 elemente
luate cate 10, adica

o (6 4+ 10 — 1)! _ 15! _ 15-14-13-12-11
6 7 (6-1)t-10!  5!-10! 1-2-3-4-5

Raspuns: 3003.

= 3003.

16. Pe un raft sunt m + n carti diferite. Printre ele m sunt cu
coperte albastre, iar n cu coperte galbene. Cartile sunt permutate in
toate modurile posibile. Cate pozitii diferite ale cartilor sunt, daca:

a) cirtile in coperte albastre ocupa primele m locuri;

b) cirtile in coperte albastre stau alaturi?

Solutie. a) Cértile in coperte albastre pot fi plasate pe primele m
locuri in P,, = m! moduri. Cu fiecare repartizare de aga fel, cartile in
coperte galbene pot fi repartizate in P, = n! moduri. Utilizand regula
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inmultirii, avem in total m!-n! pozitii in care cirtile in coperte albastre
ocupd primele m locuri.

b) Fie cartile in coperte albastre aranjate alituri. Atunci dupa ele
pe raft pot fi sau n cirti in coperte galbene, sau n—1, sau n—2,..., sau
nici o carte in coperte galbene. Asadar, putem plasa cartile in coperte
albastre, astfel incat ele si urmeze una dupi alta in n + 1 moduri. In
fiecare din aceste pozitii, cirtile in coperte galbene pot fi permutate in
orice mod, de asemenea si cirtile in coperte albastre pot fi permutate
In orice mod. Drept rezultat, vom avea m!-n!- (n + 1) pozitii diferite
ale cartilor.

Raspuns: a) m!-n!; b) m!-n!-(n+1).
17. Aflati termenul al patrulea al dezvoltirii binomului lui New-
ton (2z/z — Iz ).

Solutie. Conform formulei (9), termenul de rangul 4 are forma
Ty = C3(22/z)8~3 - (—2'/3)3 = —C3 .25 .215/2. ¢ =
8.7

25. 2172 = _956.7.417/2 = _1792. z17/2,

1-2.3°
Raspuns: —1792 - z17/2,

18. Aflati coeficientul cel mai mare in dezvoltarea binomului

[(1+2)(1/z - 1)]™
Solutie. [(1+x)(% - I)Jm = ((1 ) - x))m _ a2 =

T ™

m
=z Y Ch(-1)F 22,
k=0
Daca m este numar par, adicd m = 2s, s € IN*, atunci dezvoltarea
binomului contine 2s + 1 termeni, iar in baza proprietitii VII, coefi-
cientul C3, este cel mai mare.

Dacd m este numar impar, adici m = 2s + 1, s € IV, in baza
aceleiasi proprietati VII, dezvoltarea binomului contine doi termeni

care au coeficientii cei mai mari C§,,, C’;:_:l.

Raspuns: C3,, dacd m este numir par; C3,, |, Cstl, dacid m este
numar impar.

19. Aflati termenii care nu-1 contin pe z in dezvoltarea binomului
[(1+2)(1+1/2)]"
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Solutie. [(1+g:)(1+%)]” _ (1 -;:)271

in dezvoltarea acestui binom are forma
k .k k k—
Tipr = 'ljgcznl' =Chp-z "
Acest termen nu contine z numai daci k—n =0 & k = n. Deci
termenul care nu-1 contine pe = este Ty 41.

. Termenul de rangul k41

Raspuns: Tp41.

20. in dezvoltarea binomului
(a¥/a/3-b/Va* )"
aflati termenul care contine pe a la puterea a treia, dacd suma
coeficientilor binomiali care se afli pe locuri impare in dezvoltarea
binomului este egald cu 2 048.

Solutie. Vom afla mai int4i exponentul n. In baza proprietatii VI a,
suma coeficientilor binomiali este 2". Deoarece suma coeficientilor care
se afli pe locuri impare este egald cu 2048, jar in baza proprietatii
VI b, ea este egald cu suma coeficientilor care se afla pe locuri pare in
dezvoltarea respectiva, avem )

2048 = 2" 1 w211 = 2"l o p =12
Asadar, gradul binomului este 12. Termenul de rangul k + 1 ia forma
Toar = Chy(a$/afd 2 - (~1)F - (b/ Va? ¥ =
— C{CQ . (_l)k/(3(12—k)15) . ((16/5)12—19 . a—3k/7 . bF.
Tinand cont de cerintele problemei, avem

6(12~k) _ 3k 3 72 -6k 3k
a’ s T a0 & —-——=3&

5 7
©24.7-2-Tk—5k=3519% =133 k=7,

iar
Ty =CT,-a® 371 (=1)7-b" = —264a%".
Rispuns: —264a3b".

91. Pentru care valoare a lui n coeficientii binomiali ai termenilor
al doilea, al treilea si al patrulea din dezvoltarea binomului (z+y)"
formeazd o progresie aritmeticd?

Solutie. In baza formulei (8), avem
Ty = Clely, To=Cha"%y?, Ti=CRa" 7y,
iar din conditiile problemei rezultd relatia

C$+C$’;=QC‘2@n+n("_1é(n_2):2-———n("2_1)@
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=2,

& n(6+(n=1)(n—2)-6(n-1)) = 0 "EE n’—9nt14 = 0 & [ ne 1

Conditiile problemei sunt verificate de valoarea n = 7.
Raspuns: n = 7.
22. Demonstrati ci diferenta coeficientilor lui z**! gi 2% in dez-

voltarea binomului (14 z)"*! este egali cu diferenta coeficientilor lui
z**1 s 21 in dezvoltarea binomului (14 z)~.

Solutie.  Coeficientii lui z**! §i z* in dezvoltarea binomului
(1+ z)"*! sunt C:I} si Ck |, respectiv. Evaluim diferenta

@r+1)-k n+1-k
Cyl:-ti_cs+1:W—C£+1*C§+1:(T+l—'_l)'cs+1:
_ntl-k—k—1  (n41)!  (n=2k)-(n+1)! »

k+1 E(n+1-k) (k+1)!-(n+1-k)

In dezvoltarea binomului (1 +2)", coeficientii lui z¥+1 gi £F-1 sunt
Ck+15i C5-1 respectiv. Evaluim diferenta

k+1_ k-1 @k g k1@ nrok n—k+1 gy
_(rok)n—k+ 1) o\ ko1 _
_( (k+ 1)k 1) G =
_(n—kP+(n-k)-k2 -k n! B
B (k+ 1)k (k=Dln-k+1)!
_(n+1)(n-2k)-n!  (n-2k)-(n+1) (x5)
C(k+DYr-k+1)! T k+D)-(n—k+1)

Cum membrii din dreapta in (x) gi (*+) sunt egali, rezult egali-
tatea membrilor din stinga, adici
Cait - Cryp = CFF - Ch-1,
ceea ce trebuia demonstrat.

23. Comparand coeficientii lui z in ambii membri ai egalitatii
(14 2y (14 2)" = (1+2)m+,
demonstrati ca

CxCp +CECL + ...+ CoCk =k, . (A)

Solutie. (1+2)™-(1+2)" = (Co+CLz+CLz2+.. +Chab 4. 4
+OR1a™ 1 42™) (CO+Cla 4 C222+. . +Chzh . ACr1gn1 4 gn),
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in membrul drept al acestei egalititi, coeficientul lui z* este

CO Ck+cl Cvk 1+C2 Clc 2+ +Cl Ck 1+C0 CTI;’
iar in dezvoltarea binomului (1 + z)”“'m termenul de rangul k + 1 are
forma

Tk+1 = Crlil.—*-n - .Tk.

Cum polinoamele (1+ )™ (1 +z)" si (1+ z)™*" sunt egale gi au
acelasi grad, rezultd egalitatea coeficientilor pe langa aceleasi puteri
ale lui z, or aceasta si finalizeazd demonstratia egalitatii (A).

24. Demonstrati egalitatea

Ca §1+ Co oy G2 (2"-1>
nrll n—1 ""T""1 n+1l 2
. 0 1 C2 Cn cn n—1
Solutie. Fie Cn +€—+ + A=A L Znoyzn gy
n+ n+1 n
Cn 2 CO
+ 1 +...+—"=4A
Multiplicdm ambii membrl ai ultimei egahtatp cu (n + 1). Obglnem
1 1 1
AR YO o WG U I e LT, L R TP D 4
n+1 n—l 1
[ C;L-}-l + CTL+1 + Cn+1 + RPN C,ZI} = A(n + 1) =2
& Coa+Capn+Cip +. CZI% = Cppp + An + 1) &

st =0, +A(n+1)<:>2"+1 Colri=An+ 1) &
ontl _ g 2 1
eA="——— A= (zn-—).

n+1 n+1 ) 2
Revenind la expresia initiald, avem
ce cr  Ct Ccr 2 ( 1
Gl 2 (o
n+1+n+n—1+ +1 n+1 z/’

ceea ce trebuia demonstrat.

25. Demonstrati cd
nC® — (n— 1)CL + (n —2)C2 — (n—3)C3 + ...+ (-1)"'C~ 1 = 0.

Solutie. Scriem dezvoltarea binomului (z — 1)™:
(¢ — 1" = C%" — Clan1 + C2ac™2 = C3273+

+o 4+ (-D)"Cr s + (-1)Cr. (A)

Derivim ambii membri ai egalitatii (A) in raport cu z. Obtinem
n(z — 1)"1 = nC%" 1 — (n— 1)CLa"2 + (n - 2)Cla" 3~

—(n=3)C3z"* ...+ (-1)~temh (%)
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Punem in (#+) z = 1. Atunci
0=nC2~(n~1)CL+(n- 2)C2 - (n—-3)C3+ ... + (-1)r-ton-1,
ceea ce trebuia demonstrat.

(Alte metode vezi pag. 54 in [2].)

26. Demonstrati ci egalitatea
1-10C}, + 10°C2 - 103C3 +...— 10%-1C1 4+ 102" = (81)»
este adevarata.

Solutie. Se observi ci expresia,
1-10C3, +10°C3, — 10°C3, + ... — 10**-1C}_ + 107"
reprezinta dezvoltarea binomului (1 — 10)2 = 927 — (81)™, ceea ce
trebuia demonstrat.

27. Aduceti expresia P; + 2P, + ... + nP, la o formd mai simpli.

Solutie. Vom efectua transformirile de rigoare aplicand metoda
inductiei matematice. Fie

P+ 2P, + ...+ nP, = A,. (%)

Pentru:
n=1avem P, = A, & A, = 1;
n:2,avemP1+2p2:A2<:>1+2-2!=A2®5:A2®

<:>3!—1IA2<=>P3—1=A2.
n:3,avemP1+2P2+3P3=A3<:>A2+3P3:A3<:>
©3-1+3-3=4303/(1+3)-1=Ad3 04 -1 =
=A3<:>P4—1:A3.
Presupunem ca pentru n = k egalitatea (%) ia forma

Pi+2P+ .. .+ kP =(k+1) -1 (%)

Calculdm valoarea expresiei (#) pentru n = £ + 1. Avem

Pi+2P, 43P+ + kPt (k+1)Pepy 2 (k+1) = 14 (k+1)Peyy =
=+ D) -1+ k+1D)(k+1) = (k+1D)(1+k+1)-1=
:(k+2)!—1:Pk+2—1.

In baza principiului inductiei matematice, ajungem la concluzia ci
Pi+2P 4+ ...+ 0P, = (n+1)!—-1=Pyy —1.

Raspuns: P, + 2P, + ...+ nP, = P,y -1

28. 54 se arate c3 oricare ar fi m,n € IV, m! - n! divide (m+ n)!
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(mtn) _

Solutie. Conform definitier 3, m4n este numarul

m! - n!

submultimilor care au n elemente ale unei multimi cu (m + n) ele-
. s < . m + n)!
mente, adici CT, este un numdr natural. Prin urmare, (——’——')—

este numar intreg, or aceasta gi aratd cd m!-n! divide (m+n)!

29. Si se deduca egalitatea
(n — BYCHT = (k + 1)CE = (n — 2k — 1)CEH].

Solutie. Utilizam proprietatea X. Avem
CEF = (n— k)/(k+ D)CE, Ch=(k+1)/(n+ 1CT.

Ca rezultat,
2 2
_ E+1 k (n—k)° k41 _ (k+1)° ke

_ (n_k)Q_(k+1)2'Ck+1: (n—k-—k——1)(n——l<:—§-k—|—1)ck+1
n+l 7L+1 n+1

n+ lk

~ %k - 1

- :i(" TU k2 (- 2k - 1) CEEL ctud,
n

30. S3 se calculeze sum:zbL

S, =

n+ 2
s T a Tt e D+ (n 4 2)

Solutie. Se observi cd termenul a, al acestei sume poate fi trans-
format in modul urmdtor

n+ 2 n+2
a, = =

Tt E(nt2) A(ltntl+(ntDnt2)
n+ 2 1 n+1

T ni2? w(nt2) nl{n+lnt2)
a4+l (n+2)-1 1 1
T m+2) T (r+2)  (n+ )P (n+2)!

Atunci suma S, ia forma

gL 1171 o 1 L, 11
NN TR AT k=D R (4D (n+ 1)
1 1 1

m+2) 2 (n+2)!
Rispuns: S, =1/2-1/(n+2)!

31. Rezolvati ecuatia
Cl4+6C2+6C3 =92% — 14z.

Solutie. C1 +6C2 + 6C2 = 9z — 14z &
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z{z—1) z(z — 1)(z - 2)
1-2 +6 1-2-3
Sr+3z(z—1)+a(z—1)(z—-2) =922 — 142 £22 1 + 37 — 3+ 22—
—3z+2—9:r+14:0®z2—9z+1420®[;i?’
Deoarece C3 are sens numai pentru z > 3, rezultd cd solutie a

S z+6- =927 — 14z &

Réspuns: z =7.

32. Rezolvati ecuatia
CIi+2C3 | =1z -1).

z+
Solutie. CZ77 + QC');’;_1 =7(z-1)& ( )
(z+ 1)! z-1)
T E-Det -2 P moiogy - e De
(z-2)(z-1)z(z+1) (z-4)(z-3)(z-2)(z—-1) _ >4
(z—2)!- 3! 2 (c—4)-3! =le-1) =
& (e-Dz(z+1)+2(z~3)(z-2)(z-1)-42(¢-1) = 0 & 223210 =
0= |57 =5
=0=| _.7 ==z=5
Raspuns: z = 5.
33. Rezolvati ecuatia
(AZ5 - Pemy)/Pocy = T2. (4)

Solutie. Deoarece AYT] = (2 + 1)!/(z — y)!, Py =(z—y),
(s41)! (z-y)

z>1

Py =(z—-1)!, avem (4) & (x—y)!.(x—l)! =72 & z(z+1) =
=126 | I7% g

CumyeINsiy<wz, avem y € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.

Rispuns: z =8; y € {0, 1,2,3,4,5,6,7,8}.

34. 53 se determine valorile lui z care verifici egalitatea

(z+2)!=-15(z — 1) + 5[zl + (z + 1)!].

Solutie. (z +2)! = —15(z — 1)1 + 5[e! + (z + 1)}] &
& (z-Dlz(z+1)(z+2) = —15(z~1)!+5[(z - Dlz+(z—1)z(z+1)] &
& (¢ - Dle(z + 1)z +2) = (z - )[-15+ 5z + 52(z + 1)] £
G r(r?+3242)=-154+522+ 10z & 23— 222 — 82+ 15=0 &
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r =3, _ . .. 9 _
& [ 21 z-5=0 = z = 3, deoarece solutiile ecuatiei z°4+2-5 =10

sunt numere irationale.
Raspuns: z = 3.
35. S3 se rezolve ecuatia AZT] - (z — n)! = 90(z — 1)!

(l"*'i)"(z__n)':

(z—n)
=00(zc-1)! B (z-Dz(z+1)=90(z-1)! <22 +2-90=0x

0<n<x

Solutie. AZH] - (z — n)! =90(z —- 1)! &

= [ z ig_’m =z =09. Atunci n € {071,2,3,4,5,6,7,8}.

Rispuns: z =9, n€{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
36. Rezolvati sistemul de ecuatii

{ AZ: P+ Cy° = 126, (B)

P41 = 720.

A Solutie. Din conditiile problemei, avem z,y € IN cuz > 1giz < y.
In baza formulelor (1) - (3), avem
!

(B) & {(y—x)! ' (x—1)!+(y—z)zx!‘12 = {(y—_x)!—.a—m, o

(£L’+1)!=720 (z+1)! — ¢!
yl-6
2 —12 _ _ _ _ —5.
P S T R 6, @{ (y_54)(y 3)(y—2)(y—Ly=>5!-21,
z+1=6 =

(*)

y5 — 10y* + 35y° — 5092 + 24y — 2520 = 0,
{x = 5.
Divizori ai termenului liber in (x) sunt numerele
+1;4+2; £3; £4; +5; £6; £7; £8; £9; £10;. .. .

Utilizim schema lui Horner si teorema Bezout pentru a selecta nu-
merele care sunt solutii ale ecuatiei (x). Cum y € IV, vom verifica
numai numerele naturale. Se verifici: numerele {1,2,3,4,5,6} nu sunt
solutii ale ecuatiei (*).

Verificdm y = 7.

|1 -10 35 50 24 —2520
7]1 -3 14 48 360 0
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Deci

()& (y = 7)(y* = 3y° + 1492 + 48y + 360) =0 y=1,
deoarece pentru y > 7, expresia y* — 373 + 1492 + 48y + 360 > 0.
Asadar, solutia sistemului (B) este perechea (5,7).

Raspuns: {(5,7)}.

37. Aflati z i y, daca
Cy ™l (CY_,+C¥2 +20Y7Y) 0ot = 355,

Solutie. Vom aduce mai intai la o forms mai simpld expresia

Ol s+ CLLy +2C875 = (CY_,+ CYThy + (CVh 4 cv=2) B

=CcY_, +cv ey,
Ca rezultat, sistemul (C) ia forma
v,y _q.x
Cg—l ;ngcg+1 =355 {g;cgggl” ; 227 @

z! ' z! _3
=Dl -yt D -y~ 5
-
z! z!
M=yl oy D+~
yrET=Ep- 3
T=H-(z-y+ D+ 5
Gt VARSI
RS

5y = 3z — 3y + 3, 8y =6y +3+3, y=3,
ﬁ{y+1=z—y ¢¢’{37=2y+1 Tle=1.

Raspuns: {(7,3)}.

38. 53 se determine valorile lui z, astfel Incat
(z(z+ 1Y/(2-2!) <22 4 9.

Solutie. Din enunt rezults z € IV. Atunci

1)t “al(z 41
i;J’—,)ngg@%gmwﬁﬁmguﬂsﬁ
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er?_3_18<0& (z43)(z—-6)<0EZ 2 -6<060<2<6

si z € IN. Deci z € {0,1,2,3,4,5,6}.
Rispuns: z € {0.1,2,3,4,5,6}.
39. Si se giseascd valorile lui = care verifica inecuatia

z-C35-T-C23 <8(z - 2). (*)

Solutie. (x) are sens pentru z € IV §i z 2 3. Deoarece

Crl_cxl—(-x;_]i_)%; C*22 = CLl_y =z — 2, rezultd ca
z(z —1)(z—-2) ,
(x) & 5 —7(9:—2)<8($-—2)¢>($—2)[1¢($—1)—30}§

<0e (z-2)(c? 2, 30)<0 (e-2)z+5)(z—6)<0EE

. z=3
z =4,
&S(z-2)(z-6)<0e2<r<L6= =5
z =06
Rispuns: = € {3,4,5,6}.
40. Si se rezolve sistemul de inecuatii:

Cz+1 Cﬁ%—% S 100

143 - Poys (D)
Clis— _———96-Pz+3 < 0.
(z + 1)! (z+1)!

— < 100,
G o2t

(z+5) 143-(z+5)!
A-(z+1)!  96-(z+3)

Solutie. (D) & &

<0

(¢-Lz(z+1) z(@z+ 1)
91

3 < 100,

2 .
(z+2)(z+3)(z+4)(x+5) 143(z + 4)(z + 5)
4! 96

<0

o(z+1)(z—4) <600, 23— 322 — 4z —600<0,
(z+4)(z+5)(4(z+2)(z+3)— 143)<0 422 4+202-119<0
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2332242 -600<0,

=22 {173-—3:c2—4:r—600§O,<::> =2, o
=N 1z €{2,3) 23 —322— 47 -600<0,
. r=3
8-12-8-600<0,
N { T =2, - [ T =2,
27—27—12—60030, z=3.
{ r=3

Raspuns: z € {2,3}.

3.3. Exercitii propuse

1. O comisie este formats din pregedinte, adjunctul sau si inci
cinci persoane. In cite moduri membrii comisiej pot distribui functiile
intre ei?

2. In cate moduri pot fi alese trei persoane dintr-un grup de 20
de persoane pentru a efectua o lucrare?

3. Intr-o vazi sunt 10 garoafe rosii si 4 roze. In cate moduri pot
fi alese trei flori din vazi?

4. Lacatul poate fi descuiat numaj in cazul cand a fost corect
format un numir de trei cifre din cele cinci cifre fixate. Numairul este
format la ghici, luind la intamplare 3 cifre. S-a dovedit ¢4 numaj la
ultima incercare lacitul a fost descuiat. Cate incercdri au precedat
succesul?

5. Pe un raft sunt 30 de volume. in cite modur; pot fi aranjate
cartile, astfel incat volumele 1 $i 2 53 nu fie alituri pe raft?

6. Patru tragitori trebuie si nimereascs opt tinte (fiecare cate
doud). In cite moduri pot fi repartizate tintele intre trigitori?

7. Cate numere de patru cifre, formate cu cifrele 0, 1,2,3,4,5,
contin cifra 3, dacd: a) cifrele in numir nu se repeta; b) cifrele se pot
repeta?

8. In sectia de pian activeazi 10 persoane, in sectia de decla-
matori 15 persoane, in sectia de canto 12 persoane, iar in sectia de
fotografie - 20 de persoane. In cite moduri poate fi format3 o echipj
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in care sa fie 4 declamatori, 3 pianisti, 5 cintdreti si un fotograf?

9. Sapte mere si trei portocale trebuie puse in doud pungi in aga
mod ca in fiecare din ele s3 fie cel putin o portocalid gi numarul de
fructe in pungi si fie acelagi. In cate moduri poate fi realizati aceasts
repartizare?

10. Numarul de inmatriculare al unei remorci este compus din
doua litere gi patru cifre. Cite numere de inmatriculare diferite pot fi
formate utilizind 30 de litere si 10 cifre?

11. Pe o laturd a unui triunghi sunt luate n puncte, pe latura a
doua sunt luate m puncte, iar pe latura a treia a acestui triunghi sunt
luate k puncte. In plus, nici unul din punctele considerate nu este varf
al triunghiului. Cate triunghiuri exista cu varfuri in aceste puncte?

12. In jurul unei mese trebuie agezatl cinci cavaleri i cinci
domnigoare in aga mod ca si nu stea alaturi nici doud domnigoare,
nici doi cavaleri. In cite moduri poate fi ficut acest lucru?

13. Doua variante ale unei lucrari de control la matematicad tre-
buie distribuite la 12 elevi. In cite moduri pot fi asezati elevii in doud
randuri astfel incat elevii de alituri si aiba variante diferite, iar cei
care stau unul dupa altul sa aiba aceeasi varianta?

14. Sapte obiecte diferite trebuie distribuite la trei persoane. In
cate moduri poate fi ficutd aceastd distribuire, daca uneia sau la doua
persoane poate si nu le nimereasca nici un obiect?

15. Cate numere de gase cifre pot fi formate cu cifrele 1,2,3,4,5,6,
7, astfel incat cifrele si nu se repete, iar cifrele de la Inceputul
numarului gi de la sfarsitul lui sa fie pare?

16. Cate numere diferite de patru cifre pot fi formate folosind
cifrele 1,2,3.4,5,6,7,8, daca in fiecare din ele figureaza cifra unu o
singurad datd, iar celelalte cifre se pot intalni de mai multe ori?

17. Pentru a acorda premii castigdtorilor la olimpiada de mate-
matica, au fost puse la dispozitie trei exemplare ale unei carti, doud
exemplare ale altei carti si un exemplar al cartii a treia. Cate pre-
mii pot fi acordate, daca la olimpiadd au participat 20 de persoane si
nimanui nu i se inmaneaza doud carti concomitent? Aceeasi problema,
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dacd nimanui nu i se inméneazd doud exemplare ale uneia si aceleiasi
carti, dar pot fi inméanate doud sau trei cirti diferite?

18. Literele alfabetului Morze sunt alcituite din simboluri (puncte
gi liniute). Cate litere se pot desena, dacd vom cere ca fiecare liters si
contind nu mai mult de cinci simboluri?

19. Pentru a gdsi prietenul riticit, niste excursionisti s-au di-
vizat in doud grupuri egale. Printre ei sunt numai patru persoane
care cunosc imprejurimile. In cite moduri se pot diviza excursionistii,
astfel incat in fiecare grup si nimereascd doud persoane care cunosc
imprejurimile, daca in total sunt 16 persoane?

20. Fiecare din cei 10 radisti situati in punctul A se striduie si
ia legatura cu fiecare din cei doudzeci de radisti situati in punctul B.
Céte variante diferite de stabilire a acestor contacte pot fi?

' Demonstrati egalitatile:
21. Cptt 4 Ot 420 = O
22. CT+ O+ + Oy = O = O
23. CL+2C243C3+...+nCP =n -2 1,

24. CO+2CL+3C2+ ...+ (n+1)CP = (n+1) - 271,

1 1 cn 1
25. CO— —C 4 ZC2 . 4 (=1 L — )
o2 n+3 n +(=1) n+l1 n+l’
cr 202 3¢ nCr  n(n+1
2 . — - O L .
bttt T o 7
27. CY+2CL +22C2 + ... 4 2"C" = 3™,
2201 2302 2n+1Cn 3n_1 _1
28. 200 y = 4 = Ty no_ .
Cy+ 5t 3 + — I
vk k+5 2O k+1
99, — Cn Gy _ 2y

Ch+Cptt ~ ChP? 4 of™ okt ok
(unde n.k € IN, n > k + 3);
on on—1 gn—2 20 3"

30. = \ PR R
O i T ooy bt =
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31. Y Cn-1/28 =2 82 S wCE? =n-Chlks:
k=0

p=1

33. Y Ch-CpF=Cliy 34 S (=1fCn = (1) Crli

k=0 k=0

T
35. ) Cp-Cp=Cr-27"
k=m

(unde n,k,p,m,q € IN).

S4 se rezolve ecuatiile si sistemele de ecuatii:
36. A2:CZ71 =48; 37. CT3 +2C3 = T(z - 1);
38. AL:(A3,, — CI™%) =24/23; 39. A3+ 0272 = 14x;

40. A3 — 24% = 3AL; 41. A%:CZ72 = 336;
42. AZ73 = g Py_y; 43. Pypa:(AZT] - P3) = 210;
44. AT21 + 2P, = (30/7) - Pr;

45. Ce1 4 CF 2 CE 3 4+ CETR 4 Cz=% 4 2710 = 1023;

46. P,o3:(A3 - P,_5) = 720;  47. ce :C;;_:l =2/3;

48. A2, - Cl =19 49.3C2, - 24 =

50. C2,,:C3 = 4/5: 51. 12CL + CZ,, = 162;

52. A3, +CIT =14(z + 1); 53. Poes: (AT - Poy)=240;
54. Ci;f:?/w-AiH; 55. C3,.,:Ch =6:5;

56. C2,, - A2 — 4z = (A},)% BT 3C2,, + Py x = 4A%;
58. A2 5 = C3,, +20; 59. C3 +C% =11C2,;

60. 11C3 = 24C2 ,; 61. (A3, +AT): A% | = 99;
62. ALl - (z —n)! = 90(z — 1)63. C2 = C3;

64. C3 =202 65. AS — 24zC3 = 11A%;
66. A2_, +C*? = 101; 67. le_l - 1'% = %1%3;
68. 12C21 = 5542, ; 69. CZ_ .5 = Cfp;

70. A3 = 18A4%_,: 71. (AL0 — A8): A% = 109;
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A% + 3CY = 90,

72. (n+2)!:(Af - (n - k))) = 132. 73.
(n+2):(4% - (n - k))) {Ag_m:@;

T4.CY L :C¥ oY = 61510,
75 (A7 1 +yAY ) AV CE = 100211,
76. AY! tAY (CY_, + Cg:;) =21:60:10;

Z'Ay:l.P_ =15Pz— )

9CY,, = 16C¥H,
‘0 A -84 - g, 50 AY =747
lock —sc1 2, "l 6cY = 508+,
n—1 k 1, ,2-1 . _ 44
Ol pTy s iy (TGt
81. 82. { C2.y=2.;2 _ 43
n-1 k-1 e 10
k-2 - — .
2Ch 75 - Y=0_7 11C3 - y==3 . 23 = A4,

S4 se rezolve inecuatiile si sistemele de inecuatii:

— ! !
83. E; . ;i, <72 . (nJ(rnl;rTerz) < 1000;
85. z(z ~ 3)! < 108(z — 4)!; 86. C2 < C¢;
87.C: > C7; 88. C557! < C&;
89. Cig %t > €z 90. C3 < C3;
91. Cf, < O, 92. Cig % > Cx,;
93. C¢ < C4 94.5C2 < Ci,y;
95. CZ11 > 3/2; 96. 2C3 > 11C2_,;
97. Cz-1 < (=3, 98. C7278 > ¢22-12,
99. 2C777 - 7C223 < 8(z — 2):100. Crii— o= < 100;
101. A2,,:C7"3 > 14P;; 102.C;_, - C3_, - gAi_Q <0;
3
103. C3 ., - %}:5 < 0; 104. ﬁ;—:j - 4}1;21 < 0;
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z—1

cl > Ci,, Cii <21,

105. 106. < 5C2 < C2,,,
T r+2

Cis <Cis™ Ci3: A%, <1:14Ps.

107. Aflati termenul al 5-lea din dezvoltarea binomului
(2217 — Jz)°.
108. Aflati termenul de mijloc din dezvoltarea binomului
(22 +y/2)%

109. Aflati valoarea exponentului m din dezvoltarea binomului
(I+a)7,
daci coeficientul termenului al 5-lea este egal cu coeficientul termenu-
lui al 9-lea.

110. Aflati A2, dacd termenul al 5-lea din dezvoltarea binomului

" (VZ +1/2)"

nu depinde de z.

111. In dezvoltarea binomului
(Vitz—V1-z)"
coeficientul termenului al treilea este egal cu 28. Aflati termenul de
mijloc din dezvoltarea binomului.

112. Aflati cea mai micd valoare a exponentului m din dezvoltarea
binomului
(1+a)7,
daci raportul coeficientilor a doi termeni vecini arbitrari este egal cu
7:15.

113. Aflati termenul din dezvoltarea binomului

T+ 1/3z 16
care contine z3. Veri/ve)

114. Aflati termenul din dezvoltagea binomului
(Ya+Va1)'

care nu depinde de a.

115. Aflati termenul din dezvoltarea binomului
((a¥/@)/6+ 1/ ¥/a™ )"
care nu contine a, daci suma coeficientilor primilor trei termeni din
dezvoltare este egald cu 79.
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116. Aflati termenul din dezvoltarea binomului
(1/Va? + Va3 )17

care nu contine a.

117. Aflati termenul liber din dezvoltarea binomului
(VVE + 2/ /2 )15,

118. Aflati termenul al 3-lea din dezvoltarea binomului

(22 +1/z-/z)™,

dacd suma coeficientilor binomiali este 2048.

119. Aflati termenul din dezvoltarea binomului
(1/V/8% - b/ Vad )
care contine %, daci raportul coeficientilor binomiali ai termenilor al
patrulea citre al doilea este egal cu 187.

120. Aflati termenul din dezvoltarea binomului
(z3/z = 1/Va5 )"
care nu congine z, dacd suma coeficientilor termenului al doilea de la
inceputul dezvoltirii i termenului al treilea de la sfarsitul dezvoltarii
este egal cu 78.

121. Raportul coeficientului termenului al treilea citre coeficien-
tul termenului al 5-lea din dezvoltarea binomului
(2=
este egal cu 2/7. Aflati termenul din dezvoltarea binomului care
contine z~%/2,

122. Aflati z,y si z, dacd se stie ci termenii al 2-lea, al 3-lea si al
4-lea din dezvoltarea binomului
(z +y)*
sunt egali cu 240, 720, 1080, respectiv.

123. Pentru ce valoare a exponentului n coeficientii termenilor al
2-lea, al 3-lea si al 4-lea din dezvoltarea binomului
(z+y)"
formeazad o progresie aritmetici?

124. Aflati termenii din dezvoltarea binomului
(V3+ J2)™

care nu contin irationalitdti.
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125. Cati termeni rationali contine dezvoltarea binomului

(V2 + ¥/3)1%0

126. Aflati rangurile a trei termeni consecutivi din dezvoltarea
binomului
( a4+ b)23

coeficientii ciruia formeaza o progresie aritmetica.

127. Aflati termenul din dezvoltarea binomului
(Vo + Va2

care contine z8°, dac3 termenul al 9-lea are cel mai mare coeficient.

128. Termenul al 3-lea din dezvoltarea binomului
(22 + 1/2%)™
nu contine z. Pentru ce valoare a lui z acest termen este egal cu ter-
menul al 2-lea din dezvoltarea binomului

(1+ z3)307

129. Pentru care valori pozitive ale lui  cel mai mare termen din
dezvoltarea binomului
(5 + 3z)1°
este termenul al 4-lea?

130. In dezvoltarea binomului

(5 573)

primii trei termeni formeazd o progresie aritmeticd. Aflati toti ter-
menii rationali din dezvoltarea acestui binom.

131. Aflati valorile lui = pentru care diferenta termenilor al 4-lea
si al 6-lea din dezvoltarea binomului
\/2_5 16 32 m
( ARG )
este egald cu 56, dacd se gtie cd exponentul m al binomului este cu
20 mai mic decat coeficientul binomial al termenului al 3-lea din dez-
voltarea acestui binom.

132. Stiind cd n este cel mai mare numir natural cu conditia
logy/3n +log,/3n > 0, determinati termenul care contine b? din dez-

voltarea binomului (va — vb)".
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133. 54 se determine z pentru care suma dintre termenul al 3-lea
si al 5-lea din dezvoltarea binomuluij (V2% + /21-7 )" este egali cu
135, stiind ca suma ultimilor trei coeficienti binomiali este 22.

134. Si se determine z, stiind ci termenul al 6-lea din dezvoltarea
binomuluj

(a+b)", unde a = V218(10-37)  p V2(e-2)1g3,

este 21, iar coeficientii binomului ai termenilor de rang 2, 3 si 4 sunt
respectiv I, al ITl-lea si al V-lea termen ai unei progresii aritmetice.

135. Exista termeni independenti de z in dezvoltarea binomului

1988
(v VaZ+2/ \3/5) ?
Sa se scrie acesti termeni.

136. Cati termeni din dezvoltarea binomuluj (V3 + ¥/7)3 sunt
termeni intregi?

137. In dezvoltarea binomului N
1
+
(v7 777
primii trei coeficienti formeazi o progresie aritmetics. Si se determine
toti termenii din dezvoltarea binomului care contin puterile lui y cu
exponent natural.

138. Aflati 2, daci termenul al 3-lea din dezvoltarea binomuluj
(.’E + xlgx)5
este egal cu 10°.

139. In dezvoltarea (1+2—2%)?" s4 se giseascs termenul la care ex-
ponentul lui z este de 3 ori mai mare decat suma tuturor coeficientilor
dezvoltarii.

140. S& se determine rangul termenului cel mai mare din dez-
voltarea binomului (p + ¢)* dupi puterile descrescitoare ale luj D,
presupunand cad p > 0; ¢ > 0; p+ ¢ = 1. Pentru care conditii:

a) termenul cel mai mare va fi primul?

b) termenul cel mai mare va fi ultimul?

c) dezvoltarea va contine doi termeni consecutivi egali care sunt
mai mari decat toti ceilalti termeni ai dezvoltirii?
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Raspunsuri

Capitolul 1

3.a) A= {57} B={-72}C={1/T}

4. A={2,4,6,8,10,12,14,16,18}; B = {2,4,6,8,12}.

5. a) A = {10,22,24,...}; b) 26,28 € A, 33 ¢ A (deoarece A
constd din numere naturale pare).

6. A={z € N*z=1+3n, n =1,3}; B={z ¢
3.2l n=1I3xC={yeNly=n?, n=15}D={z¢
e N*|z=n% n=1,5}.

7. n(A) = 50; n(B) = 9; a) dacd ad —bec =0 => C = {b/d};
b) dacd ad — bc # 0 = C are p elemente.

8. Ay = {—1}; Ay = {1,2,3}; A3 = {-1,-2,-3}.

9. A={0,1,2,3,4,5,6}; B=1{4,5,6,7,8}; C={1,2,3,4,5,6,7}
D={1,2,3,4,5,6}; G=(—00,4) U (7, +00); H=(-00,2)U(4,+00) etc.

10. a) BC A, B # A etc.

11. Ag = Cn+(B); A7 =A A B.

12. a) A = {1,2,5}, B=E = AUB; b) A = {1,6,14}, B =
={1,5,9,13,14}, E = {1,2,5,6,9,13,14,18,20};¢) A = {1,2,3,4,8},
B = {1.3,5,9,10}, E = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; d) A = {1,2,4},
B = {2,3,5}; e) A = {1,2,3,4}, B = {3,4}, C = {2,4,5};
A= {1,3,4), B = {13}, C = {2.3,4}; g) 1) 4 = {1,2,3},
= E\{1,2)};2) 4 = {1,2,3,5}, B = {2,3,4}; 3) 4 = {2,3,4},

W =
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B=FE\{4; 4)A=E\{5}, B =1{235:h)1) A= E,
B ={1,2},C =1{23};2) 4 ={13}, B = {1,2), C = {2,3};
i) A={1,2,3,4}, B={1,2,5};j) A= E, B = {2,4,5}, C = {3,5,6}:
k) A={1,2}, B={1.24} 1) E = {1,2,... 10}, A = {7,8,9,10},
B = {2,3,4,8,9,10}; m) 4 = {a,d,f,h,i}, B = {b,c,d,e, f.g,i};
n) A ={1,4,6,8,9}, B = {2.3,4,5,6,7,9}.

13. a) A = {6,10,20}, B = {—47,-8,13,22} etc.: b) AN B = &
etc.;¢) A={0,2,3}, B ={-5,~1,1,5}etc.;d) 4 = {0,2}, B = {2.4}
etc;e) A ={-1,0,1,2}, B = {0,2} etc.; f) A = {-4,-3,-2,-1},
B = o etc; g) A = {-1,1,2,4,5,7}, B = {1,2,4,5,7} etc.;
h) A = {—33,—18,—13,—-9,—-8,—6,~5,—-4,—2,—1,0,2,3,7,12,27},
B = {0,2,3,7,12,27} etc; i) A = {2,4,6,8,10,12,14, 16, 18,20},
B = {24,6812} etc; j) AU B = [-7:7] U {10},
A\ B = [-7;-4)U(-4;7], B\ A = {10} etc.; k) AN B = @ etc.:
2 142)

T4

1) An B = {626} etc.; n)AUB:{T

14. 2) A={2€Q|z =(Tn-4)/(n+3), n<22,n e N}, B=M,
C={2,6}; b)n(D)=2497.

15. A ={1,2,3,4,8}; B = {1,3,5,9,10).

16. A = {1,6,14}; B = {1,5,9,13,14}; E = {1,2,5,6,9,13, 14,
18,20}.

17. a) A=[5,+00), B=(1,+), A C B; b) A= B=[-9;-4] U
U4;9]; ¢) A = [-2;05(1 +v5)), B = [0.50.5(1 + v/5)), B C A:
d) A=(-00,-1), B=A4;e) A= B = (3/2,4); f) A = B = &
g) 4= [3;v37/2], B = (—v/37/2;-3) U [3; V37/2).

18. a) m € {-2,2}, m € (-00,-2) U (2,4+00), m € (=2;2);
b) m € {-5/2,5/2}, m € (~5/2,5/2), m € (=00, —5/2) U (5/2, +0);
o) m € {-2v/3,2v3}, m € (=0, -2v3) U (2v3,4); d) m €
€9, me R meT;e)m= -2/3, m# -2/3, m € @;
f) m € {-12,12}, m € (~00,~12) U (12,400), m € (—12;12);

1-v33 1+V33 1-v33 1433
g)me{6,6},m€(6,6),

etc.
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m e _oo’l—g/:?i)u<1+g/3—3’+oo>;h)m {3 2v/3 3+2\f}
3-2v3 3+2V3 _3-2V3 +2\f
1§ a)3n(A) _?:17 2) n(j)<— 82; c) 3(A)>_US d) n )6

e) n(A)=4; f)n(A4)=2.

20. 2) ANBNC = {60t — 17t € N*};b) ANBNC = {200}.

21. a) ANB = {37,79}; b) ANB = {37,79}; c) ANB = {6k+1]k €
€ 7, k € [0;166]}.

24, a) {(22),(2.3),(3.2), 3,3k b {B3} O (LI
0) {(2.4), (3,4, (2.5), (3.5)}: ©) {(1,4),(2.4),(3,4), (4,01 ) {(1,2)
(1.3), (L4, (44} &) {(1,4) ete.

26. a) A = (—00,-2)U[3:4), B = [3;4] etc.; b) A = B etc;
¢) A =[2:3], B=[-3-2]etc;d) A= (=2;-1)U(2,+x), B =
= (=00, —1)U(3,4c)etc.;e) A= {0,-11}, B = {-4/5,0,6/5} etc.;
f) A = (—00,—1)U (0;4), B = (~=1;3) etc.; g) A = @, B = @ ety
h) A = {7,35/3}; B = {-219/8,7} etc; i) A = {7/4} = B etc;
j) A= (=00,-1)U(0,+00), B = (=00, —2/5) U [4,+00) etc.; k) A =
= (-0,1]U[3/2,4c), B = Retc;1) A= [0,1/3), B = [-1;1] etc;
m) A = (-2;3), B = (—0,—2) U (3,+oc) et n) A = (—oc,2]U
U[4, +00), B = (—0,2) etc. ‘

Capitolul II

2. 1) Ga = {(2,5),(27)}; 2) Ga = {(4,1),(4,3),(6,1),(6,3);
(8,1),(8,3)}; 3) Ga={(8,1),(8,3),(8, o) N} 4) Go={(2,1),(2,3)}3
) Go=1(2,1),(2,3),(2,5),(2,7):(4,1), (6, 1) (8,1)};6) Ga={(8,7)};
7) Go = {(4,1),(4,3),(6,1).(6,3),(8,1),(8,3)}; 8) G = {(2:1),(2,3),
(2,5),(4,1),(4,3),(4,5),(6.1),(6,3),(6,5),(8,1),(8,3).(8,5), (8, 7)}-
3. 1) Go = {(1,8),(2,7),(4,5)} 2) Ga = {(1,1),(2,3),(3,5),
(4,1)}:3) Ga = {3. D}: 4) Ga = {(4, 1)} 5) Ga={(1,1),(1,3),(1,5),
(1,7),(1,8),(2.8),(3,3),(4,8)}; 6) Go = {(1,7),(23)} 7) Co =
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= {(1,5).(1,8),(2,1),(2,7),(3.3), (4,5), (4,8)}: 8) G = {(1, 1),(2.1),
(3:1),(3,3),(4,1),(4,3)}.

4. Dz+y=6;2)y = r+1;3) 2 < y; 4) max(z,y) > 4;
5) min(z,y) = 2; 6) cmmdc(z,y) = 2; 7) z este par sau ¥y = 6;
8) z = y?.

5. 1) tranzitivd; 2) simetrici; 3) simetrics §i tranzitiva; 4) refle-
xivd, tranzitivd; 5) reflexivy; 6) reflexivd, simetrici; 7), 8) reflexivi,
simetricd, tranzitivd; 9) reflexivd, tranzitivi; 10) tranzitivy etc.

6. 1) 6o = po = IV, simetrici; 2) bs = po = IN, reflexivi; 3) 6, =
= pa = IV, simetricd, antireflexivi; 4) 6o = {1,4,9,...,n2,.. 3,
Po = IV, antisimetricd; 5) 6, = Pa = IN, reflexivd, simetrici, tranzi-
tivd etc. 6) 6y = po = {1,2,3,5,6, 10, 15,30}, antireflexiva, simetrici;
7)ba = IN, py = {3,4,5,.. .}, antireflexivi, simetricd; 8) §, = p, =
=IN, reflexivd, antisimetrica, tranzitivi; 9) ba=IN, po=1{3,4,5,...},
antireflexivd, antisimetric, tranzitivi; 10) éo = IV, po = {0,2,4, .. 3
antisimetricd; 11) é, = p, = IV, reflexiva, simetricd, tranzitivi;
12) 84 = po = IN, simetrici.

9.1)a={a,ef/a},a € R, a#e/a; 2)a = /e, avem & = { /e }.

10. ¢ ={z € Rz = a + 2k~ sau £ =7 ~ a+ 2mmw, k,m € Z}.

11. a)da; b) @ = {a,2-a}, 1 = {1}, 8 = {8}.

12. 1),2) b =po=IN,a0a=0a,a0a ! =aloq = JAKR
1

3)ba =pa =R, 0! =0, a0a=0aoa = aoal = IR?

4)6a:pa:R,aoa:{(x,y)GBZHzZ9y},aoa*1:a‘loa:
T

_ 2. _[_rr _ [_4.7 -
= B; 5) 501 - [ 272}a Pa - [ 17 2la @ o« {(x7y) e
€ R?[sin(sinz) < g}, aoa~! = [—g,g} ,aloa = {(z,y) €

€ R?|z,ye |- 1;7/2]}.
15. o(R) = [-1;1]; ((0;7)) = (0;1]; o~Y([-150]) = Uk -

-1)7, 2kx]; {(—1)"% + nwin € Z}; {r/2+ 2kr|k € Z}; @.
16. B; {b,d}; {b,c,d}; {a,b,e}; {3,5,7,4,6}; {6,9}; {2,8}.
18. {1,4,9,16,25,36,49,64,81,100}; {1,2,3}.
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23. 1) bijectivd; 2) nu este bijectivd; 3) bijectiva; 4) nu este bijec-
tivi; 5) bijectiva: 6) nu este bijectiva; 7) bijectivd; 8) nu este bijectiva;
9) injectiva; 10) nu este injectivd; 11) injectiva; 12) surjectivd; 13) nu
este surjectivd; 14) surjectivd; 15) surjectiva.

29. 1) u(z) = 4z — 9, v(z) = 725 + 4, f(z) = (vou)(z); 2) u(z) =
=224 3z, v(z) = 2?3+ 213~ 7, f(z) = (vou)(z); 3) u(z) = 2 -3,
o(z) = 1/4/7, f(z) = (vou)(z) etc.

30. 1) (fog)(z) =z +1=(g0f)2): 4 4 2) (fogla) =

= (e3P 48, (go ) = 25551145 3) (T 00)e) = f1e) = g(a):3
3: 4) (fog)(z) = 22 + 20, (g0 (&) = 2% 129 5) (fog)(z) = 20 -
_4z243, (gof)(z) = 2z +42?; 129; 360; 6) (fog)(z) = z® = (gof)(z);
729: 729; 7) (f o g)(z) = 4x*, (9o f)(2) = —27% — 82% — 122% — 8z — 3;
-1;8) (fog)(z)=3a*—18z + 29, (go f)(z) = 32% — 15 50; 2 etc.

31. 1) 9: 2) 3; 3) 8 4) 4; 5) 12; 6) 16; 7) —9; 8) =T 9) 2.25;
10)0,75: 11) 6+4v/2; 12) 27+18v/2; 13) 9¢%; 14) 3¢—3; 15) 9¢2—18¢+9;
16) 9¢2 — 18¢ + 9.

32. 1) da; 2) nu; 3) da; 4) da; 5) da; 6) nu; 7) nu; 8) nu.

33. 1) f-1(4) = 3, 2) f71(6) = 0.5 3) flB) = @ 4) fH() =
=a+1;5) fHp) = m + n.

4. 1) f3(r) = —252) [0 = g D) 1) = g

z :1:2
B f) = —}— 5) f-1<x> - 26 ) = w1
D e = T e = (28 29 ) = T

T 2
10) f-1(2) = #{7%7
z, T2 z, z2>1,
36. 1) (fog() = R Of)(x)—{ ey
4:1:—2)2—1 <0

2) (f o 9 (322 —2)2 -1, = €(0;/2/3],

—-5(3z - 2)% - 1, z > /2/3;
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322 -1)-2, z<-1,
(gof)z)=1q 4(e2-1)~-2, -1<z<o,
4=5z-1)-2, z>0.

Capitolul IIT

1. 42. 2. 1140. 3. 364. 4. 124. 5. 301 — 2.29! 6. 2520.
7. 204 8. 2027025. 9. 105. 10. 30%-10%. 11, n-m- k.
12. 2(P5)* = 2 (120)% 18. 2(Ps)? = 2- (720)2. 14. A7 = 37.15.
15. A3- A} =120.16. 4-73 = 1372. 18. CSo - Pe; C3y- CZ, - Cly.
19. 62. 20. 0.5CF-C§, = 2772. 36. 4. 37. 5. 38. 5. 39. 5.
40. 3. 41. 14. 42. 7. 43. 5. 44. 7. 45. 10. 46. 7. 47. 4.
48. 11. 49. 5. 50. 7. 51. 8. 52. 4. 53. 10. 54. 10. 55. §. 56. 9.
57. 3. 58. 3. 59. 13. 60. 10. 61. 9. 62. 9. 63. S. 64. 8. 65. 9.
66. 10. 67. 1;3. 68. @. 69. 3. 70. 9; 10. 71. 19. 72. 10. 73. (5,3).
4. (83). 75. (73). 76. (7.3). 27]; (34,}:4). 78. (15,7).

2 -1)(2k-n
79. (83). 80. (10,4). 81. o (71(n)+1)2) 82. @.
83. {3,4,5,6,7,8,9}. 84. {1,2,3,4,5,6}. 85. {4,5,6,7,8,9,10,11}.
86. {z > 11z € IV}. 87. {T< 2 < |z € IN}. 88. {1<z< 10|z €
€ IN}. 89. {9 <z <18,z ¢ IN}. 90. {5,6,7}. 91. {0,1,2,3,4, 5}.
92. {11,12,13,14,15,16,17,18}. 93. {6,7,8,9}. 94. {¢ > 14|z ¢
€ IV}. 95. {z > 2z € IV}. 96. {z > 12lz € V}. 97. {5,6,...}.
98. {10}. 99. {3,4,...,13}. 100. {2,3,4,...,9}. 101. {n > 8n e
€ IV}. 102. {5,6,7,8,9,10}. 103. {1,2,3,}. 104. {2< 2z < 36|z ¢
€ IN}. 105. . 106. @. 107. 112027 - ¥/z. 108. 70z4y*. 109.

22k + 15
12. 110. 240. 111. 70(1 — 22)2. 112. m = $, cea mai

mica valoare k = 6, atunci m = 21. 113. C% -2 114. T; = Cs,.
5. T5 = Cp, - 677, 116. Ty = C%,. 117. Tyars = Clads - 21377,
118. T3 = 5593 119, (C326q-12, 120, Cl, = T
121. 8427%/2. 122, (2,3,5). 123. 7. 124. Ti441 = 36C). 125. 26.

126. {Tg,Tlo,Tu} §1 {T14,T15,T16}. 127, T2 = C128 -z285 = 153$6"5.
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128. 2. 129. 5/8 < z < 20/21. 130. {To, T4 Ts}. 131. L
132. T, = 28ab?. 133. {-1,2}. 134. {0,2}. 135. Tum =
= C}ggg-?“zo. 136. {T1,Tws, Ts}. 137. n = 8, avem T, = y4,
Ts = 3gy; n=4, avem T1 = y?. 138. 10.

Not3. Pentru capitolele I si IT au fost indicate doar raspunsurile
mai pugin “voluminoase” si cele care se obtin relativ mai complicat (la

pirerea noastra).
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